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Kapitel 1

Einleitung

Bei der Modellierung physikalischer Vorgange treten haufig partielle Differentialgleichun-
gen auf, die meist nicht analytisch losbar sind. Deshalb ist eine numerische Behandlung
der Gleichungen unumgénglich, um zumindest ndherungsweise eine Losung zu erhalten
und dadurch Riickschliisse auf das Verhalten des durch die Gleichungen beschriebenen
Systems zuzulassen. Das verwendete numerische Verfahren muss dabei zuverlassig und ef-
fizient sein, das heifSt es muss verldsslich eine numerische Losung von bestimmter Qualitét
liefern — und das mit moglichst wenig Zeit- und Speicheraufwand.

In dieser Arbeit wurde ein numerisches Verfahren implementiert, das versucht, diese Ziele
zu erreichen, indem die numerische Losung schrittweise adaptiv an die Merkmale des
Problems angepasst wird. Dieses adaptive Verfahren gibt dabei einen Rahmen vor, der
durch Vorgabe konkreter Teilbausteine eine Adaptionsstrategie zur Losung des Problems
festlegt.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden Kombinationen unterschiedlicher Implementierungen
dieser Bausteine anhand von vier Modellproblemen verschiedener Regularitdt miteinander
verglichen und bewertet. Die dadurch gewonnenen Ergebnisse konnen eventuell bei der
Wahl einer Adaptionsstrategie fiir ein gegebenes Problem behilflich sein und dem Ent-
wickler des Verfahrens eine grobe Orientierung bei der Wahl der Module und Parameter
geben.






Kapitel 2

Elliptische Gleichungen und die
Methode der Finiten Elemente

Viele in der Praxis relevante Probleme lassen sich durch elliptische partielle Differential-
gleichungen beschreiben, die wir im ndchsten Abschnitt einfithren werden. Da fiir einige
Gleichungen diesen Typs analytische Losungen angegeben werden kénnen, ermoglicht dies
den Vergleich verschiedener adaptiver Losungsstrategien, nicht nur untereinander, sondern
auch mit der exakten Losung.

2.1 Elliptische Gleichungen

Wir nehmen an, dass ein Raumgebiet Q) C R? gegeben ist, in dem das Problem gestellt ist.
Wir beschrianken uns dabei auf die Fille d = 2 und d = 3 und nehmen ferner an, dass ()
offen, zusammenhédngend und beschrankt ist und der Rand d() in zwei Teile aufgeteilt ist,
den Dirichletrand I'p und den Neumannrand T'y.

Zu diesem Raumgebiet definieren wir nun die allgemeine skalare elliptische Randwertaufgabe
zweiter Ordnung, in die sich alle im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Probleme in Kapitel 4
einordnen lassen: Finde u € W, sodass die Gleichungen
Du:=—-V-(KVu) =gq in Q,
u=g auf I'p, (2.1)
—v-(KVu) =] auf I'y
erfiillt sind, wobei v die duflere Einheitsnormale an 'y bezeichnet. W := C*(Q) N C'(QU

I'n) NCY(QUTp) ist der klassische Losungsraum der in Q zweimal, auf Q U Ty einmal
stetig differenzierbaren und auf () UI'p stetigen Funktionen, die auf I'p mit g iiberein-

stimmen’. Es sind Funktionen g € C°(Q)), g € C°(I'p), ] € C%(I'y), sowie K € (C! (ﬁ))dXd

‘Die Notation ist dabei der Lesbarkeit halber formal nicht korrekt. Mit der Schreibweise Ci(w) fiir ein
w C Q sind hier diejenigen Funktionen tiber () gemeint, deren Einschrankung auf w in w i-mal stetig
differenzierbar sind.
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gegeben, wobei K(x) in jedem Punkt x € Q) eine symmetrische, positiv definite d x d-Matrix
ist, die mit einer Elliptizititskonstanten m € R, m > 0 und einer Stetigkeitskonstanten M € R
die Abschitzungen

myy <y'K(x)y < My-y fiiralle y € R? (2.2)

unabhidngig von x erfiillt. Damit ist der Differentialoperator D gleichméfig elliptisch. Ein
u € W, dass die Bedingungen (2.1) erfiillt heifdt klassische Losung oder starke Lisung des
Problems.

Alle in Kapitel 4 betrachteten Probleme unterscheiden sich in der Wahl des Gebietes () (in
der Dimension, der Aufteilung des Randes und der geometrischen Form), der rechten
Seiten ¢, g und |, sowie der matrixwertigen Funktion K.

2.2 Schwache Formulierung

Im Allgemeinen existiert keine starke Lésung zu Problem (2.1) [Baso8]. Uber die korres-
pondierende schwache Formulierung erreichen wir jedoch die eindeutige Existenz einer
sogenannten schwachen Losung in einem erweiterten Funktionenraum. Die schwache Formu-
lierung erhélt man nach Multiplikation mit einer Testfunktion v und partieller Integration.
Fir Problem (2.1) lautet sie: Finde u € V, sodass

a(u,v) = /Q(KVu)-Vv:/qu— s Ju furalle v € (2.3)
N

gilt [Alto6, EEHJ96].

V= {v € H(Q) | yr,(v) = g} ist der Ansatzraum, Vy = {v € HY(Q) | yr,(v) =
0} der Testraum, wobei v, (e): H'(Q) — L*(Tp), v — 7r,(v), die Spur von v auf dem
Dirichletrand ist.

An die Parameter der Gleichungen kénnen geringere Anforderungen gestellt werden, so
wird nunmehr gefordert, dass g € L2(Q)), g € C°(Tp), J € L3(Ty) und K € (L®(Q2))"*
gilt. Die auftretenden Integrale sind im Lebesgue’schen Sinne zu verstehen, ebenso die
Gleichheit zweier Funktionen (die sich hierbei auf einer Nullmenge des Definitionsbereichs
unterscheiden diirfen). AufSerdem soll K weiterhin Bedingung (2.2) erfiillen. Damit ist
a(u,v) eine elliptische Bilinearform und durch (u,v)g := a(u,v) ist ein Skalarprodukt
definiert, welches wiederum die sogenannte Energienorm? ||v||g == +/(v,v)g induziert.

Unter gewissen Voraussetzungen an den Rand d() des Gebiets und der zusatzlichen
Forderung, dass I'p keine Nullmenge in d() ist, gibt es dann nach dem Satz von Lax-
Milgram eine eindeutige Losung u in VV zu Problem (2.3) [Alto6]. Diese nennen wir schwache
Losung des urspriinglichen Problems (2.1).

>Bei vielen physikalisch motivierten Problemen misst diese Norm die Energie einer Funktion, daher der
Name.
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2.3 Die Methode der Finiten Elemente

Die Methode der Finiten Elemente ist ein Spezialfall des Galerkin-Verfahrens, das direkt auf
der schwachen Formulierung aufsetzt. Die Idee dabei ist, Gleichung (2.3) nicht im unendlich-
dimensionalen Raum V zu lésen, sondern in einem endlichdimensionalen Unterraum S.

Das Finite-Element-Verfahren zeichnet sich durch eine spezielle Wahl des Raumes S aus.
Das Gebiet () wird dazu zunidchst in Teilgebiete einfacher Form zerlegt (zum Beispiel
Dreiecke, Vierecke, Tetraeder oder Hexaeder). Funktionen in § werden dann auf jedem
dieser Elemente als Polynome mit maximalem Grad t angesetzt. Wir nennen die Funktionen
deshalb auch stiickweise polynomial oder elementweise polynomial. Einen Funktionenraum &,
der durch diese Methode erzeugt wird, nennen wir Finite-Element-Raum.

Die Zerlegung des Gebietes wird durch sogenannte Gitter bewerkstelligt, die wir in An-
hang A einfiihren. Darauf aufbauend beschreiben wir nun die Konstruktion eines Finite-
Element-Raumes mittels elementweise polynomialem Ansatz.

2.3.1 Konstruktion und Eigenschaften von Finite-Element-Raumen

Im Folgenden sei eine Zerlegung des Gebietes durch ein Gitter 7" gegeben. Wir wollen den
stiickweise polynomialen Ansatz etwas formaler fassen. Fiir Funktionen f € & wahlen wir
den Ansatz f|r € P;(T) fiir alle Elemente T € 7. Dabei ist

Pi(X):={u: X > R|u(x) = Y cux",x € X,c, € R} fiir simpliziales 7T,
|n|<t

Pi(X) == {u: X > R|u(x) =) cux¥, x € X, ¢, € R} fiir quadrilaterales 7,
pis<t

wobei # € N einen Multiindex bezeichnet. Wir nennen t die Ordnung des Finite-Element-
Raumes. Funktionen f € S heiflen Finite Elemente. Finite Elemente der Ordnung eins
nennen wir linear.

Die Funktionen f € S sind nur im Inneren der Elemente T € 7 definiert. Wir definieren
die stetige Fortsetzung von f|r: T — R auf den Rand des Elements T als yr(f): T — R.
Man beachte, dass fiir zwei benachbarte Elemente T und T’ mit ¥ := T N T’ durchaus
Yr(f)le # v (f)|x gelten kann, da keine globale Stetigkeit angenommen wurde; f kann

also iiber eine Elementberandung einen Sprung haben.

Gibt es keine Funktion f € S, die einen Sprung auf einer Elementberandung hat, das heifst
es gilt y7(f)|« = v (f)|« fir alle T, T" € 7 und x := T N T/, dann gibt es eine eindeutige,
global stetige Fortsetzung von f auf ganz (), die wir mit 7 (f) bezeichnen. In diesem
Fall sagen wir auch f sei global stetig oder ein C-Element und identifizieren in dieser
Sprechweise die Funktion mit ihrer global stetigen Fortsetzung. Den Raum der global stetig
fortgesetzten Finite-Element-Funktionen bezeichnen wir dann mit y(S) := {y(f) | f € S}.
Es gilt 7(S) € C°(Q). Ist weiterhin 7 (S) C C/(Q) fiir eini € N U {co}, dann nennen wir die
Funktionen in diesem Raum global i-mal stetig differenzierbar. Dies soll den globalen Charakter
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der Aussage unterstreichen, da aufgrund des elementweise polynomialen Ansatzes klar ist,
dass die Funktionen in jedem Element beliebig oft differenzierbar sind — aber eben nicht
notwendigerweise auf Elementkanten.

Konforme Finite-Element-Rdume In dieser Arbeit werden wir ausnahmslos global stetige,
lineare Finite Elemente verwenden. Es lésst sich zeigen, dass dieser Ansatz zu konformen
Finite-Element-Rdumen S fiihrt, das heifit es gilt S C V (siehe [Baso8]). Dabei ist V der
zum Problem passende Funktionenraum in (2.3). Auflerdem identifizieren wir den Raum
der global stetigen Fortsetzungen 7 (S) mit dem urspriinglichen Raum S, um die Notation
einfach zu halten.

In der Praxis werden lineare Finite Elemente durch Koeffizienten a; € R zur Knotenbasis des
Raumes S dargestellt. Die Basisfunktion ¢; zu Knoten j ist dann diejenige lineare Funktion
Y; € S, fur die j(x;) = ¢;; fiir alle Knoten x; gilt. §;; ist dabei das Kroneckerdelta mit
d;; = 1 fiir j = i und §;; = 0 sonst. Das Finite Element f € S ldsst sich in dieser Basis dann
als Linearkombination

f(x) = Zog%(x) fir alle x € O (2.4)
]

schreiben, sieche Abbildung 2.1. Dadurch gilt f(x;) = a; ftr alle Knoten x;. Durch die
global stetige Wahl der Basisfunktionen ist die globale Stetigkeit von f sichergestellt.
Dabei sind nicht alle a; unbekannt: Liegt x; € I'p auf dem Dirichletrand, so ist #; = g(x;)
durch die Vorgabe des Randwertes festgelegt. Aber auch die verbleibenden Knoten sind
eventuell nicht linear unabhingig (dies tritt ein, wenn es hdngende Knoten gibt, siehe dazu
Abschnitt 3.4.4).

2.3.2 Approximation in Finite-Element-Raumen

Das zu Problem (2.3) korresponierende endlichdimensionale Problem lautet dann: Finde
il € Sg, sodass

a(ii, v) :/Q(KVﬁ)-Vv:/qu—/r Jo firalle v € Sy (2.5)

gilt. Sy = {v € S | v(x;) = g(x;) fiir alle Knoten x; € I'p} ist der Raum aller Funktionen
aus S, die auf den Knoten auf dem Dirichletrand mit g {ibereinstimmen. Sy ist der analog
dazu definierte Unterraum von S derjenigen Funktionen, die auf den Dirichletknoten
verschwinden.

Durch Einsetzen des Basisansatzes (2.4) fiir Sy in Gleichung (2.5) und Testen mit der Basis
von &y, erhalten wir ein dquivalentes lineares Gleichungssystem

Ax = b, (2.6)

10
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yll
a3 - - = = = — — — — —
// \\\
7/
7/
/
. y = flx)
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// \\
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)/ \
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Abbildung 2.1: Illustration der Knotenbasis und einer Funktion f(x) mit Dirichlet-0-
Randbedingungen, die in dieser Basis als Linearkombination geschrieben
ist, fiir ein eindimensionales Gitter. Fiir den Knoten x5 ist die Basisfunktion
Y3 als diinner, durchgezogener Linienzug dargestellt und der Wert des
Koeffizienten a3 in der Linearkombination an der y-Achse abgetragen. Der
korrespondierende Term w313 der Linearkombination ist als diinner, kurz
gestrichelter Linienzug dargestellt.

wobei A € R"*", b € R" und x € R" mit
Ai'iz/ KV "Vl', bl'::/ 1'—/ i .
i Q( l/]]) P qu/) rN]lP (2.7)

und x; = a; fir i,j € {1,2, ..., n} gilt. Die Dimension n des linearen Gleichungssys-
tems entspricht der Anzahl an Freiheitsgraden |FG|, also der Anzahl aller Knoten, die
nicht hangend sind und nicht auf dem Dirichletrand liegen (sieche Anhang A). Bei dieser
Formulierung wird angenommen, dass die Knoten x; € FG von 1 bis # nummeriert sind.

Bei Verwendung eines Mehrgitterverfahrens ist ein Zeitaufwand zum Losen von Glei-
chung (2.6) in O(n) moglich. Zum Gesamtaufwand kommt noch die Zeit zum Aufstellen
der Matrix A und der rechten Seite b hinzu. Die dabei auftretenden Integrale werden durch
numerische Quadratur approximiert, fiir diese Arbeit wurde eine Gauf3-Quadratur zweiter
Ordnung verwendet. Abstrakt gesehen versuchen adaptive Verfahren eine moglichst gute
Néherung bei moglichst kleinem # zu erreichen, um diesen Aufwand zu minimieren.

2.3.3 Gitterverfeinerung
Damit ein numerisches Approximationsverfahren sinnvoll ist, sollte es gegen die exakte

Losung konvergieren. Um diese Aussage fiir die Finite-Element-Methode formalisieren
zu konnen fithren wir zundchst ein paar Notationen ein: Wir schreiben S, fiir einen

11
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Finite-Element-Raum, falls /1 der Diskretisierungsparameter des Gitters des Finite-Element-
Raumes ist (siehe Anhang A). Wir betrachten nun nicht mehr nur einen Finite-Element-
Raum &, sondern eine Folge von geschachtelten Finite-Element-Rdumen

Sp TSy, TSy, C--- i EN, (2.8)

wobei die Folge (h;);en der zugehorigen Gitterweiten eine monoton fallende Nullfolge ist,
das heifit es gilt h; < h; fiir i > j und lim; o h; = 0. Fiir die Finite-Element-Approximation
im Raum &), schreiben wir dann u;.

Mit diesen Bezeichnungen ist die Finite-Element-Methode konvergent, falls lim; o, t1; = u
in V gilt. Falls also die Gitterweite beliebig klein wird (und damit die Dimension n des
approximativen Problems und der Aufwand zum Losen beliebig grofs wird), muss sich die
Approximation der exakten Losung beliebig anndhern lassen.

Die Folge der geschachtelten Rdume S;,, wird {iber eine Hierarchie von Gittern 7; erzeugt.
Dabei wird ausgehend von einem vorgegebenen grobsten Gitter 7 in jedem Schritt eine
Teilmenge der Elemente unterteilt und die restlichen Elemente werden unverdndert in
das feinere Gitter tibernommen. Bei diesem Vorgehen ist insbesondere sichergestellt, dass
jeder Knoten des groberen Gitters auch ein Knoten des feineren Gitters ist. Mit ein wenig
Umsicht bei eventuell entstehenden hangenden Knoten (siehe dazu Abschnitt 3.4.4) fiihrt
dieser Ansatz dann automatisch zu geschachtelten konformen Finite-Element-Raumen
Sn; C Sp,,, C V fiir alle i € N. Verfahren, wie die ausgewéhlten Elemente unterteilt werden
und was dabei insbesondere fiir hangende Knoten zu beachten ist, werden wir im néchsten
Kapitel tiber adaptive Losungsverfahren in Abschnitt 3.4 erldutern.

Ein Vorteil der Forderung S;,, C Sy, , ist, dass sich aufbauend auf der zugrunde liegenden
Gitterhierarchie relativ einfach schnelle Loser wie das Mehrgitterverfahren fiir die aus
der Finite-Element-Methode resultierenden linearen Gleichungssysteme implementieren
lassen [Basg4]. An dieser Stelle wollen wir erwdhnen, dass es durchaus andere Ansitze
gibt, die diese Annahme nicht treffen. Dadurch wird der Aufwand zur Implementierung
eines Mehrgitterverfahrens aber zumindest erheblich erhoht.

Das adaptive Verfahren, wie es im Rahmen dieser Arbeit implementiert ist und im néchsten
Kapitel detailliert beschrieben wird, versucht die Gitterweite nun nicht global gleichmafiig
tiber das ganze Gitter zu verkleinern, sondern die Gitterweite lokal so anzupassen, dass
dadurch der Fehler am meisten reduziert wird. Das Ziel ist es, eine hohere Konvergenz-
ordnung zu erreichen als bei gleichméfiiger globaler Verkleinerung. Details kldaren wir im
folgenden Kapitel.

Des Weiteren wollen wir feststellen, dass die Verkleinerung der Gitterweite nicht die einzige
Mobglichkeit ist, eine bessere numerische Approximation zu erhalten. Zum Beispiel besteht
die Moglichkeit, die Ordnung des Finite-Element-Raumes zu erhohen. Dadurch vergrofiert
sich die Dimension. Es sind dann mehr Freiheitsgrade als pro Knoten ein Koeffizient zu
spezifizieren; fiir einen Uberblick iiber verschiedene Ansitze siehe [Brao3]. Dies funktioniert
im Allgemeinen allerdings nur, falls die exakte Losung gentigend regulér beziiglich des
gewiinschten Fehlermafes ist. In der Praxis beschrankt sich eine , Irregularitit” der Losung
jedoch meist auf einen kleinen Teil des Gebietes, zum Beispiel auf eine Nullmenge wie

12
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endlich viele Punkte oder eine Kante. Dies fiihrt zur Idee der hp-Methode. Dieses adaptive
Verfahren versucht Teilgebiete hoher Regularitdt zu bestimmen, um dort lokal die Ordnung
des Ansatzes zu erhohen. Auf dem restlichen Gebiet wird das Gitter verfeinert.

13






Kapitel 3

Adaptive Losungsverfahren

Um partielle Differentialgleichungen effizient zu 16sen, kommen adaptive Verfahren zum
Einsatz. Das Ziel ist es, mit moglichst wenig Aufwand eine numerische Approximation der
Losung eines gegebenen Problems so zu finden, dass der Fehler in einem vorgegebenem
Maf eine bestimmte Schranke unterschreitet. Im Folgenden werden wir diese obere Schran-
ke Toleranz oder Genauigkeit nennen und in Formelzeichen TOL schreiben. An dieser Stelle
merken wir an, dass im Rahmen dieser Arbeit grundsétzlich der Diskretisierungsfehler
gemeint ist, wenn von ,, dem Fehler” die Rede ist. Andere Fehlerquellen, etwa durch ein
vereinfachtes Modell, Ungenauigkeiten in den Daten (zum Beispiel der rechten Seite f)
oder bei der numerischen Losung der auftretenden Gleichungssysteme, werden im Rahmen
dieser Abhandlung nicht betrachtet. Fiir eine genauere Diskussion der unterschiedlichen
Fehlerquellen sei auf [EEH]96] verwiesen.

Es ist bekannt, dass es optimal ist, ein Gitter zu finden, sodass der Fehler gleichmiflig tiber
das ganze Gitter verteilt wird, jedes Element also einen gleich grofien Anteil zum Fehler im
betrachteten Maf3 beitragt (siehe [EEH]J96], [BRo3], sowie [Rano8]). Formal bedeutet dies,
dass ein Gitter 7 gesucht ist, fiir das

llel|; ~ % furalle Te T (3.1)

gilt. Dabei bezeichnet e den Fehler der numerischen Approximation, ||e|| ein vorgegebenes
Mas, in dem der Fehler gemessen werden soll und N die Anzahl der Elemente in 7.
Der Index T des Mafies bedeutet das Mafs des Fehlers auf dem Element T. Wir nennen
Gleichung (3.1) auch Aquilibrierungsbedingung.

An Gleichung (3.1) sehen wir, dass ein solches Gitter im Allgemeinen nicht einfach analy-
tisch berechnet werden kann, da sowohl die linke Seite — iiber die Wahl der Elemente —, als
auch die rechte Seite — iiber die Anzahl der Elemente — vom Gitter abhidngen, das es ja zu
bestimmen gilt.

Adaptive Verfahren versuchen dieses Ziel durch einen iterativen Prozess zu erreichen,
indem das Gitter Schritt fiir Schritt adaptiv an die Struktur der exakten Losung angepasst
wird.

15



3 Adaptive Ldsungsverfahren

3.1 Das Framework

In dieser Arbeit werden wir den Ansatz verfolgen, das Gitter durch sukzessives Unterteilen
von Elementen zu verfeinern, um den Fehler so moglichst schnell zu verringern. Dazu
nehmen wir an, dass bekannt ist, in welchem Mafs der Fehler gemessen wird und welche
Toleranz gewtinscht ist.

Es wird dabei ausgehend von einem anfanglichen Grobgitter jeweils auf dem aktuellen
Gitter eine numerische Approximation berechnet. Diese wird dann benutzt, um a posteriori
den Fehler in dem gegebenen Maf3 abzuschétzen. Falls das Ziel auf dem aktuellen Gitter
erreicht wurde, wird die aktuelle numerische Approximation auf dem zugehorigen Gitter
angenommen und der Algorithmus beendet. Falls das Ziel nicht erreicht wurde, wird
eine Teilmenge aller Elemente bestimmt, die anschliefend unterteilt werden. Auf dem
resultierenden feineren Gitter wird der Prozess dann so lange wiederholt, bis das Ziel
erreicht wird.

Der Vollstandigkeit halber sei erwdhnt, dass es neben diesem Ansatz auch noch andere gibt.
Ein Beispiel ist, eine sogenannte Gitterdichtefunktion zu bestimmen, die dann verwendet
wird, um ein neues Gitter zu erzeugen, das nicht auf das aktuelle Gitter aufbaut, siehe
dazu [EEH]96].

In Algorithmus 3.1 ist in Pseudocode beschrieben, wie dieses Verfahren prinzipiell im-
plementiert werden kann. Dabei bezeichnen 7, u; und ¢, das Gitter, die numerische
Approximation und den Fehler jeweils im k-ten Schritt.

Algorithmus 3.1 Adaptive Losung von Differentialgleichungen

Gegeben
Ein grobes Anfangsgitter 7y zu ()
Ein Fehlermaf ||e||
Eine Fehlertoleranz TOL € R
k—0
loop
Berechne numerische Approximation uy auf aktuellem Gitter 7
Schitze Fehlermaf |[|ex|| ab
if ||ex|| < TOL then
return (7, uy)
else
Wihle Menge von Elementen 7° C 7; zur Unterteilung
Verfeinere 7y auf Basis von 7 zu 7;4
end if
k—k+1
end loop

Um ein konkretes, implementierbares Verfahren zu erhalten miissen die in Algorithmus 3.1
umgangssprachlich beschriebenen Bauteile spezifiziert werden. Die Berechnung der appro-
ximativen Losung uy ist vom Problem und der gewdhlten Diskretisierung abhidngig. Hier
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3.2 Fehlerschatzer und Fehlerindikatoren

werden wir annehmen, dass diese durch das Verfahren der Finiten Elemente mit linearen
Elementen bestimmt wird und die Losung des zugehorigen linearen Gleichungssystems
fiir die folgenden Schritte hinreichend genau ist.

Um bestimmen zu koénnen, ob das Ziel erreicht wurde, muss ein Fehlermafs und ein
Verfahren angegeben werden, wie mit Hilfe von u; eine Abschétzung fiir dieses Fehlermaf3
berechnet werden kann. Dieses Verfahren nennen wir Fehlerschitzer. Die verschiedenen
Fehlerschatzer werden in Abschnitt 3.2 behandelt.

Als Nachstes muss man auf Basis von u; eine Teilmenge T aller Elemente im Gitter 7;
auswahlen, die es zu unterteilen gilt. Dazu wird pro Element ein sogenannter Fehlerindikator
berechnet, der angibt, wie grofs der Beitrag dieses Elements zum gesamten Fehler von uy ist.
Darauf aufbauend entscheidet eine Verfeinerungsstrategie, welche Elemente unterteilt werden.
Fehlerindikatoren werden im Rahmen der Fehlerschatzer in Abschnitt 3.2 behandelt, da die-
se beiden Themen grofle Uberschneidungen haben. Verschiedene Verfeinerungsstrategien
werden in Abschnitt 3.3 behandelt.

Schliefilich muss noch angegeben werden, wie die ausgewdhlten Elemente zu unterteilen
sind, um das néchst feinere Gitter zu erhalten. Einige Moglichkeiten, dies zu tun, werden
in Abschnitt 3.4 besprochen.

3.2 Fehlerschatzer und Fehlerindikatoren

Zunichst wenden wir uns den Fehlerschidtzern und -indikatoren zu. Wir betrachten in
dieser Arbeit explizite Schitzer. Diese versuchen unmittelbar aus den Gleichungsparametern
und der berechneten Ndherungslosung u; die Giite der Approximation zu bestimmen,
etwa tiber das Residuum. Oft setzen diese Schitzer auf a posteriori Abschitzungen auf, etwa
der Energienormschétzer in Unterabschnitt 3.2.1. In Konvergenzbeweisen werden dagegen
oft a priori Resultate gezeigt. Diese schitzen die Giite einer Naherung a priori, das heifst
ohne Kenntnis der Ndherungslosung uy, in Abhdngigkeit des Diskretisierungsparameters h
ab. Dabei werden hohere Ableitungen von u verwendet, die jedoch unbekannt sind und
deshalb weiter abgeschétzt werden miissen. Dies kann zu einer groben Uberschitzung des
Fehlers fiihren und macht diese Resultate fiir den Zweck der Fehlerschitzer unbrauch-
bar. Der Indikator nach Zienkiewicz und Zhu in Unterabschnitt 3.2.2 ist im Gegensatz
zum Energienormschétzer rein heuristisch motiviert, liefert aber dennoch oft akzeptable
Resultate.

Implizite Schiitzer 16sen hingegen fiir jedes Element des Gitters lokal, das heifst auf dem
Element oder in einer kleinen Nachbarschaft davon, ein einfaches Problem und versuchen
dariiber Riickschliisse auf die Giite von u; zu ziehen. Fiir einen Uberblick sei auf [Brao3]
verwiesen.

Einen anderen Ansatz verfolgen duale Schiitzer. Es wird das globale, sogenannte duale
Problem (approximativ) gelost. Mit Hilfe der Losung des dualen Problems werden dann
pro Element Faktoren berechnet, die angeben, wie grofs der Beitrag des Elements zum
Gesamtfehler ist. Dieses Konzept ist sehr allgemein, das Fehlermaf$ darf ein beliebiges
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lineares Funktional sein, aufierdem wird fiir jedes Element ein Einflussfaktor berechnet, der
angibt, wie grofd der Beitrag des Elements zum Fehler ist [BRo3, Rano8, AOoo, Verg6]. Der
Fehler, der auf einem Element gemessen wird, muss nicht zwangsldufig innerhalb dieses
Elements entstanden sein. Beispielsweise kann der Fehler bei parabolischen Gleichungen
durch konvektive Stromungen transportiert werden und eine Verfeinerung des Gitters an
der Stelle dieses Fehleranteils wiirde nicht die gewiinschte Fehlerreduktion nach sich ziehen.
Ein grofier Nachteil dieser dualen Schitzer ist jedoch der nicht unerhebliche Aufwand: Es
muss pro Iteration ein globales Problem gelost werden, das je nach gegebenem Problem,
in etwa denselben Rechen- und Speicherbedarf hat wie das urspriingliche Problem. Bei
den hier betrachteten elliptischen Gleichungen féllt dieser Punkt allerdings sowieso nicht
allzu sehr ins Gewicht, da bei diesem Typ aufgrund der stark glittenden Eigenschaften der
Fehler tatsdchlich dort gemessen wird, wo er entsteht — zumindest bei den hier betrachteten
FehlermafSen.

Im Folgenden bezeichnen wir mit u: Q) — R die analytische Losung der partiellen Dif-
ferentialgleichung und mit e;: QO — R, x — u(x) — ux(x) den Fehler der numerischen
Approximation u; im k-ten Schritt. Man beachte, dass dabei die Finite-Elemente-Ndherung
mit ihrer global stetigen Fortsetzung auf die Elementberandungen identifiziert ist, wie in
Abschnitt 2.3.1 vermerkt.

3.2.1 Fehlerschatzer in Energienorm

Ein kanonisches Maf fiir den globalen Fehler ist der Fehler in der in Abschnitt 2.2 einge-
fithrten Energienorm, die gegeben ist als

ol = | (K¥)-Vo. (3.2)

Den Fehler gemessen in der Energienorm ||, ||z nennen wir Energienormfehler.

In [Baso8] wird eine a posteriori berechenbare obere Schranke fiir den Energienormfehler
fir das Problem 2.3 hergeleitet. Dort wird gezeigt, dass gilt

M
lelle < nie =" Y #er (3:3)
TeT;

wobei M die Stetigkeitskonstante und m die Elliptizitdtskonstante in Gleichung (2.2) ist.

Weiterhin lassen sich die #gg,r in Gleichung (3.3) durch

1.1
neer = hr (g +V-KVugllor + She [[[KVievior(loarr, (3.4)

berechnen. Dabei bezeichnet hr := diam(T) der Durchmesser von T (siche Anhang A),
[KVe-v|yr: 0T — R, v — [KVv-v]yr den Sprung des Flusses KV tiber die Elementberan-
dung 9T, sowie v: 9T — R? die auf 9T fast iiberall definierte dufSere Einheitsnormale an
aT.

18
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Auf einer inneren Kante y = TN T/, die T mit einem anderen Element T" gemeinsam hat,
ist der Sprung definiert durch [KVv-v]yr|, :== (KV0)|r-v — (KVv)|-v. Fiir den Neumann-
Gebietsrand v = 9T NI'y von T definieren wir [KVv-v|yr|, = (KVv)|r-v — J. Dabei ist | die
Vorgabe des Flusses auf dem Neumannrand aus Gleichung (2.1). Fiir y = 0T N I'p konnen
wir nach Gleichung (3.4) den Sprung beliebig wiéhlen, da die rechte Seite unabhingig vom
Sprung auf diesem Teil des Randes ist.

Aus Gleichung (3.3) ist auch die Wahl eines Fehlerindikators offensichtlich: Die W]%ZE,T
entsprechen demnach dem Beitrag des Elements T zur Fehlerschranke von |/e||g . Die
Hoffnung liegt nahe, dass bei Unterteilung der Elemente mit grofsem W]%ZE,T der tatsdchliche
Energienormfehler pro Freiheitsgrad schneller abnimmt als bei einer globalen Verfeinerung
des ganzen Gitters (zur globalen Verfeinerung siehe Abschnitt 3.3.1). Es sei jedoch betont,
dass dies ein heuristisches Argument ist; durch Verkleinern der 73 ; wird die obere
Schranke fiir den Energienormfehler verkleinert, was jedoch nicht zwahgsléuﬁg Zu einer
Verkleinerung des tatsdchlichen Energienormfehlers fithren muss.

3.2.2 Fehlerindikatoren nach Zienkiewicz-Zhu

Im Folgenden wollen wir eine einfache Methode beschreiben, wie ein Fehlerindikator durch
Mittelung des Flusses berechnet werden kann. Dieser wurde von Zienkiewicz und Zhu
in [ZZ87] beschrieben und ist aufgrund seiner einfachen Implementierbarkeit und seiner
guten Effizienz bei vielen Problemen, vor allem im Ingenieurbereich, weit verbreitet.

Wir beschrianken uns hierbei auf eine Approximation durch lineare Finite Elemente und
nehmen ferner an, dass K auf jedem Element des Grobgitters 7y konstant ist, fiir einen all-
gemeineren Ansatz sei auf [ZZ87, ZZ91, BRo3] verwiesen. Wir definieren eine Interpolation
M des pro Element konstanten Flusses KV iiber eine volumengewichtete Mittelung auf
die Knoten und linearer beziehungsweise bi-/trilinearer Interpolation dieser Werte auf den
Elementen, wie in Abbildung 3.1 verbildlicht.

Der Mittelwert an den Knoten des Gitters x; wird tiber die Formel

1
M(x;) = W T]-GZN,- vol(T;) Kv”k’Tj (3-5)

berechnet. N; := {T | x; € knoten(T)} ist die Menge der benachbarten Elemente, fiir die x;
ein Knoten ist, vol(T}) ist das d-dimensionale Volumen von T; und vol(N;) := Yren, vol(T)
das Gesamtvolumen aller Elemente in N;. Auflerdem ist KVuy|r, der Wert des Flusses auf
dem Element T;. Insbesondere ist es nach dieser Definition fiir hdangende Knoten x; moglich,
dass sie von einem angrenzenden Element keinen Beitrag bekommen.

Die Indikatorwerte 177z 1 gewinnt man dann durch Anwenden der LZ(Q)—Norm auf die
Differenz KVu — M(KVuy):

Nzz,T = ||KVup — M(KVug)|o 1 - (3.6)
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05

Oy

(a) (b)

Abbildung 3.1: (a) Zweidimensionale Illustration der Mittelung M der Fliisse fiir die Kno-
ten x; und x;. Die Abkiirzung o; steht fiir den Fluss KVu|r, auf dem
Element T;. Ein Pfeil bedeutet einen volumengewichteten Beitrag des Flus-
ses zur Mittelung. Der Knoten x; ist nicht hdangend und erhilt von allen
angrenzenden Elementen einen Beitrag, x; ist hingend an Element T; und
dementsprechend hat o1 keinen Anteil an M(x;). (b) Ausschnitt eines ein-
dimensionalen Gitters. Die Pfeile deuten die Mittelung der Steigung auf die
Knoten an, M (c) ist die lineare Interpolation dieser Knotenwerte auf den
Elementen.

3.2.3 Analytisches EnergienormmaB und Energienormindikatoren

Sofern die Losung zu einem Problem analytisch bekannt ist und algebraisch vorliegt, kann
man selbstverstandlich die gewiinschte Fehlernorm einfach ausrechnen. In diesem Fall
bedarf es natiirlich keiner numerischen Behandlung des Problems um eine approximative
Losung auszurechnen. In dieser Arbeit sind diese analytischen Fehlermafle aber dennoch
sinnvoll, da sie einen Vergleich der Schitzer mit dem tatsdchlichen Maf§ ermoglichen.

So bendtigen wir das analytische Energienormmaf$ des Fehlers ||e ||, um Aussagen tiber
die Giite des Energienormfehlerschétzers machen zu konnen. Dieses ist nach Gleichung (3.2)
gegeben als

leclly = v = [ (KVer)-Ve. ()

Durch Aufspalten des Integrals auf die Elemente T im Gitter 7; ergeben sich Fehlerindika-
toren

M= [ (KVe)- Ve, 9

die sich durch numerische Quadraturformeln berechnen lassen und aufsummiert das
Energienormmaf ergeben:

’7125M = Z WI%ZM,T . (3.9)
TeTy
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3.3 Verfeinerungsstrategien

Wir kommen nun zur Beschreibung einiger Verfeinerungsstrategien, die festlegen, welche
Elemente auf Basis der berechneten Indikatorwerte zur Unterteilung ausgewadhlt werden.
In diesem Abschnitt gehen wir davon aus, dass pro Element ein Indikatorwert gegeben
ist — zum Beispiel durch Berechnung eines im vorigen Abschnitt behandelten Indikators.

Wir beschreiben zunichst die globale Verfeinerung und behandeln danach drei heuristische
adaptive Strategien, die in der Praxis anzutreffen sind.

3.3.1 Globale Verfeinerung

Die offensichtlichste Verfeinerungsstrategie ist die globale Verfeinerung des ganzen Gitters,
bei der in jedem Schritt jedes Element unterteilt wird. Tatsachlich werden wir in Kapitel 4
die betrachteten adaptiven Verfahren mit der globalen Verfeinerung vergleichen. Damit es
sich lohnt, ein adaptives Vefahren einzusetzen, muss es signifikant besser sein.

Die globale Verfeinerung des Gitters ist eine gute Referenz fiir den Vergleich verschiedener
Strategien, da sie sehr eng mit dem Konvergenzverhalten des numerischen Verfahrens bei
gegebenem Problem zusammenhéngt. Wird der Diskretisierungsparameter i durch die
globale Verfeinerung auf a - h verkleinert, so erwartet man bei einer Konvergenzordnung?
der Approximation von p, asymptotisch eine Reduktion des Fehlers um a”. Ist die Konver-
genzordnung beispielsweise quadratisch und / wird in jedem Schritt halbiert, so sollte der
Fehler bei gentigend feinem Gitter in jedem Schritt auf ein Viertel sinken.

Aussagen tiber das Konvergenzverhalten eines numerischen Verfahrens fiir ein bestimmtes
Problem liefern a priori Abschidtzungen, wie sie in Konvergenzbeweisen des betrachteten
Verfahrens hergeleitet werden.

Wie wir beim Modellproblem WELLEN in Abschnitt 4.2 sehen werden, ist die globale Ver-
feinerung eine gute Wahl, falls das Problem eine sehr reguldre Losung erwarten lasst. Bei
solchen Problemen ist dadurch bereits die Aquilibrierungsbedingung (3.1) hinreichend
genau erfiillt und man kann sich den zusétzlichen Aufwand zur Berechnung der Fehlerin-
dikatoren sparen.

3.3.2 Adaptive Verfeinerungsstrategien

Ist die Losung des Problems jedoch nicht von hoher Regularitit, so konnen adaptive Stra-
tegien einen groflen Vorteil bieten. Diese versuchen, die Aquilibrierungsbedingung (3.1)
moglichst gut zu erfiillen. Dabei treten zwei Probleme auf: Zum Einen muss eine Aquili-
brierung der Indikatorwerte nicht bedeuten, dass der tatsdchliche Fehler auch dquilibriert
wird, zum Anderen gibt es ein Effizienzproblem, wie wir im Folgenden erldutern wollen.

*Eine Konvergenzordnung von p bedeutet, dass ||¢;|| € O(h?) gilt. e}, ist der Fehler, der zum Diskretisierungs-
parameter /1 gehort.
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Der erste Punkt ist bei den hier betrachteten elliptischen Gleichungen kein Problem, wie in
den einleitenden Worten zu Fehlerschdtzer in Abschnitt 3.2 erldutert wurde. Um den zwei-
ten Punkt einzusehen, wollen wir ein Beispiel anfiihren: Man konnte auf die Idee kommen,
in jedem Schritt genau ein Element zu unterteilen, ndmlich dasjenige, dass den grofiten
Indikatorwert hat (wenn es mehrere Elemente gibt, die den maximalen Indikatorwert haben,
unterteile man alle Elemente mit maximalem Indikatorwert). Dies fiihrt auch tatséchlich zu
einer guten Erfiillung der Aquilibrierungsbedingung (3.1), ist aber dennoch unpraktikabel.
Nehmen wir an, dass die Aquilibrierung der Indikatorwerte tatsichlich eine Aquilibrierung
des Fehlers nach sich zieht. Der Gesamtaufwand dieses Verfahrens ist dennoch sehr hoch,
da pro Schritt normalerweise das Berechnen der numerischen Approximation das Gros
des Aufwandes darstellt. In jedem Schritt wird aber immer nur ein Element unterteilt, also
benotigt man sehr viele Schritte um die vorgegebene Genauigkeit zu erreichen.

Die heuristische Idee hinter den hier vorgestellten Strategien ist, dass es effizienter ist, pro
Schritt eine grofere Anzahl an Elementen zu unterteilen. Wie genau die Teilmenge 7 der zu
unterteilenden Elemente bestimmt wird, ist dabei durch die Wahl der Verfeinerungsstrategie
festgelegt. Im Folgenden werden die drei in der Praxis wichtigsten Strategien beschrieben.

Bei der Formulierung der drei folgenden Strategien seien ein Parameter « € R, 0 < a <
1 und pro Element T ein Indikatorwert n77 gegeben. Auflerdem seien die Elemente so
nummeriert, dass sie nach fallendem Indikatorwert geordnet sind, das heift es gilt

{TOI Tl/ ey TN*l} :,];{/

.10
Moo= 1= -+ 2 HN-1. (3-10)

Dabei ist #; eine abkiirzende Schreibweise fiir 77;.

Strategie 1 Bei dieser Strategie legt a einen festen Anteil der Elemente mit grofitem
Indikatorwert fest. Die Menge 7syat1 der zu unterteilenden Elemente ist also gegeben durch

jétratl = {Ti € 77< ’ i< Dé(N - 1)} . (3'11)

In der Praxis wahlt diese Strategie zum Teil zu viele Elemente aus, sodass nicht die optimale
Konvergenzordnung erreicht wird, vor allem bei zu groflem « und Problemen niederer
Regularitit. Ein Beispiel hierfiir ist Modellproblem SCHACHBRETT in Abschnitt 4.5.

Strategie 2 Diese Strategie wihlt alle Elemente zur Unterteilung aus, deren Indikatorwerte
eine bestimmte Schwelle tiberschreiten. Die Menge 7giat» der zu unterteilenden Elemente
ist dann gegeben durch

Tswarr = {Ti € Tt | i = (1 — a)ipo} - (3.12)
Diese Strategie unterteilt nach wenigen Schritte oft nur noch sehr wenige Elemente und es

tritt wieder das Effizienzproblem auf, siehe dazu Modellproblem WELLEN in Abschnitt 4.2.
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Strategie 3 Die letzte Strategie, die wir betrachten, verfeinert die Elemente mit dem
hochsten Indikatorwert, sodass ein iiber a festgelegter Anteil des Fehlers 72 = YTeT; Uh
uberdeckt wird:

i
T'StratB = {Ti € 77( | 277]2 < 0”72} . (313)
j=0

3.4 Unterteilungsverfahren

In diesem Abschnitt werden wir uns mit Unterteilungsverfahren beschiftigen. Diese legen
fest, wie die einzelnen Element, die zu unterteilen sind, in kleinere Teilelemente zerlegt
werden. Zu den von der Verfeinerungsstrategie ausgewidhlten Elementen kommen dabei
eventuell noch sogenannte Abschlusselemente hinzu, siehe dazu Unterabschnitt 3.4.4. Eine
Unterteilung eines Elementes T € 7 ist eine Menge von ¢ Elementen {T; € 71 | 1 <i < t},
die T partitioniert, das heifst es gilt

t
T=UT (3.14)
i=1

und der Schnitt zweier verschiedener Elemente ist leer. Alle Elemente von 7, die nicht
zu unterteilen sind, werden unverdndert in 7, iibernommen. Den Verlauf der Verfeine-
rungsgeschichte eines Gitters 7y wird dann durch eine Baumstruktur dargestellt, wie in
Abbildung 3.2 veranschaulicht. T heifst Vater der T; und die T; werden als Kinder von T
bezeichnet.

—_— — T
AL SR
T/~ —"T,

Abbildung 3.2: Graphische Darstellung der Baumstruktur eines eindimensionalen hierar-
chischen Gitters. Das Element T des Grobgitters 7y ist der Vater von T| und
T} des feineren Gitters 7;.

Wichtig ist dabei, dass die T; Elemente der nédchst feineren Triangulierung 7;,; sein miissen.
Insbesondere muss sich jedes T; wieder durch ein Referenzelement T™ € 7™f unter einer
Transformation m;: Tfef — () darstellen lassen (siehe Anhang A):

T = mi(Tfef) firallel <i <t (3.15)

Die Menge der Referenzelemente 77 ist iiber alle Verfeinerungsstufen unverénderlich.

23



3 Adaptive Ldsungsverfahren

Ausgehend von einem Grobgitter 7y gelangt man durch sukzessive Unterteilung einer
Teilmenge von Elementen zu einer Familie von Gittern

7 ={T,T, ..., T ...}, (3.16)

die wir quasi-uniform nennen, falls sich fiir jedes Element T in jeder Stufe 7; das Verhiltnis
von Umbkreis it zu Inkreis pr nach oben abschétzen ldsst, das heifit es gilt mit einem x € R,
x > 0 die Abschédtzung

hl < k. (3.17)

PT
Es ist hy = diam(T) und pr := sup{d € R | By(x) C T furein x € T}. Fur die Kon-
vergenz des verwendeten Finite-Element-Verfahrens ist essentiell, dass die enstehende
Familie der Triangulierungen quasi-uniform sind. Deshalb miissen die in den folgenden
Unterabschnitten betrachteten Methoden zur Gitterunterteilung immer eine quasi-uniforme
Familie von Gittern erzeugen und ein Augenmerk wird darauf liegen, diese Eigenschaft
nachzuweisen.

Durch Unterteilung eines Elementes kann es an der Grenze zu benachbarten Elementen zu
hingenden Knoten kommen, wie in Abbildung 3.3 illustriert. Wie mit diesen umgegangen
wird, besprechen wir in Unterabschnitt 3.4.4.

____ [
Unterteilung M

T Ti

Abbildung 3.3: Die Unterteilung des Elements T in T; bis Ty fithrt zu einem hingenden
Knoten an T’. Der hdngende Knoten ist dabei durch einen schwarzen Punkt
markiert.

Bei den folgenden Betrachtungen beschrdanken wir uns auf die fiir uns wichtigen Félle
Simplizes und Quadrilaterale als Elemente des Gitters, das heifst Dreiecke beziehungsweise
Vierecke im zweidimensionalen und Tetraeder beziehungsweise Wiirfel im dreidimen-
sionalen. Aufierdem konzentrieren wir uns auf den anschaulicheren zweidimensionalen
Fall.

3.4.1 Bisektion von Simplizes

Es wird eine Kante des Elements ausgewdhlt, in deren Mitte ein neuer Knotenpunkt einge-
fiigt wird. Durch diesen Knoten, jeweils einen Knoten der geteilten Kante und alle restlichen
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(a) (b)
Abbildung 3.4: (a) Die Bisektion eines Dreiecks und (b) eines Tetraeders als Explosions-
zeichnung.

Knoten des Elements, das heifst ein beziehungsweise zwei Knoten in zwei beziehungsweise
drei Raumdimensionen, entstehen zwei neue Elemente, wie in Abbildung 3.4 dargestellt.

Bei der Auswahl der zu unterteilenden Kante ist darauf zu achten, dass bei fortgesetzter
Verfeinerung eine quasi-uniforme Familie von Gittern entsteht. Dies gilt trivialerweise,
wenn in jedem Schritt die langste Kante unterteilt wird (longest edge bisection). Alternativ
kann durch Vererbungsmethoden, sichergestellt werden, dass die Kanten zyklisch unterteilt
werden und so keine allzu ,spitzen” Elemente entstehen.

3.4.2 Regulare Verfeinerung von Simplizes

Im Zweidimensionalen lésst sich ein Dreieck in vier zu diesem dhnliche Dreiecke unterteilen,
indem jede Kante in der Mitte unterteilt wird und die sechs Knoten vier Dreiecke nach

Abbildung 3.5 festgelegen.
_reguldre _ uldre A
Unterteilung M

7; 1+

Abbildung 3.5: Reguldre Unterteilung eines Dreiecks T. Es werden die Kanten halbiert,
durch die neu entstandenen Knoten wird T in vier kongruente Dreiecke T;
bis Ty zerteilt.

Im dreidimensionalen gestaltet sich die reguldre Verfeinerung dagegen deutlich schwerer,
da sich ein Tetraeder nicht in zu diesem &dhnliche kleinere Tetraeder unterteilen ldsst.
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In [Beygy] wird jedoch gezeigt, dass man bei fortgesetzter Unterteilung von Tetraedern mit
acht Ahnlichkeitsklassen auskommen kann.

Da dann fiir zwei und drei Dimensionen nur endlich viele Ahnlichkeitsklassen existieren, ist
Gleichung (3.17) trivialerweise erfiillt und die entstehende Gitterfamilie quasi-uniform.

3.4.3 Regulare Verfeinerung von Quadrilateralen

Die reguldre Verfeinerung eines Vierecks in vier dhnliche Vierecke ist in Abbildung 3.6 (a)
abgebildet. Jede Kante wird halbiert und im Schwerpunkt des Vierecks wird ein weiterer
Knoten eingefiihrt. Die Vierecke sind dann jeweils gegeben durch einen Knoten des ur-
spriinglichen Vierecks, die zwei Knoten, die auf Kanten dieses Knotens liegen, und dem
Knoten im Schwerpunkt.

Ein Wiirfel wird analog dazu in acht dhnliche Wiirfel unterteilt. Dabei werden aus den acht
Knoten des urspriinglichen Knotens insgesamt 27 Knoten im feineren Gitter.

reguldre
Unterteilung regulére
T;

Untertellung

or

(a)

Abbildung 3.6: (a) Reguldre Unterteilung eines Vierecks in vier kongruente Vierecke. (b) Re-
guldre Unterteilung eines Wiirfels in acht kongruente Wiirfel, dargestellt
als Explosionszeichnung.

3.4.4 Abschlussregeln

Wie in Abschnitt 2.3.1 beschrieben, wihlen wir einen Ansatz tiber die Knotenbasis und
mochten einen global stetigen Raum erhalten. Ohne spezielle Behandlung der hdangenden
Knoten wire diese Eigenschaft jedoch nicht erfiillt.

Kein Abschluss In diesem Fall gibt es hangende Knoten im Gitter. Diese werden aber
nicht als Freiheitsgrade aufgefasst, das heifst sie sind nicht in der Menge FG enthalten.
Der Wert einer Unbekannten, die zu einem hdngenden Knoten gehort, wird aus den
benachbarten Unbekannten durch eine passende Interpolation gewonnen: Fiir den zu
einem hingenden Knoten x; gehdrenden Koeffizienten a; muss

wj =) aippi(x;) (3.18)

ieEN
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gelten, wobei N := {i € N | i # j, ¢;(xj) # 0} die Indexmenge der Nachbarknoten x; ist,
deren Basisfunktion ¥; an der Stelle x; nicht verschwindet. In unserem Fall ist dies eine
lineare Interpolation der Werte der zwei benachbarten Knoten.

Konformer Abschluss Um einen sogenannten konformen Abschluss des Gitters zu errei-
chen werden hierbei in der Nachbarschaft des hangenden Knoten zusétzliche Abschluss-
elemente eingefiihrt, das heifst benachbarte Elemente werden unterteilt. Dadurch werden
alle hangenden Knoten eliminiert und es entsteht ein konformes Gitter. Auf diesem fiihrt
der Ansatz iiber die Knotenbasis wie in Gleichung (2.4) automatisch zu einer globalen
Stetigkeit.

Bei simplizialen Gittern kommt man dabei wieder mit Simplizes aus, wie in Abbil-
dung 3.7 (a) beispielhaft fiir ein Dreiecksgitter veranschaulicht.

Bei quadrilateralen Gittern muss man jedoch zusitzliche Referenzelemente zulassen: So
benétigt man Dreiecke fiir den zweidimensionalen Abschluss, im Dreidimensionalen
Tetraeder, Prismen und Pyramiden. Will man also ein quadrilaterales Gitter mit konformem
Abschluss, benotigt man ein Gitter mit gemischten Elementen. Fiir Viereckselemente ist

dies in Abbildung 3.7 (b) dargestellt.

Unterteilung & Abschlus A

Tin1

§

a

(a)

reguldre
Unterteilung & Abschluss

(b)

Abbildung 3.7: (a) Der Abschluss eines hangenden Knotens an einem Dreieck, ergibt zwei
neue Dreiecke, (b) an einem Viereck ergeben sich drei Dreiecke.

n

=

+1

Generell werden die fiir den Abschluss erzeugten Elemente markiert. Wird ein solches zur
Unterteilung ausgewdhlt, wird der Abschluss riickgangig gemacht und das Vaterelement
zur Verfeinerung ausgewdhlt. Aufgrund der unterschiedlichen Markierungen die dabei
verwendet werden, nennt man dieses Verfahren Rot-Griin Verfeinerung.
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Kapitel 4

Ergebnisse

In diesem Kapitel kommen wir zum praktischen Teil dieser Arbeit. Das Framework aus Ab-
schnitt 3.1 wurde in C++- mit Hilfe der Numerikbibliothek Dune umgesetzt'. Dabei wurden
verschiedene Implementierungen der Komponenten des Frameworks integriert, um einen
Vergleich der Konvergenzordnung unter verschiedenen Parametern zu ermdglichen.

In den Abschnitten 4.2 bis 4.5 untersuchen wir fiir vier elliptische Probleme das Verhalten
der linearen Finite-Element-Approximation unter Variation der folgenden Komponenten
(vergleiche Kapitel 3):

Fehlerindikatoren,
Verfeinerungsstrategie und deren Parameter «,

Gitterbibliothek, die zur Reprasentation der 7; verwendet wird. Diese legt folgende in
Abschnitt 3.4 beschriebenen Gittereigenschaften fest:

e Simpliziales oder quadrilaterales Gitter;
e Reguldre Unterteilung oder Bisektion;
e Konformer Abschluss oder hangende Knoten.

Die verwendeten Gitterbibliotheken und deren Eigenschaften beschreiben wir im folgenden
Abschnitt 4.1. Da manche Gitterbibliotheken nur globale Verfeinerung zulassen, hat diese
Wahl zum Teil auch Riickwirkung auf die zur Verfiigung stehenden Verfeinerungsstrategi-
en.

Es werden jedoch nicht alle Kombinationen besprochen, was aufgrund der riesigen Anzahl
den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde. Deshalb werden wir fiir jedes Problem einige
Kombinationen auswéahlen und vergleichend besprechen.

Die Betrachtung jedes Modellproblems ist in zwei Abschnitte aufgeteilt: Zundchst geben
wir die Definition des Problems und erldutern dessen Eigenschaften. Anschliefsend folgt
ein Abschnitt iiber die ermittelten numerischen Ergebnisse.

'Dune erlaubt durch generische Programmmierung in C++ die effiziente Benutzung diverser Gitterbibliothe-
ken, bietet aber dariiber hinausgehende Funktionalitit, beispielsweise zum Losen linearer Gleichungssyste-
me [Duno8].
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4 Ergebnisse

Die Konvergenzverldufe des Fehlers werden dabei tiber der Anzahl der Knoten im Gitter
aufgetragen, die im Wesentlichen den Aufwand zum Losen des diskretisierten Problems
bestimmt. Die Nummerierung der Abbildungen zu einem Problem bilden sich dabei im Ge-
gensatz zu den restlichen Abschnitten durch Anhéngen einer konsekutiven Nummerierung
an die Abschnittsnummer des Problems.

4.1 Klassifikation der verwendeten Gittermanager

Es wurden die Gitterbibliotheken Alberta, ALUSimplex, ALUCube, UG und Yasp implemen-
tiert. Folgende Tabelle fasst die fiir uns relevanten Eigenschaften der Gitter zusammen:

Gitterbibliothek ‘ Dimension Typ Verfeinerung  Konf. Abschluss
Alberta 2,3 Simplizial Bisektion Ja
ALUSimplex 2,3 Simplizial Regulér Nein
ALUCube 3 Quadrilateral Reguldr Nein
UG 2,3 Simpl. & Quadril. Reguldr Ja
Yasp n Quadrilateral Regulér (global) Entfillt

Alberta ist die einzige Gitterbibliothek, die eine Bisektion zur Unterteilung implementiert.
Bei den restlichen Gitterbibliotheken wird reguldr unterteilt. Deshalb erzeugt Alberta
kleinere Schritte bei gleicher Anzahl unterteilter Elemente.

ALUCube ist nur in drei Raumdimensionen verfiigbar. Sowohl ALUCube, als auch ALU-
Simplex haben im Gegensatz zu Alberta und UG keinen konformen Abschluss, sorgen aber
dafiir, dass es pro Kante maximal einen hingenden Knoten gibt.

UG ist die Gitterbibliothek mit grofstem Funktionsumfang und unterstiitzt sowohl simpli-
ziale als auch quadrilaterale Gitter. Falls UG mit einem quadrilateralen Gitter verwendet
wird schreiben wir UGCube, wobei durch den Abschluss ein Gitter mit gemischten Elemen-
ten entstehen kann. Falls UG ausschliefdlich mit simplizialen Elementen verwendet wird,
schreiben wir von nun an UG. Es ist jedoch zu betonen, das dies keine unterschiedlichen
Gitterbibliotheken bezeichnet.

Yasp ist ein sogenanntes strukturiertes Gitter und fiir beliebige Dimensionen n > 1 ein-
setzbar. Allerdings ist damit keine adaptive Verfeinerung des Gitters moglich, das heifst
es untersttitzt nur globale Verfeinerung, weshalb das Gitter automatisch konform ist und
ein Abschluss entfdllt. Aufserdem sind durch Yasp nur Hyperwiirfel in n Dimensionen
darstellbar.
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4.2 Modellproblem WELLEN

4.2 Modellproblem WELLEN

Das erste Modellproblem, das wir betrachten wollen, ist auf dem zweidimensionalen
Rechtecksgebiet Q) := (0,271)?> C R? gegeben durch:

—Au=gq in(),

u=0 auflp:=0d0. (4-1)

Dabei ist q: 3 — R so gewihlt, dass u(x,y) = sin(x) sin(y) die Bedingungen (4.1) erfiillt,
das heifit es gilt fiir alle (x, y) € Q)
q(x,y) = —du(x,y)
= — (9% (sin(x) sin(y)) + 8§(sin(x) sin(y)))

= —((—sin(x)) sin(y) + sin(x) (—sin(y))) = 2u(u,y)
= 2 sin(x) sin(y).

(4.2)

Die Losung u € C®(Q) zu diesem Problem ist in Abbildung 4.2.1 dargestellt. Aufgrund
der hohen Regularitdt der Losung ist zu erwarten, dass ein adaptives Verfahren keinen
oder zumindest keinen nennenswerten Vorteil gegeniiber globaler Verfeinerung bietet.
Diese Annahme wird sowohl durch das adaptiv verfeinerte Gitter in Abbildung 4.2.2 (b)
unterstiitzt, dass sich optisch kaum von einem entsprechend global verfeinerten Gitter
unterscheidet, als auch durch die Betrachtungen der Konvergenzgeschwindigkeiten im
néchsten Abschnitt.

Abbildung 4.2.1: Die Losung des Modellproblems WELLEN.
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Abbildung 4.2.2: Das Grobgitter 7y zu Modellproblem WELLEN (a), sowie ein mit Strategie 1,
« = 50% und ngg T adaptiv verfeinertes Gitter nach sechs Schritten (b).

Numerische Ergebnisse
Vergleich der Gitterbibliotheken

Zunichst wollen wir die Konvergenzgeschwindigkeit der Approximation bei Verwendung
der verschiedenen Gitterbibliotheken vergleichen. Wie Abbildung 4.2.3 zeigt, sind die
Unterschiede zwischen den Gitterbibliotheken sowohl bei globaler, als auch bei lokaler
Verfeinerung marginal. Die quadrilateralen Gitter von UGCube und Yasp sind ein wenig
besser als die simplizialen Gitter. Die folgenden Betrachtungen werden exemplarisch mit
der Gitterbibliothek UG durchgefiihrt.

Bewertung Energienormschétzer & Vergleich Verfeinerungsstrategien

An Abbildung 4.2.4 (oben) ist ersichtlich, dass der Energienormschétzer die Konvergenz-
ordnung sehr gut wiederspiegelt. Der Fehler wird sehr zuverldssig mit etwa dem Faktor
3, 8 tiberschitzt.

Wie der untere Teil der Abbildung zeigt, lohnt sich bei diesem Problem ein adaptives
Losungsverfahren nicht. Bei Verwendung der Indikatoren nach Zienkiewicz-Zhu ist eine
adaptive Strategie sogar echt schlechter als eine globale Verfeinerung. In den Abbildungen
ist eine Wahl fiir eine adaptive Strategie dargestellt, bei anderer Wahl der Komponenten ist
der prinzipielle Verlauf der Kurven jedoch gleich.

Dies lasst darauf schliefen, dass bei reguldren Problemen eine globale Verfeinerung eine
gute Wahl ist — was sich auch mit Aussagen der Regularitdtstheorie deckt. Vor allem sollte
man dann jedoch den Indikator nach Zienkiewicz-Zhu meiden.
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Abbildung 4.2.3: Vergleich von Gitterbibliotheken bei globaler Verfeinerung (oben) und

adaptiver Verfeinerung mit Strategie 1, « = 25% und Indikator #gg
(unten).
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34

adaptiver Verfeinerung mit Strategie 1, « = 25% und #gg r-Indikator
(oben). Vergleich globaler Verfeinerung und adaptiver Verfeinerung mit
Energienormindikator und Indikator nach Zienkiewicz-Zhu (unten).



4.3 Modellproblem EINSPRINGENDE ECKE

4.3 Modellproblem EINSPRINGENDE ECKE

Dieses zweidimensionale Problem ist durch die Gleichungen in Polarkoordinaten (r, ¢)

—AMZO mQ/

u=r*3sin(2/3¢) aufI'p:= a0 43)
auf dem L-férmigen Gebiet Q := (—1,1)2\ [0,1] x [~1,0] gegeben. Das Gebiet () ist in
Abbildung 4.3.2 mit einem Grobgitter und einem adaptiv verfeinerten Gitter nach neun
Schritten dargestellt.

Esist u(r,¢) = r2/3sin(2/3 ¢) die Losung dieses Problems wie in Abbildung 4.3.1 abgebil-
det. Aufgrund der einspringenden Ecke im Ursprung hat u eine Singularitat im Gradienten
bei x = y = 0, ist aber in allen Sobolevraumen H*((Q}) enthalten, fiir die s < 1+2/3
gilt [Hac86]. Wie das adaptiv verfeinerte Gitter zeigt, wird dies von dem Verfahren auch
gut erkannt, und es wird hauptsdchlich um den Ursprung herum verfeinert.

Abbildung 4.3.1: Die Losung des Modellproblems EINSPRINGENDE ECKE.

Numerische Ergebnisse
Vergleich der Gitterbibliotheken

Wie auch beim vorigen Problem, gibt es sowohl bei globaler als auch bei adaptiver Verfei-
nerung kaum Unterschiede zwischen den Gitterbibliotheken, und UGCube ist ein wenig
besser als die simplizialen Gitter, wie wir an Abbildung 4.3.3 sehen. Im Weiteren be-
schranken wir uns daher wieder auf UG, die folgenden Diagramme haben fiir andere
Gitterbibliotheken den gleichen prinzipiellen Verlauf.

35



4 Ergebnisse

() (b)

Abbildung 4.3.2: Das Grobgitter 7y zu Modellproblem EINSPRINGENDE EcCkE (a), sowie
ein adaptiv verfeinertes Gitter nach neun Schritten (b), berechnet mit
Strategie 3, « = 50% und #gg,T.

Bewertung Energienormschatzer

Abbildung 4.3.4 (oben) zeigt den Verlauf des Wertes des Energienormschétzers in Vergleich
zum analytischen Maf3 bei adaptiver Verfeinerung. Auch hier ist der Schitzer wie im
vorigen Modellproblem sehr zuverlassig, der Uberschitzungsfaktor betrdgt rund 3, 5.

Wie Abbildung 4.3.4 (unten) zeigt, ist der Schatzer auch als Indikator 7gg 7 sehr effizient:
Der analytische Indikator 77\ T erzielt keine bessere Konvergenz.

Einfluss des Parameters der Verfeinerungsstrategie

Wir untersuchen nun die Konvergenzordnung fiir den residualen Energienormindikator
neg,r und den Indikator 77z 1t nach Zienkiewicz-Zhu mit jeder Verfeinerungsstrategie bei
Variation des Parameters «.

Mit dem Energienormindikator hat die Wahl von « bei allen Strategien nahezu keinen
Einfluss auf die Konvergenzordnung, wie Abbildung 4.3.5 zu entnehmen ist. Bei der
Betrachtung des Gesamtaufwands ist der Parameter a jedoch so zu wihlen, dass er bei
voller Konvergenzordnung moglichst grof ist. Dadurch wird vermieden, dass sehr viele
kleine Probleme zu l6sen sind, was den Gesamtaufwand zum Erreichen einer gegebenen
Genauigkeit erhoht.

Mit dem Indikator nach Zienkiewicz-Zhu sollte man jedoch bei Strategie 2 den Wert
fir den Parameter a nicht zu hoch ansetzen: Wie Abbildung 4.3.6 zeigt, lauft es fiir
« = 90% auf eine globale Verfeinerung heraus. Fiir « = 80% beginnt sich die Kurve erst ab
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circa hunderttausend Knoten von der globalen Verfeinerung abzuheben und erreicht erst
dann eine deutlich hthere Konvergenzrate. Das lasst darauf schliefSen, dass der Indikator
nach Zienkiewicz-Zhu insbesondere bei grobem Gitter die Singularitdt des Gradienten
schlecht quantitativ erfasst; so unterscheiden sich im betrachteten Bereich so gut wie alle
Indikatorwerte um weniger als 10%.

Vergleich der Verfeinerungsstrategien

Abbildung 4.3.7 (oben) zeigt einen Vergleich der Verfeinerungsstrategien 1 bis 3 fiir den re-
sidualen Energienormindikator. Abbildung 4.3.7 (unten) zeigt das Gleiche fiir den Indikator
nach Zienkiewicz-Zhu. Dabei wurde fiir « jeweils ein geeigneter Wert gewihlt.

Daraus ist zu entnehmen, dass sich die Strategien bei geeigneter Wahl des Parameters a nur
wenig beziiglich der Konvergenzordnung unterscheiden. Allerdings tendieren Strategie 2
und Strategie 3 dazu, unnétig viele kleine Schritte zu erzeugen, was den Gesamtaufwand
erhoht.

AbschliefSend fiir dieses Modellproblem wollen wir nun noch globale und adaptive Ver-
feinerung vergleichen. Dazu greifen wir jeweils fiir den residualen Energienormindikator
und den Indikator nach Zienkiewicz-Zhu eine adaptive Strategie heraus, die sich in den
vorangegangenen Betrachtungen als effizient herausgestellt hat und vergleichen diese in
Abbildung 4.3.8 untereinander und mit einer globalen Verfeinerung.

Darin ist gut ersichtlich, dass ein adaptives Verfahren fiir dieses Problem sehr lohnenswert
ist. So hat das adaptive Verfahren mit #gg r-Indikator eine Konvergenzordnung von bei-
nahe 1,1 wohingegen die globale Verfeinerung nur eine Konvergenzordnung von etwa
0,66 erreicht — was sich auch gut mit der theoretischen Konvergenzordnung von 2/3
deckt [Hac86]. Bei Verwendung des Indikators nach Zienkiewicz-Zhu wird immerhin eine
Konvergenzordnung von circa 0,9 erreicht.
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Abbildung 4.3.3: Vergleich von Gitterbibliotheken bei globaler Verfeinerung (oben) und
adaptiver Verfeinerung mit Strategie 1, « = 25% und Indikator #7gg
(unten).
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Abbildung 4.3.4: Vergleich des Energienormschitzers mit dem analytischen Fehler bei
adaptiver Verfeinerung mit Strategie 1, « = 25% und #gg,r-Indikator
(oben). Vergleich des Energienormindikators #gg,r mit dem analytischen
nem 1-Indikator fiir Strategie 1 mit & = 25% (unten).
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Abbildung 4.3.5: Vergleich von Parameterwerten a mit Energienormindikator #gg 1 fiir
Strategie 1 (oben), fiir Strategie 2 (Mitte) und fiir Strategie 3 (unten).
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Abbildung 4.3.7: Vergleich der Strategien 1 bis 3 fiir den residualen Energienormindikator
(oben) und den Indikator nach Zienkiewicz-Zhu (unten).
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Abbildung 4.3.8: Vergleich adaptiver Verfeinerung mit globaler Verfeinerung
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4.4 Modellproblem GESCHLITZTER WURFEL

Dieses dreidimensionale Problem ist auf dem Wiirfel Q) := (—1/2,1/2)% in Zylinderkoordi-
naten (r, ¢, z) gegeben durch

—Au=gq in (),
u=r"2sin(1/2¢) h(z) aufI'p:=0Q\ Ty, (4-4)
—v-Vu =0 auf Iy ={(x,y,2) |ly=—-1/2und x < 0},

wobei die rechte Seite g so gewahlt wird, dass u(r, ¢, z) = r'/2sin(1/2¢) h(z) die Losung
des Problems ist. Die Funktion : R — R in z-Richtung wurde als quadratisches Polynom
so gewdhlt, dass h(—1/2) = h(1/2) = 1 — ¢ und h(0) = 1 gelten, das heifit in Monom-
darstellung gilt i(z) = —4ez? + 1. Fiir ¢ wurde der Wert 1/5 gewihlt, in Abschnitt 4.4.1
weisen wir jedoch auf eine Besonderheit bei der Wahl von € = 1 hin.

Durch Einsetzen der vorgegebenen Losung u in 4 = —Au erhalten wir fiir die rechte Seite
g = 8er'/?sin(1/2¢). (4-5)

Dabei wird ausgenutzt, dass k(r, ¢) = r'/?sin(1/2¢) Losung eines zweidimensionalen
Problems mit Schlitz ist, fiir das —Ak = 0 mit dem zweidimensionalen Laplaceoperator
gilt [Baso8]. Durch die homogenen Neumannrandbedingungen ist dieses Problem dquiva-
lent zu einem an der Ebene y = —1/2 gespiegelten Dirichletproblem mit einem Schlitz, der
durch I'y wie oben gegeben ist.

Die Losung u hat auf der Kante {(0, —1/2,z) | —1/2 < z < 1/2} eine Singularitit im
Gradienten Vu. In Abbildung 4.4.1 (a) sind einige Isoflichen von u dargestellt. Wie das
adaptiv verfeinerte Gitter in Teil (c) zeigt, wird um diese Kante auch stiarker verfeinert als
im Rest des Gebiets. Der Neumannrand ist in der Abbildung die linke Halfte der vorderen
Seitenfldche des Gebiets.

Numerische Ergebnisse
Vergleich der Gitterbibliotheken

Auch im Dreidimensionalen bestétigt sich, dass es kaum einen Unterschied zwischen den
Gitterbibliotheken gibt, wie Abbildung 4.4.2 zeigt. Dass die Kurve von UGCube zu Beginn
ein wenig flacher verlduft als die von ALUCube konnte an den Abschlusselementen liegen,
die im Vergleich zum Wiirfel schlechtere numerische Eigenschaften haben.

Die folgenden Analysen wurden mit Hilfe von UG durchgefiihrt sind jedoch prinzipiell
auch fiir die anderen Gitterbibliotheken giiltig.
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4.4 Modellproblem GESCHLITZTER WURFEL

(@ (c)

Abbildung 4.4.1: Einige Isoflichen der numerischen Losung des Problems GESCHLITZTER
WURFEL (a). Das Grobgitter 7y zu Modellproblem GESCHLITZTER WUR-
FEL (b), sowie ein adaptiv verfeinertes Gitter nach fiinf Iterationen (c),
berechnet mit Strategie 3, « = 50% und #gg, 1.

Bewertung Energienormschatzer

Wie in den vorangegangenen Modellproblemen, stellt sich der Energienormschétzer laut
Abbildung 4.4.3 auch fiir das Problem GescHLITZTER WURFEL als sehr zuverldssig sowohl
zur Messung, als auch zur Indikation des Fehlers heraus. Der Uberschatzungsfaktor betragt
circa 3,75.

Einfluss des Parameters der Verfeinerungsstrategie

Fiir den Energienormindikator sehen wir an Abbildung 4.4.4, dass die Wahl von « bei den
Strategien 2 und 3 wenig Einfluss auf die Konvergenzgeschwindigkeit hat. Da bei diesen
Strategien die Indikatorwerte quantitativ einflieflen, ldsst dies darauf schliefsen, dass der
Energienormindikator #gg,r den Fehler auch quantitativ gut erfasst.

Bei Strategie 1 konvergiert das adaptive Verfahren jedoch deutlich langsamer, wenn man
einen zu grofien Anteil an Elementen zur Unterteilung auswéhlt. Auflerdem hat Strategie 1
anfanglich mehr Probleme als die beiden anderen Strategien, das Gitter an die Lokalit&t
der Irregularitdt anzupassen.

Fiir den Indikator nach Zienkiewicz-Zhu ist im Gegensatz dazu in Abbildung 4.4.5, vor
allem an Strategie 2 ersichtlich, dass dieser Indikator den Fehler nicht sonderlich gut
quantitativ fassen kann. An Strategie 1 sehen wir, dass es dem Indikator aber immerhin
gelingt, den Fehler qualitativ besser anzuzeigen als bei globaler Verfeinerung.
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4 Ergebnisse

Vergleich der Verfeinerungsstrategien

Abbildung 4.4.6 zeigt einen Vergleich unter den Strategien, jeweils mit geeignet gewdhltem
«. Flir den Energienormschétzer wird bei Strategie 1 am Anfang zu viel verfeinert, sodass
sie gegen die Strategien 2 und 3 ein wenig abféllt, dann aber dennoch die volle Konvergenz-
geschwindigkeit erreicht. Strategie 2 und Strategie 3 sind fiir dieses Problem geeigneter
und unterscheiden sich fiir diesen Indikator kaum — vorausgesetzt, der Parameter « wurde
richtig gewahlt.

Fiir den Indikator nach Zienkiewicz-Zhu ist die Wahl von a sehr heikel — speziell bei
Strategie 2, sodass diese Strategie fiir diesen Indikator nicht zu empfehlen ist. Die anderen
Strategien unterscheiden sich bei passender Wahl von a dagegen kaum, Strategie 1 scheint
mit diesem Indikator jedoch robuster gegeniiber der Wahl von & zu sein.

Zuletzt vergleichen wir wieder globale und adaptive Verfeinerung. In Abbildung 4.4.7
ist der Konvergenzverlauf fiir eine globale Verfeinerung und eine ausgewdhlte adaptive
Verfeinerung dargestellt, jeweils mit Energienormindikator und Indikator nach Zienkiewicz-
Zhu.

Auch hier zeigt sich, dass sich ein adaptives Verfahren lohnt, egal welcher Indikator
verwendet wird. Der Mehraufwand fiir den etwas aufwendigeren Energienormindikator
lohnt sich jedoch bei diesem Problem; vor allem ist dafiir die Wahl der Strategie und von «
deutlich einfacher.

4.4.1 GESCHLITZTER WURFEL mite =1

Schliefllich wollen wir noch auf eine Kuriositdt hinweisen, die bei der Untersuchung
des Problems GEsCHLITZTER WURFEL mit dem Parameterwert ¢ = 1 fiir die Funktion h
aufgetreten ist: Wie Abbildung 4.4.8 zeigt, ist dann eine adaptive Verfeinerung lange Zeit
schlechter als eine globale Verfeinerung. Erst bei circa hunderttausend Knoten wird die
selbe Fehlerreduktion wie bei globaler Verfeinerung erreicht. Die Abbildung zeigt dies
am Beispiel von ALUSimplex unter Verwendung von Strategie 1 mit & = 20% und dem
residualen Energienormindikator #gg 1. Fiir andere Kombinationen aus Gitterbibliotheken,
Strategien und Parameterwerten fiir & ergeben sich jedoch d@hnliche Konvergenzverlaufe.

Dies konnte an den Abschlusselementen liegen, die fiir ¢ = 1 stdrker ins Gewicht fallen und
schlechtere numerische Eigenschaften haben. Dies konnte daran liegen, dass h hierfiir die
Singularitdt des Gradienten zum Rand hin stdrker ,ausblendet” und die Adaptionsstrategie
deshalb langer braucht, um das Gitter an die Singularitdt des Gradienten anzupassen.
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4.4 Modellproblem GESCHLITZTER WURFEL

Energienormfehler

Energienormfehler

analytisch (7gm)

analytisch (7gm)

UG

Alberta
ALUSimplex
UGCube
ALUCube

1e+07

0.1 t e
0.01 L —t L
1000 10000 100000 1e+06
Anzahl Knoten
1 - — — —
UG
Alberta
ALUSimplex
UGCube
ALUCube
0.1 i
= -
0.01 F - .
0.001 L 1 I
1000 10000 100000 1e+06

Anzahl Knoten

1e+07

Abbildung 4.4.2: Vergleich von Gitterbibliotheken bei globaler Verfeinerung (oben) und
adaptiver Verfeinerung mit Strategie 1 und Indikator #gg,r (unten).
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Energienormfehler
analytisch (7gm, griin), Schatzer (y7gg, rot)

Energienormfehler
analytisch (7gm)

0.1

0.01

T T T T T T T T T T T T T
Energienormschétzer, 7gg —
Energienormfehler, #py

1000

10000 100000 1€+06 1€+07
Anzahl Knoten

0.1

0.01

Globale Verféinerung ——
Indikator: #gg7 ———
Indikator: #gm T

1000

10000 100000 1e406 1e+07
Anzahl Knoten

Abbildung 4.4.3: Vergleich des Energienormschitzers mit dem analytischen Fehler bei
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adaptiver Verfeinerung mit Strategie 1, « = 20% und #gg r-Indikator
(oben). Vergleich des Energienormindikators #gg,r mit dem analytischen
nem,1-Indikator fiir Strategie 1 mit & = 20% (unten).
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‘Strategie 1(ae= 100"/0), WEET —+—
Strategie 1 (« = 20%), #/gg,T
Globale Verfeinerung ——=—

Energienormfehler
analytisch (17em)

0.1 | |
0.01 : : :
1000 10000 100000 1e+06 1e+07
Anzahl Knoten
1 T - T
Strategie 2 (x = 80%), ygg,r ——
Strategie 2 (« = 90%), 7gg, T
Globale Verfeinerung ——=—
o
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Anzahl Knoten
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Abbildung 4.4.4: Vergleich von Parameterwerten a mit Energiennormindikator #gg r fiir
Strategie 1 (oben), fiir Strategie 2 (Mitte) und fiir Strategie 3 (unten).
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Strategie 1 (x = 10%), 1zz T —+—

Strategie 1 (« = 20%), n1zz,T

Zum Vergleich: Strategie 1 (x = 10%), gg,r ——=—
Globale Verfeinerung

Energienormfehler
analytisch (17gm)

0.1 | J
=
0.01 ! ‘ .
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Anzahl Knoten
1

Strategie 2 (« = 80%), 12z ——
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Abbildung 4.4.5: Vergleich von Parameterwerten a mit Indikator 17z nach Zienkiewicz-
Zhu fiir Strategie 1 (oben), fiir Strategie 2 (Mitte) und fiir Strategie 3
(unten).
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IStrategie 1 (a = 10%, WEET)
Strategie 2 (« = 80%, 7gE,T)
Strategie 3 (« = 50%, #gg,T) —* —

Energienormfehler
analytisch (7gm)
o
-

0.01 e e ] e
1000 10000 100000 1e+06 1e+07

Anzahl Knoten

Strategie 1 (« = 10%, jzz 1) ——
Strategie 2 (x = 80%, 11zz,T)
Strategie 3 (« = 20%, 11zz,7) —*—
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Abbildung 4.4.6: Vergleich der Strategien 1 bis 3 fiir den residualen Energienormindikator
(oben) und den Indikator nach Zienkiewicz-Zhu (unten).
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'IStrate'giell '(oclz"ll()";/o), 17E1';/T R
Strategie 3 (& = 50%), 17zz,T
Globale Verfeinerung —+—

Energienormfehler
analytisch (7gm)
o
Juny

0.01 : : :
1000 10000 100000 1e+06 1e+0y

Anzahl Knoten

Abbildung 4.4.7: Vergleich adaptiver Verfeinerung mit globaler Verfeinerung.
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ALUSIimpléx, Str'ate'gile 1 (;x = 20'%),' ;%EE,T' —
Globale Verfeinerung

Energienormfehler
analytisch (7gm)
o
[}

/

//

O-OI 1 1 1 1
100 1000 10000 100000 1e+06 1e+07

Anzahl Knoten

Abbildung 4.4.8: Vergleich adaptiver Verfeinerung mit globaler Verfeinerung fiir GEscHLITZ-
TER WURFEL mit Parameter ¢ = 1.
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4.5 Modellproblem SCHACHBRETT

Als letztes Modellproblem wollen wir folgendes Problem betrachten, dessen Besonderheit
nicht in der rechten Seite oder der Gebietsform von () liegt, sondern in der Matrix K:
~V-(KVu)=2 inQ:=(0,1)%

6
W=0 auflp:=a0. (4.6)

Dabei ist die Matrix K als eine 4 x 4-Schachbrettstruktur definiert, das heifst fiir einen Punkt
(x, y) € Q gilt

1 falls4(x+y)mod2 < 1,

€ sonst,

—_

wobei ¢ < 1 gewdhlt wird. In diesem Abschnitt wurde € = 1072 gesetzt.

Fiir dieses Problem ist keine analytische Losung bekannt, in Abbildung 4.5.1 ist jedoch eine
numerisch berechnete Approximation abgebildet. An den Stellen der inneren Spriinge von
K hat der Fluss KVu zum Teil eine sehr starke Singularitit, die sich tiber ¢ kontrollieren
lasst, denn zu jedem ¢ > 0 existiert ein 6 > 0, sodass u € H'™(Q) ist und auBerdem gilt
0 — 0 fiir ¢ — 0. Wie man an dem adaptiv verfeinerten Gitter in Abbildung 4.5.2 (b) sehen
kann, wird dies von dem adaptiven Verfahren aber sehr gut erkannt und es wird beinahe
nur an diesen Stellen verfeinert — vorausgesetzt, die Parameter der adaptiven Strategie
werden richtig gewdhlt.

In Abbildung 4.5.3 ist der Konvergenzverlauf verschiedener Strategien abgebildet. Da fiir
dieses Problem keine analytische Losung bekannt ist, wird darin der Fehlerwert des Ener-
gienormschétzers aufgetragen. Wie an den vorangegangenen Modellproblemen deutlich
wird, sollte dieser den Fehler in Energienorm jedoch bis auf einen konstanten Faktor sehr
gut erfassen. Es ist gut ersichtlich, dass eine globale Verfeinerung bei diesem Problem eine
duflerst schlechte Wahl ist. Wir sehen aber auch, dass bei schlecht gewéhlter adaptiver
Verfeinerung sehr viel gegeniiber einer guten adaptiven Strategie zu verlieren ist. Die
Berechnungen wurden mit der Gitterbibliothek UGCube durchgefiihrt.

Abbildung 4.5.1: Die numerische Losung zu Modellproblem SCHACHBRETT.
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4.5 Modellproblem SCHACHBRETT

&

(a)

&

(b)

Abbildung 4.5.2: Das Grobgitter 7y zu Modellproblem SCHACHBRETT (a), sowie ein adaptiv
verfeinertes Gitter nach 28 Iterationen (b), berechnet mit Strategie 3, x =

Energienormfehler

Schatzer (gg)

25% und 1EE,T-

Globale Verfeinerung ————
Strategie 1 (x = 10%), 7gg,r — = —
Strategie 1 (« = 1%), 7gg,r —*—
Strategie 2 (x = 50%), 7gg,r
Strategie 1 (x = 1%), 17zz T
Strategie 2 (¢ = 50%), 17zz T

—

E—

0.1
10000
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Abbildung 4.5.3: Vergleich globaler Verfeinerung und diverser adaptiver Strategien.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein numerisches Verfahren zur Losung elliptischer parti-
eller Differentialgleichungen implementiert und der Verlauf des Fehlers bei Verwendung
unterschiedlicher Adaptionsstrategien zur Gitterverfeinerung anhand einiger Modellpro-
bleme untereinander verglichen.

Wir haben uns dabei auf den Fehler in der Energienorm beschrankt und einen residualen
Schitzer kennengelernt, der sich im Vergleich mit dem tatsdchlichen Energienormfehler an
den betrachteten Modellproblemen als sehr zuverldssig herausgestellt hat.

Des Weiteren haben wir zwei verschiedene Fehlerindikatoren untersucht: Den residualen
Energienormindikator, der sich auf natiirliche Weise aus dem Energienormschétzer ergeben
hat und einen heuristisch motivierten Indikator nach Zienkiewicz-Zhu, der sich jedoch
durchweg als deutlich unzuverldssiger als der Energienormindikator herausgestellt hat.
Insbesondere scheint er fiir sehr reguldr Probleme unbrauchbar, da hierfiir die Konvergenz
fiir ein adaptives Verfahren mit Indikator nach Zienkiewicz-Zhu zum Teil sogar schlechter
ist als bei globaler Verfeinerung — wobei bei derlei Problemen auch kein Vorteil durch ein
adaptives Verfahren zu erwarten ist. Allerdings ist dieser Indikator relativ einfach zu imple-
mentieren und bei singuldren Problemen ist er bei geeignet gewéhlten Rahmenbedingungen
eventuell hinreichend effizient.

Dartiber hinaus wurden drei Verfeinerungsstrategien untersucht, die auf Basis des berech-
neten Fehlerindikators eine Menge von Elementen zur Unterteilung auswihlt. Hier lasst
sich keine eindeutige Aussage treffen, welche Strategie am besten ist. Es hat sich jedoch
gezeigt, dass es bei Verwendung des Indikators nach Zienkiewicz-Zhu nicht ratsam ist, eine
der beiden Strategien 2 oder 3 zu verwenden, bei denen die Indikatorwerte quantitativ in
die Auswahl eingehen. Die Wahl des Parameters « der Strategie muss allerdings fiir jedes
Problem speziell angepasst werden. Vor allem bei , stark singuldren” dreidimensionalen
Problemen scheinen jedoch die Strategien 2 und 3, jeweils mit dem resdiualen Energie-
normindikator eine gute Wahl zu sein; es ist aber darauf zu achten, dass nicht durch eine
zu kleine Wahl des Verfeinerungsparameters zu viele Schritte gemacht werden.

Schliefllich wurde noch der Einfluss der Gitterbibliothek untersucht, die zur Reprasentation
des Gitters verwendet wird. Diese legt insbesondere den Elementtyp und die Art der
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Unterteilung fest. Hier haben wir festgestellt, dass es nahezu keinen Unterschied macht,
welche Gitterbibliothek benutzt wird. Einzig die quadrilateralen Gitter waren um einen
kleinen konstanten Faktor besser, sind jedoch in numerischen Verfahren auch aufwendiger -
zum Beispiel ist eine numerische Quadratur auf einem Viereck zeitaufwendiger als auf
einem Dreieck.

Es ist jedoch zu betonen, dass die getroffenen Aussagen eigentlich nur fiir die untersuchten
Probleme giiltig sind. Es besteht aber die begriindete Hoffnung, dass sich diese zumindest
teilweise auf andere Probleme dhnlicher Art tibertragen lassen.

Ausblick

Raum fiir Erweiterung gibt es bei dieser Arbeit nahezu beliebig. Zum Einen wire es
natiirlich wiinschenswert, die Betrachtungen auf mehr Probleme zu erweitern, um so eine
breitere Basis fiir Entscheidungen zu einem konkreten Problem an die Hand zu geben.
Auch andere sinnvolle Verfeinerungsstrategien sind durchaus denkbar.

Auflerdem haben wir in dieser Arbeit nur den Fehler in Energienorm betrachtet. Es
ist naheliegend andere Zielmafle zu betrachten, zum Beispiel den L?-Fehler oder ganz
allgemein ein beliebiges lineares Fehlerfunktional.

Damit zusammenhdngend konnte man duale oder implizite Schédtzer implementieren
und fiir verschiedene Zielmafie miteinander vergleichen. Speziell die dualen Schéatzer
konnten durch Berechnung und Auswertung des dualen Problems die Implementierung von
Schitzern und Indikatoren zu beliebigen linearen Fehlerfunktionalen erlauben. Implizite
Schétzer konnten tiber die Losungen kleiner, lokaler Probleme eventuell dazu beitragen,
den Uberschitzungsfaktor zu verringern.

Weiterhin konnte man noch andere Typen als elliptische partielle Differentialgleichungen in-
tegrieren und beispielsweise fiir parabolische und hyperbolische Probleme eine gekoppelte
Raum- und Zeitadaptivitdt untersuchen. Hierfiir wiirden sich wieder duale Schitzer anbie-
ten, da diese insbesondere auch im zeitabhidngigen Fall, etwa bei konvektiven Stromungen,
die Fehlerquelle zu einem gemessenen Fehler zuverldssig lokalisieren konnen.

Schliefilich wire eine Untersuchung des Gesamtaufwandes an Speicher und Zeit bei ge-
gebenem Ziel wiinschenswert. Diese Arbeit hatte zum Ziel qualitative Aussagen tiber
die Konvergenz der Verfahren zu machen. Dazu wurde als Basis die Anzahl der Knoten
verwendet, fiir eine aussagekriftige Zeitmessung ware eine Optimierung der vorliegenden
Implementierung unerldsslich. Im Zuge dieser Optimierung wére auch eine Parallelisierung
des Programmes denkbar, um insbesondere Aussagen tiiber die Leistung der Gitterbiblio-
theken fiir den parallelen Fall treffen zu kdnnen.
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Anhang A

Gitter

Unter einem allgemeinen Gitter T zu einem Gebiet ) C R verstehen wir eine endliche
Partition

7 :={T;|1<i<N,T, offen} mit N < oo, (A.1)

a- U T, (A2)
1<i<N

i#j = TiNT, =0 (A.3)

von Q). Wir nennen die T; C R? Elemente des Gitters 7.

Wir wollen dieses sehr allgemeine Konzept eines Gitters ein wenig einschranken und
verfolgen einen Ansatz, der in der Gitterbibliothek Dune Verwendung findet, die fiir die
Realisierung des praktischen Teils in Kapitel 4 verwendet wurde.

Wir nehmen an, dass eine — iiber alle Verfeinerungsschritte! feste — endliche Menge 7 ™f
sogenannter Referenzelemente T™' € T bekannt ist mit T™f C R¥. Als Referenzelemente
lassen wir d-dimensionale Korper zu, die sich als innerer Kern eines beliebigen konvexen
Polytops darstellen lassen. Ein konvexes Polytop ist dabei eine Teilmenge des R¥, die sich
als konvexe Hiille einer endlichen Menge von Punkten darstellen ldsst, oder, 4quivalent
dazu, eine beschrinkte Teilmenge des R4, die sich als Schnitt einer endlichen Anzahl
abgeschlossener Halbraume schreiben lédsst. Insbesondere sind die Referenzelemente also
offen.

Sei K = {&1, ..., {n} die Menge der definierenden Eckpunkte des konvexen Polytops,
das heifit es gilt conv({y, ..., &) = Tref, Wir definieren induktiv Entititen eines Elements.
Zunichst ist das Element selbst eine Kodimension-0-Entitit von T und es gibt keine
weiteren Entitdten dieser Kodimension. Fiir 0 < ¢ < d ist eine (d — c)-dimensionale Menge
M mit M = conv K’ fiir ein K’ C K, die auf der Berandung einer Kodimension-(c + 1)-
Entitdt des Referenzelements liegt, ein Kodimension-c-Entitit von T™f, Eine Kodimension-1-
Entitédt heiflt auch Facette, eine Kodimension-(d — 1)-Entitdt Kante und eine Kodimension-d-
Entitdt Knoten des Referenzelements.

'Zu Gitterverfeinerung siehe Abschnitt 3.4 {iber Unterteilungsverfahren.
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A Gitter

Ein Gitter oder eine Triangulierung ist eine Partitionierung (A.1) von (), sodass die Elemente
T; durch Instanzen der Referenzelemente festliegen. Eine Instanz (T?ef, m;) ist dabei durch
ein Referenzelement T?f € 7'f und eine invertierbare Transformation m;: T — Q defi-
niert. Die Transformation m; bestimmt, wie das Referenzelement in das Gebiet () eingebettet
ist. Das Element T; := m;(T'f) ist dann durch das Bild des Referenzelementes T™f unter
der Transformation m; gegeben. Zusammenfassend ist ein Gitter 7 also eine Menge, die
Gleichung (A.1) erfiillt und fiir die gilt

Q= |J m(Te), (A.g)
1<i<N
i#j = m(TE) my(TF) = 9. (A.5)

Falls die Menge der Referenzelemente 7™ ausschlieflich aus einem Simplex? besteht, dann
heif}t das zugehorige Gitter 7 simplizial. Besteht 7 ausschlieflich aus einem Hyperwiirfel3,
so heifst das Gitter quadrilateral. Enthalt Tef verschiedene Elemente, beispielsweise Wiirfel,
Pyramiden, Prismen und Tetraeder, dann ist 7 ein Gitter mit gemischten Elementen.

0,1) (01 (1,1

/ ref ref
T™ T%
moy e
, (1,0)

\
0
) \

(0,1)

ref
&
T~. My
.0) | ,

(
©

(b)

Abbildung A.1: (a) Ein simpliziales Gitter zu einem zweidimensionalen Gebiet. (b) Ein Git-
ter mit gemischten Elementen zu dem selben Gebiet. Die Transformationen
der Referenzelements T beziehungsweise T auf die Elemente T und
T sind jeweils exemplarisch durch gestrichelte Pfeile dargestellt.

Eine Kodimension-c-Entitdt des Elements T; ist eine Menge, die sich als Bild einer
Kodimension-c-Entitidt des Referenzelements T?f unter der Transformation m; darstel-
len lisst. Die Definitionen von Knoten, Facetten und Kanten fiir Referenzelemente iiber-
tragen sich entsprechend. Die Menge aller Knoten eines Elementes T € 7 bezeich-
nen wir mit knoten(T), die Menge aller Knoten des Gitters 7 bezeichnen wir mit
knoten(7) := Urer knoten(T).

Ein Gitter heifit konform, falls ftir T;, T; € 7 der Schnitt S := T.N T] entweder leer oder eine
Kodimension-c-Entitdt von T; und T; ist, siehe Abbildung A.2 (a).

2Fiir d = 2 ist ein Simplex ein Dreieck, fiir d = 3 ein Tetraeder.
3Fiir d = 2 ist ein Hyperwiirfel ein Quadrat, fiir d = 3 ein normaler Wiirfel.
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Dieses Konzept erweitern wir, indem wir maximal einen sogenannten hingenden Knoten pro
Facette zulassen, wie in Abbildung A.2 (b) illustriert. Wir definieren die Menge der Frei-
heitsgrade FG als die Menge aller nicht hangenden Knoten, die nicht auf dem Dirichletrand
liegen. FG hangt also vom Problem ab und ist somit keine rein gitterspezifische Menge.

(a) (b)

Abbildung A.2: (a) Ein konformes, simpliziales Gitter zu einem zweidimensionalen Ge-
biet Q). (b) Ein Gitter, das aufgrund des hdngenden Knotens x nicht kon-
form, aber trotzdem zuldssig ist.

T

Abbildung A.3: Ein Beispiel fiir ein nicht zuldssiges Gitter. Pro Kante ist maximal ein
hiangender Knoten zulédssig. Aufierdem ist das Liniensegment -y eine Kante
von T, jedoch nicht von T.

Eine wichtige Kenngrofle fiir ein Gitter 7 ist der Diskretisierungsparameter oder auch die
Gitterweite h, der durch

h := sup diam(T) (A.6)
TeT

definiert ist. Dabei ist
diam(T) := inf{6 € R | T C Bs(x) fiir ein x € R%} (A7)

der Durchmesser von T € T und B.(x) == {z € R? | ||x —z|| < €} die offene Kugel mit
Radius € um x. Aulerdem schreiben wir 7;, um anzudeuten, dass der zu 7 gehorende
Diskretisierungsparameter / ist.
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Anhang B

Notationen

Menge der reellen Zahlen.

Menge der nattirlichen Zahlen einschlief3lich 0.
Abschluss der Menge X C R

Partielle Ableitung nach x von u.
Gradient von u.

Laplaceoperator angewandt auf u.
Euklidisches Skalarprodukt fiir x,y € R.
Infimum der Menge D C R.

Supremum der Menge D C R.

Offene Kugel in RY mit Radius € um x.
Multiindex, y € N4,

Fiir 4 Multiindex, x* == [T%_; x!"".

Offenes und zusammenhédngendes Raumgebiet.
Abschluss des Gebiets ().

Dimension des Raumgebiets ().

Der Rand des Raumgebiets ().

Neumann-Teil des Randes dQ).

Dirichlet-Teil des Randes 0().

Gleichmaflig elliptischer Differentialopertator in Gleichung (2.1).
Gesuchte Losung zu einer Differentialgleichung.
Numerische Losung in Iteration k.

Fehler der numerischen Losung in Iteration k.
Fluss der Funktion u.

Sprung des Flusses iiber die Elementberandungen.
Quellterm im Gebiet (), rechte Seite.

Vorgabe auf dem Dirichletrand I'p.

Vorgabe auf dem Neumannrand I'y.
Diffusionsmatrix der elliptischen Gleichung.
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B Notationen

FG

HEE,T
1EE
EM,T
EM
Nzz,T
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Elliptizitatskonstante und Stetigkeitskonstante von K.

Raum der klassischen Losungen zu Gleichung (2.1).

Raum der schwachen Losungen in Gleichung (2.3).

Raum der Testfunktionen in Gleichung (2.3).

Finite-Element-Raum fiir ein Gitter 7.

Teilraum von S, der auf den Dirichletknoten mit der Vorgabe g iibereinstimmt.
Teilraum von S, der auf den Dirichletknoten 0 ist.

Finite-Element-Raum fiir ein Gitter 7},.

Raum der auf () quadratintegrierbaren Funktionen.

Skalarprodukt von L?(Q)).

Durch (e, )g induzierte Norm von L?(Q).

Raum der Funktionen mit schwachen Ableitungen bis zur Ordnung s € R.
Skalarprodukt von H*(Q)).

Durch (e, ®); induzierte Norm von H*(Q).

Seminorm von H*(Q)).

Energienorm zu Gleichung (2.3).

Restriktionsoperator, Restriktion einer Funktion auf D.

Spuroperator, Spur einer Funktion auf dem Dirichletrand I'p.

Gitter zu Q).

Gitter zu () mit Diskretisierungsparameter h.

Gitter zu ) in der k-ten Iteration.

Familie von Gittern, 7 = {7y, 71, ..., T, ...}.

Ein Element T € 7.

Rand eines Elementes T € 7.

Diskretisierungsparameter zu einem Gitter, & = sup_, diam(T).
Abkiirzung fiir diam(T).

Durchmesser von T € 7.

Stetige Fortsetzung von f auf die Berandung von T.

Matrix A € R"*" des linearen Gleichungssystems nach der Diskretisierung.
Rechte Seite b € R" des linearen Gleichungssystems nach der Diskretisierung.
Anzahl der Freiheitsgrade zu einem Gitter 7, n = |[FG|.

Menge der Freiheitsgrade.

Residualer Energienormindikator beziehungsweise dessen Wert auf T.
Residualer Energienormschitzer.

Analytischer Energienormindikator beziehungsweise dessen Wert auf T.
Analytisches Energienormfehler.

Fehlerindikator nach Zienkiewicz-Zhu beziehungsweise dessen Wert auf T.
Parameter der Verfeinerungsstrategien im Intervall [0, 1].
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