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Die Grundvorlesung Informatik bleibt in diesem Jahr noclaskisch"
ausgerichtet. Sie betont die sequenzielle Herangehessweaid stellt
Vorgehensweisen zum Problemlésen, die Begriffe Algoritenund
Datenstruktur sowie deren Darstellung, Ausfihrung, Véwng und
Eigenschaften in den Mittelpunkt.

Die Erfahrung hat gezeigt, dass in der Vorlesung das "harkdiciee"
Programmieren flr die meisten Teilnehmer(innen) den Liéoite
wesentlicl bestimm. Dahe starte die Vorlesun¢ mit einel Einfihrunc
In eine Programmiersprache (hier: Ada), wobel bis zum Eredectisten
Semesters etwas mehr als der sadgASCAL-Kern" vermittelt wird.
Dadurch konnen die meisten Konzepte an konkreten Aufgaben
nachvollzogen und L6sungen mit dem Rechner verifizieroear
Grol3er Wert wird auf die Abstraktionsfahigkeit und Forrei@rungen,
auf "Modelle im Kopf" sowie auf die Kenntnis vieler Beismegelegt,
an denen sich die Ideen und Konzepte konkretisieren.

Der in dieser Ausarbeitung vorliegende Stoff wird zu etw&o/@ den
112 Vorlesungsstunden des Studienjahrs 2008/2009 behaBadevird
auf rund 2200 Folien dargestellt, die Innen den EinstiegenVidissen-
schaft Informatik vermitteln sollen.
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0.0 Vorbemerkungen
In 9 Monatenund heute ist der 13.10.2008)erden Sie

- mehr Uber Programmierung und Datenstrukturen,

- mehr Uber mathematische und theoretische Grundlagen,
- mehr tUber den Aufbau von Rechnern wissen;

- gelernt haben, sich selbst besser einzuschatzen;

- eigene Schwachen/Starken genauer ker

Es gibtfachliches Wissen und Kdénne

7
und es gibt d

Das bringen : _ __
wir Ihnen bei. Diese mussen Sie uber

wiegend selbst entwickelmn,

aber wir férdern dies.
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Hierzu gehoren:

ArbeitsorganisationEigener Arbeitsstil, Disziplin, die Zeit
genau einteilen kénnen, Verlasslichkeit, Planung und Vor-
bereitung, Zusammenarbeit, Arbeit strukturieren, ...
LernumgebungZeit reservieren, sich tiberwachen und
testen, kooperatives Lernen, selbst lernen kénnen, eine
angemessene Atmosphare zum Lernen herstellen und
moglichst mit allen Sinnen lernen, ...
Persdnlichkeitsmerkmal@usdrucksfahigkeit, Zuhdren
konnen, Bewerten kdnnen, Fremdsprache, konsequent sein,
in die Breite und Tiefe denken, Durchhalten kénnen,
Verantwortung tbernehmen, ...

Prioritaten setzenWichtiges im Studium identifizieren,

Ziele festlegen, Mitstudierende suchen, sich mit ihnen
austauschen und Lerngruppen bilden, eigene Motivation
erzeugen, Studium als Personlichkeitsbildung begreifen, ...

200¢
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Wir sprechen es sofort awiele scheitern in ihrem Studium,
nicht nur in der Informatik. Zu den Griinden gehéren

- Falsche Vorstellungen von den Inhalten des Stusijium
- nur Interesse an der heutigen Berufspraxis,

- Faulheit oder kein innerer Antrieb,

- Unorganisiertheit beim Arbeiten und Lernen.

Organisieren Sie deshalb Ihr StuditStudium ist namlich ei
"Beruf", in dem Sie sich an lhre Arbeitszeiten genau #emand
Leistungen erbringen missen wie in jedem andereuf Béber-
wachen Sie sich daher und vermeiden Sie Ignoraertaen des
Lernens auf spatere Termine, falsche Prioritatensgt usw.

Nach unserer Erfahrung scheitern die meisten michEach,
sondern an der Unféahigkeit, sich schnell und konsatieinen
eigenen Lernstil und eine eigene Arbeitsumgebungchaffen.

0.1 Zum Lernen

Wie lernen Sie?
Kennen Sie lhre "optimale" Lernmethode?

Ist je nach Stoff eine andere Methode sinnvoll? Zum Beispiel:
Vokabeln: pauken
Bedienung einer Maschine: im Dialog mit Lehrpersc
Mathematikaufgaben: alleine I6sen durch Nachdenken
Umweltprobleme: in der Gruppe mit Arbeitsteilung
politische Fragen: in Gruppendiskussionen, Stammtisch

Geht das Lernen so weiter wie bishefdein!

Ab jetzt lernen Sie fur Ihre Zukunft.

200¢
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Lernen ist extrem komplex.

Lernen durch Instruktion

Lernen durch Vormachen und Nachvollziehen
Lernen durch Selbst Entdecken und Ausprobieren
Lernen durch Beobachten der Umweltreaktionen
Lernen durch Fehler und systematische Korrektur
Lernen durch Deduktion aus Abstrak

Lernen durch Konstruieren, Modellieren, Simulieren
Lernen durch Weitervermitteln

Lernen durch schrittweise Vertiefung
Lernen durch Wiederholen

Lernen durch Anwenden

Lernen durch Variantenbildung

Eidl © VC, FMI 6

Lernen allein, Lernen in der Gruppe, Lernen gegerCaduppe,
Lernen durch asynchronen Austausch, Lernen durchiiegen, ...
Lernen durch Vereinfachen

Lernen durch Rickfiihren auf Bekanntes

Lernen durch Vorfiihren

Lernen durch Nachahmen, Vorbilder

Was soll gelernt werden?

Uberprufen des Gelernten (alleine, mit anderergld@rifungen
(aber die sind in der Uni selten), durch Uben niitBern, ...
Welche Voraussetzungen (Inhalt, Fahigkeiten)?

Welche (stoffabhangige) Vorgehensweise?

Welche Lernumgebung? (Hilfsmittel, Werkzeuge, Geipp..)

Brauche ich Hilfe? Lerne ich das Richtige? Schiitaenich und
mein Wissen richtig ein? Wie gut sind andere? 8atlh ein
anderes Fach studieren?

Warum lerne ich? Motivation, Gelderwerb, anderelfene
Zwang/Bestrafung, Belohnung, ...

200¢
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In jedem Studiengang stehen andere
Lernstrategien im Vordergrund

Zum BeispielSoftwaretechnik:

Lernen durch Konstruieren

Lernen durch Modellieren, Experimentieren, Simulieren
Lernen durch Fehler-Machen !!

Lernen im Team#A in einer unverbindlichen Gruppe)

Lernen an realistischen Problemen (keine ,Comicwelten®,
Projekte, Konkurrenz, Kunden, Ressourcen ...)

Lernen von Regeln, Normen, Protokollen, ... und "Handwerk".

Machen Sie sich selber klar, wie Sie den Stoff am besten
lernen. Z.B.: Begriffe lernt man durch eigenes Nachdenken
und anschlieRende Diskussion mit anderen. Programmieren
lernt man meist durch Fehler und standiges Uberpriifen.
Definitionen lernt man durch Beispielkonstruktionen.

Sie missen "einen eigenen Plan" entwickeln und einhalten!

Ziele und Zeiten setze

Lernzeiten und "Mul3e" planen.

Selbst in das Stoffgebiet eindringen (es gibt Bucher, eine
Bibliothek, andere Studierende, ...)

Auswerten, sich selbst beurteilen, Lernmethoden verandern

USW.

Hilfen bieten Ihnen die Ubungen und Unterrichtsmaterialien.

200¢
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Machen Sie sich Plane!

Erkenntnisse:

- Wer etwas verstehen will, muss es anderen erklaren

- Wer sein Wissen langlebig nutzen will, muss eskdiDiskussion
mit anderen, durch eigene Arbeit, Nachvollziehed Darchden-
ken selbst in seinem Gehirn "konstruieren".

Die meisten (etwa 80% ?) lernen erfolgreicher dibidkussionen:
- Der Stoff wird besser verstand¢

- man bemerkt seine eigenen Fehler und Ungenauggkeit

- durch Nachfragen wird das eigene Mitdenken ge$har

- durch Fragen denkt der Sprecher genauer nachemsagt.

Wir empfehlen und realisieren dédsooperative Lernen" in dieser
Vorlesung als eine Auspragung des "Konstruktivislhwedurch
das Lernen interessanter und fur die meisten @ffakgiestaltet und
die Arbeit in Teams angeregt wird.

Eidl © VC, FMI 1C

Hauptproblem: Innerer Antrieb.

Wir wissen nicht, woran es genau liegt, aber digl®@renden
machen von Jahr zu Jahr einen zunehmend hilflo&giretruck.
Zum Beispiel nimmt seit Jahren das kritische Naddn, das
Interesse an Inhalten, die nicht zur Prifung gehdter Besuch von
fachfremden Veranstaltungen, das Studium im Austatet der
Wechsel an andere Hochschulen stetig nach.

Unser Ziel ist es, neben den fachlichen Qualifieaein in Ihnen
Kompetenzen und Personlichkeitsmerkmale zu entfaldées geh
aber nur, wenn Sie mitmachen. Zunachst missericBigie vielen
Grundlagen in der Mathematik, Elektrotechnik, Stékiund
Informatik aneignen und, selbst wenn Sie diese @agen nicht
sonderlich mdgen, eine Motivation aufbauen und ldllwernen
verstarken.

Ihr Ziel ist es, eine Informatik-Expertise zu ertven. Genau fiir
dieses Ziel muss in lhnen stéandig ein "innerer Mdtufen. Diesen
Motor missen Sie selbst betreiben! Kommen Sie znatding,
sobald Sie merken, dass dieser innere Antrieb iurschlasst.

200¢
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0.2 Arbeitsleistung

Wenn Sie die Veranstaltung erfolgreich bestehemenptann miissen
Sie regelmaRig mitarbeiten sowohl in der Vorlesalsgauch in
den Ubungen.

Wir bewegen uns in eine Zeit der Evaluationen mnalles und Jedes
wird analysiert und bewertet. Auch Sie. Fur die, kiintinuierlich
mitmachen, wird es kaum Probleme geben.

Zum Beispiel: Ihr Aufwand fir die Veranstaltung hiiihrung in die
Informatik | und II"alles inklusiveHierfur sind wahrend der
Vorlesungszeit pro Woche 13 Zeitstunden aufzuwendéarzu
kommen evitl. die Programmieriibungen, die weiteesb
Stunden pro Woche erfordern usw. Reservieren Ste #eiten in
jeder Wocheund halten Sie diese auch ein

Kontrollieren Sie sich, und zwar was Sie tun, wie & tun und wie
effizient Sie es tun - und analysieren Sie die Ureac Hiiten Sie
sich vor allem vor zu viel "Rumsitzen” am Rechr@mall-Talk
zwischen den Veranstaltungen und sinnlosen Fahrten.

Planen Sie Ihre Zeit! Zum Beispiel durch Eintrageine Tabelle.
Erwartet werden in der Vorlesungszeit 2700 Minltéoche. Es
folgt ein Formular zum Ausdrucken und Benutzen:

200¢ Eidl © VC, FMI
Name: Minuten pro Woche Woche vom bis
Mo | Di Mi Do | Fr Sa SO0 |Summe

Informatik 780
ProgrKurs 300
Mathematik 780
Logik 420
ETG 420
X

Y

Summe

Soll 2700

200¢ Eidl© VC, FMI

1t

| Beispieleintragungen fur jede Woche (nicht schumlhh)&l" Zeiten in Minuten, Soll: 2700 Minuten/Woche

Informatik 90 125 0 280 50 130 20 696
Progrkurs | 160 0| 150 0 0 0 0 31¢

Mathematiy 60| 120[ 105 g 230 0 115 63D
Logik 0| 140, 60 90 0 5( 0 340
ETG 95 90, 90 90 60 0 0 42%

(Rechnem) (70)| (30)| (30)| (0) (95) (O (0 (225h>
(Infos@) | (20)| (15)| (10)| (35)
Summe 405| 475 405 460 340 180 132400
Soll 480| 480 480 480 480 30D

Name: ich

Woche vom 27.10. bis 31.10.08
Mo Di Mi Do Fr Sa So |Summe

©) (45 O (12d})

0 27Q0

Trotz "gefuhlter” Arbeitsamkeit (2750) ist das zu wenig, wel Rumsitzen am Rechner
und Kommunikationen nicht zahlen! Planen Sie neu und haéin Sie sich an den Plan!!

0.3 Unerwinschtes

An einer vergleichbaren Universitat in den USA mussten Sie
tber 6000 Dollar (4500 Euro) allein fir unsere zweisemestrige
6-SWS-Grundvorlesung bezahlen. Dieser Gegenwert muss im
"noch preiswerten" Deutschland allen Interessierten zugute
kommen.

Das bedeutet vor allem:

Keine Stérungen wahrend der Veranstaltungen.

Speziell: Kein Larm, keine Unterhaltungen, kommen Sie
punktlich und gehen Sie erst am Ende der Veranstaltungen.

Keine Einnahme kalter und warmer Mahlzeiten, keine herum-
liegende Flaschen, weggeworfene Zettel usw.

Computer sind (auch in diesem Jahr) wahrend der Vorlesungen
Informatik | + Il nicht erlaubt. Sie wiirden hiermit Ihre gesamte
Umgebung belastigen.

Seien Sie unbedingt riicksichtsvoll gegeniber anderen!

200¢
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Wenn andere stbéren, kdnnen Sie nicht lernen. Folglich:

Werden Sie intolerant! Fordern Sie Storer auf, still zu sein.

Es ist_IhrStudium und es gehort zu lhrer Selbstentwicklung, sich

nicht alles gefallen zu lassen.
Wir helfen gerne, sehen aber immer nur kleine Ausschnitte .. .

Wir méchten, dass alle den Stoff erlernen. Das erreicht man
nicht durch Abschreiben. Als&eine identischen oder sehr
ahnlichen Abgabenin den Ubungen (auf3er im Rahmen der
vorab festgelegten Lern-Gruppen) und auf keinen Fall bei
Klausuren, Hausarbeiten, Vortragen usw.

In der Wissenschatft ist Abschreiben vollig inakzeptabel.

200¢
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Viertens: Abstraktion bedarf der konkreten Beispiek.

Modelle stellen das Wesentliche vieler verschied@uspragungen dar.
Modellbildung und Abstraktion kann man nur verstghgenn man diverse
typische Beispiele, Anwendungen, Ablaufe usw. keAhstraktion, Prazision
und Formales sind zentral fur die Informatik.

Funftens: Arbeiten Sie in Lern-Gruppen (zu 3 bis 4 Personen)

Zum einen bleibt der Stoff, der in Gesprachen @iggbwurde, besser haften.
Zum anderen lernt man andere Sichtweisen kennemwienthan auf sie
reagiert. Weiterhin ,justieren” Sie sich automdtisda Sie im Vergleich mit
anderen lhren eigenen Wissensstand einzuschatnemléMerke: Vor
Langzeitbekannten kann man nichts mehr lernen.

Sechstens: Uberwachen und planen Sie Ihre Arbeit.

Die Lehrenden gehen davon aus, dass Sie pro Semeshenstunde etwa
2,25 Zeitstunden aufwenden (davon 0,75 fur die ietanstaltungsstunde,
d.h.zuséatzlich 1,5 Zeitstunden je SYW&ontrollieren Sie sich. Spiren Sie
sinnloses Arbeiten (am Rechner, in Vorlesungeiauf.) Spalten Sie ggf. Teile
ab, die Sie erst in der vorlesungsfreien Zeit weitztiefen (aber beachten Sie
"zweitens").

0.4 Goldene Regeln

Erstens: Glauben Sie keinem Gericht.

Fast alles, was unter Studierenden tber Profesdditarbeiter, Prifungen,
Ablaufe usw. kursiert, hat (teilweise grobe) Fehkmigerung: Suchen Sie
nach Original-Informationen oder gehen Sie in &peechstunde und lassen
sich vom Zustandigen beraten!

Zweitens: Vermeiden Sie Oberflachliches.

Arbeiten Sie erst weiter, wenn Sie das Bisherig&ligh verstanden und
sich an Beispielen, Programmen usw. klar gemadbgmaFast nichts i
Jrivial“, sondern besitzt verborgene Feinheiten.

Drittens: Uben Sie Durchhalten.

Nichts fallt einem zu oder kommt als Eingebung @péziergangen. Manche
Themen lassen sich nicht hdppchenweise zerlegemiiegen daher im
Ganzen verdaut werden, z.B. auch mal finf StundeStick am gleichen
Problem arbeiten (oder kontinuierlich jeden Tag reeh Stunden
nacheinander und vor allem ungestort). In der Scivalr es oft so, dass
man alles Wesentliche mitbekam, wenn man nur anvdes@r. Ab sofort

gilt fur Sie: Anwesenheit allein reicht nicht!

200¢
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Siebtens: Seien Sie stofforientiert

im Gegensatz zu ,prufungsorientiert*. Arbeiten 8én Stoff und die Ubungen
durch, legen Sie sich Beispiele zurecht und sch&irbfters in eines der
empfohlenen Biicher. Natirlich sollen Sie sich naakfungsfragen
erkundigen, wer aber sein ganzes Lernen hiernastiichtet, lernt falsch.

Achtens: Werden Sie friihzeitig kritisch zu Inhalten

Lernen Sie ,Bewerten“. Stimmen die Aussagen? Decli@sich mit denen
aus Buchern? Gibt es im Detail vielleicht Gegenftiele? Wie genau werden
Anwendungen hierdurch erfasst? Gibt es andere lg$suege? usw.
Diskutieren Sie dies mit anderen, Uben Sie diesllem an Stoffgebieten, d
Sie weniger interessieren.

Neuntens: Werden Sie kritisch zu sich und gegentbanderen.

Ab jetzt haben nur Sie die Verantwortung dariibass aus Ihnen wird. Die
Universitéat kann Ihnen helfen, sich zu orientiet&erle zu setzen, Wege zu
finden. Doch alle Entscheidungen uber RichtungessoBwindigkeiten,
Studienwechsel usw. missen Sie selbst fallen. Bew&ie sich selbst. Und:
feilen Sie auf diese Weise an lhrer Persdnlichkeit.

Eidl © VC, FMI 2C



Zehntens: Bilden Sie sich weiter.

Schauen Sie sich auch in anderen Fakultaten umeheie Englisch,
Kosten-Nutzen-Rechnung, Patentrecht oder was fimmistre Zukunft
interessant sein kdnnte. Férdern Sie auch Ihreefdlgnbildung und
Ihre "soft skills" (iberfachliche Schliisselqualitionen). Diskutieren
Sie auch mit Studierenden anderer Fachrichtungerdaren
Denkweisen und Fragstellungen kennen zu lerneruddes Sie
Vortrage, die die Universitat oder die Fakultatiatdn. Nutzen Sie,
solange es das noch gibt, das Neben- oder Anwenthaimg&/nd tiben
Sie jetzt schon ein wenig LLL (= "LebensLanges lezrh).

Uberwachen Sie sich (und zwar lhr Kénnen und lhre Zeiten)!

Freiheit bedeutet mehr Verantwortung! Das heif3t:
Siesind schuld, wenn Sie etwas nicht verstehen,

und nicht eine als schlecht empfundene Lehre, nicht die
Professor(inn)en, nicht der Larm im Horsaal, neifSie !

200¢

0.5 Voraussetzung fir die Vorlesung "Informatik "

< Siehe hierzu das spezielle Material auf der \dantgysseite. >

Informatik hat wenig mit der Beherrschung eineskketen Compu-
ters oder mit auf dem Markt verfiigbaren SystemetuauDaher ist
solches Wissen auch nicht Voraussetzung fir dadiugiu Program-
mierkenntnisse kdnnen dagegen sehr hilfreich sein.

GuteMathematikkenntnissaus der Schule sind wichtig: Vieles muss
formalisiert und modelliert und mit Logiken oderlKidlen beschrie-
ben werden. Fir die Grundvorlesung muss man keihéfaatil-Fan
sein; wer jedoch eine Abneigung gegen die Mathdntneti, wird
Probleme in jedem universitaren Informatikstuditmbeutschland
bekommen.

Gute Deutsch- bzw. Muttersprach-Kenntnisgal wichtig, um sich
klar und umfassend ausdrticken zu kénnen.

Weltweite Kommunikation basiert heute auf der esgjien Sprache.
Im Laufe des Studiums werden Sie deshalb lernersemisich in
Englisch in Schrift und Spractkar ausdriicken zu kénnen.

Eidl© VC, FMI 21 200¢

0.6 Zur Informatik

Informatik ist die Wissenschaft vom systematischen Darstellen,
Verarbeiten, Ubertragen und Speichern von Information und
von der Beherrschung von Informationsprozessen unter beson-
derer Berucksichtigung digitaler Datenverarbeitungsanlagen
und deren Vernetzung.

Sie besitzt Aspekte di

- Grundlagenwissenschatften, vor allem der Mathematik,

- Ingenieurwissenschaften und

- Naturwissenschaften.

Zurzeit dominieren die ingenieurwissenschaftlichen Aspekte.
Beachten Sie, dass sich die Informatik nicht auf sinnlich
wahrnehmbare, sondern auf abstrakte Gegenstande bezieht.

200¢
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Information ist Kommunikations-, Steuerungs- und
Entscheidungsmittel in allen Lebensbereichen. médik
nimmt daher eine zunehmend zentrale Stellung ein.

Information ist heute verfigbar und zwar

tberall (ubiquitar)

zu jeder Zeit (allgegenwartig)
sofort (auf Knopfdruck)
dauerhaft (persistent)
vernetz (semantische Netz

in der jeweiligen Auspragung
alles durchdringend (eingebettet)
weiter verarbeitbar (sehr viele Werkzeuge)

Die Entwicklung ist zurzeit rauschhaft schnell:
» Horrorvisionen der totalen Abhangigkeit

* Visionen von Paradiesen

« Alltag der nachsten Generation

Eidl© VC, FMI 23 200¢
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Wichtig ist die Beherrschbarkeitfast uniiberschaubarer Systeme
= Wissenschaft Informatik
= Methoden der Softwaretechnik
Arbeit wird vollkommen neu gestaltet
alle Informationsquellen sind fiir alle da
steuern statt selbst agieren
eine neue Welt der Dienste
neue Formen des Lernens
Freizeit undKommunikation veréandern sich laufend.
Informatik ist ein wichtiger Motor fiimnovationen.

Informatik kann man nicht direkt sehen, aber indir

Sichtbar wird Informatik bei ...?

Auto: ABS, Parkhilfe, Tempomat, ESP, Einfadeln, Navigadsystem
Flugzeug:Ausgleich von Turbulenzen, Autopilot, Kollisionswang
Handy: Telefonbuch, Notrufe, Rufumleitung, Bilder, Intetagfruf
Roboter: Ablaufsteuerung, Qualitatskontrolle, Situationsasgoag
Information: Zeitung, Fernsehen, elektronische Post, Internet
Optimierungsprobleme: < in jedem Gebiet >

Eingebettete Systemes in jedem Geréat mdglich >:
Visualisierung: Architektur, Archaologie, Medizin, Crashtest, ...
Gesundheit, Sicherheit, Ausbildung, Urlaub, ...

0.7 Hinweise zu Zielen der Vorlesung

Ziele der Veranstaltung sind die Vermittlung grieg#nder Darstellungen

und Prinzipien der Informatik, insbesondere

- Formalismen und Beschreibungssprachen, Modellbgdu

- Algorithmen und ihre Eigenschaften (ZeitkompletitZerifikation,
Terminierung),

- Datenstrukturen und die Effizienz zugehdriger slarén,

- Prozesse und Netze,

- Grundbegriffe und Denkweisen der Programmierung,

- Abstraktion und Theorie, auf denen diese Beglifisieren,

- Vorgehensweisen zur Problemlésung und die Realisgeund
Implementierung der Konzepte,

- Beherrschung mdglichst vieler wichtiger Standegdethmen,

- genaue Kenntnis typischer Beispiele und ihrer Rnognierung,

- genaue Kenntnis einer Programmiersprache (hiea:0%).

Die Grundvorlesung ist von zentraler Bedeutungiférgesamte Informatik, da
sie die Basisstrukturen und Konstruktionsprinzigiegutiger) informations-
verarbeitender Systeme behandelt, wichtige Denlemeianglebige Ideen,
Konzepte und Methoden vermittelt und Beurteilungekien tiber Vor- und
Nachteile von Prozessen und allgemein von Probleumigen diskutiert.

200¢
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Beachte

Fur die Informatik sind didbstraktionund dieFormalisierung
besonders wichtig. Abstraktion bezeichnet das Hendogiten des
Wesentlichen, wobei man sich von vielen konkretetails befreit.
Unter Abstraktion versteht man auch den Ubergangjizer Meta-
ebene; sie umfasst das Erarbeiten gemeinsamer ddieeriPrinzipien
aus den unterschiedlichsten (Anwendungs-) GebietBndie
einheitliche Darstellung von Strukturen in Prograemsprachen, von
syntaktischen Gebilden bei natirlichen Sprachem waie Reche-
baumen mit Hilfe von (kontextfreien) Grammatikersfraktes Den-
ken ist eine wichtige Voraussetzung fur eine adtjadellierung
wobei die Dinge der realen Welt in eine Modelliagasprache Uber-
tragen werden, aus der heraus man die Modelle miriferogram-
miersprachen abbildet. Um diese Modelle maschiregtrbeiten zu
kénnen, miussen sie formalisiert werden. Formalisigibeschreibt
den Prozess, Geschehnisse der realen Welt odeh@nfs) Informa-
tionen zu prazisieren und zugleich in Kalkilen ptigren.
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Wie verteilen sich Lernzielbereiche in der Vorlegain

Ein Beispiel:

- Wissen und Fahigkeiten mit Theorieunterbau (ca. 60%)
- Fertigkeiten, Handwerk, Routinewissen (ca. 26%)
- Fachibergreifendes, Personlichkeitsentwicklung (ca. 6%)
- Entwicklung eines Beurteilungsvermégens (ca. 4%)

- Sonstiges (Larm, Aufbereitung, Vortragstechnil, ..(ca. 4%)

Hinzu kommen gutehandwerkliche Fahigkeit"" des Prograr-
mierens flr diejenigen, die sich viel mit Infornkatiethoden und
deren Implementierungen befassen missen.

Diese Vorlesung bereitet viele andere VorlesungenStellvertretend
fur diese Lehre finden Sie auf der nachsten Faéeddfir
zustandigen Hochschullehrer und ihre Arbeitsgelzatder
Universitat Stuttgart (Stand Ende Sommersemes@s;2h dieser
Stelle sei die aktuelle Zusammensetzung des Lepekérden Sie in
den kommenden Jahren genauer kennen lernen wentkurifallig
"versteckt").
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1.10.2008

Universitat
. . A
Bereich Informatik tuttgart
i ; Institut fur Parallele und
Institutsverbund Informatik WBrieilte Systeupudatl

Rechnerarchitektur, eingebettete Systeme

Formale Konzepte, Prof. Claus
Theoretische Informatik, Prof. Diekert
Zuverl. u. sich. Softwaresyst., N.N.
Programmiersprachen & ihre Ubersetzer,

Prof. Wunderlich, Prof. Radetzki
Anwendersoftware, Prof. Mitschang

Parallele Systeme, Prof. Simon
Verteilte Systeme, Prof. Rothermel
Bildverstehen, Prof. Levi

Prof. Plodereder Simulation groRer Systeme, N.N.

Software Engineering, Prof. Ludewig

Intelligente Systeme, Prof. Heidemann

Grundlagen der Informatik, CAD,

Architektur von Anwendungssystemen,

Vis

ProfRollhiErCIEdo SIS, Institut fur Maschinelle

Sprachverarbeitung (IMS)

Prof. Leymann (mit 4 weiteren Professuren) —

ualisierung, interakt. Systeme,
Prof. Ertl, Prof. Weiskopf

Fir jede Lehrveranstaltung ist diehrbuch wichtig. Lehrbiicher
sind ausgereift, werden auch an anderen Univegsigingesetzt,
vereinheitlichen das Wissen und erleichtern lhngites den fach-
lichen Gedankenaustausch tber Stuttgart hinaugrétiir zur
Grundvorlesung siehe Hinweise ganz am Ende didgg®ss)

Zusatzlich hierzu kbnnen Prasentationen, Folienweitere Unter-
lagen elektronisch abgerufen oder bei der Fachskbpfert werden.

Schreiben Sie dennoch manches mit, vor allem wakeanafel
geschrieben wird. (Ideen kann man schriftlich kalarstellen; aber
Sie erinnern sich Uber Ihre Notizen daran.) Bene8i lhre Notizen
noch am gleichen Taauf. Lernen verbessert sich mit der Zahl der
beteiligten Sinne, d.h. auch, dass man beim Miid¥eh mehr behélt,
als wenn man nur in der Vorlesung zuhort.

Erkundigen Sie sich nach Ubungs- und Klausuraufgaleewergan-
genen Jahre. Deren Bearbeitung liefert lInnen Aspatikte zum
Stand lhres Wissens.

0.8 Weitere Hinweise

Vorlesung, Ubungen, Vortragsiibungen, Zwischenklsarsu
kontinuierlich mitmachen und durchhalten.

Wie kdnnen Sie sich stéarker aul3ern?

- In den Ubungen, leiddaumin der (Massen-) Vorlesung.

- Kontakte zu Tutoren und Mitarbeitern halten!

- Elektronische Medien (-Mail, Forum) nutzer

- Wahl von Vorlesungssprecher(inne)n und Rickmeldarigber
diesen Personenkreis an Assistenten und Dozenten.

- Fachschaft, Tutoren und Studienberatung aufsuchen.

Nutzen Sie lhre Lerngruppen!
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0.9 Beispielthema: Mandatszuteilung bei Wahlen

Im Jahre 2008 hat das Bundesverfassungsgericht das derzeitige
Wahlverfahren des Bundes zur auf Lander bezogenen Verteilung
der Abgeordneten-Mandate auf die Parteien als verfassungswidrig
erklart. Dass die gangigen Berechnungsverfahren prinzipielle
Mangel haben, ist seit langem bekannt.

Aufgabe flr Sie: Informieren Sie sich

(a) uber die folgenden Verfahren zur Mandate-Berechnung:
d'Hondt-Verfahren (= Jefferson-Verfahren),
Hare-Niemeyer-Verfahren (= Hamilton-Verfahren),
Sainte-Lague-Verfahren (= Webster-Verfahren),
Adams-Verfahren und Hill-Huntington-Verfahren;

(b) Gber den Grund, warum das Wahlrecht geandert werden muss.
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Wie geht man vor, um das Wahlverfahren zu verbe3%er ein
Zuteilungsverfahren der Abgeordneten-Mandate afPditeien
entwickelt, sollte die erforderlichen Daten genaaten und dann
einige Bedingungen festlegen, die solche Verfaleréillen missen.

Folgende Werte miissen gegeben sein:

p = Anzahl der Parteigiur solche oberhalb einer maglichen x%-Hurde)
s = Anzahl der gultigen Stimmen fur die Partei i (lik i < p),

g = Anzahl aller gultigen Stimmen (g ;+s,+...+5),

v = Anzahl aller zu verteilenden Mandate (= Anzaéat Sitze).

Hieraus sind folgende Werte zu berechnen:

g, = "Quote" fir die Partei i (also; g v-$/g ), dieser Wert entspricht
dem proportionalen Stimmenanteil, den die Parehalten hat.
Es gilt stets: v =gt g,+...+q,

m;, = Anzahl der Sitze, die die Partei i erhalten wid.muss gelten:

V= m+myt+m,
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Man kann weitere Bedingungen "erfinden". Zum Baikfagt die
denkbare Bedingung

Fir alle Parteien i und j gilt;; sm;, > 5/ (m +1).
das d'Hondt-Verfahren nahe: Dividiere alle Stimnadrien sdurch
die Zahlen 1, 2, 3, ..., nimm die v gro3ten diegdrlen und teile
der Partei i so viele Mandate zu, wie sie hierloirt.

Beispiel fur d'Hondt4 Parteien mit den Stimmenzahlen 380, 370,
150, 100 (g = 1000 Stimmen). Bilde dann die Quadrmund vergib
die Mandate nach der Rangfolge dieser Quotie

| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
380| 380 190 126,6 95 76 36%42.. 475 42,2 38
370| 370 185 123,3 92,5 74 6BBS.. 46,25 41,1 37
150| 150 75 50 37,5 3025 21,4.. 18,75 16,6... 15
100| 100 50 33,3 25 20 ,61614,2... 12,25 11,1... 10

Es sollen v = 11 Mandate vergeben werden, danritenha
"Partei 1": 5, "Partei 2": 4, "Partei 3": 1 und tR&4" 1 Mandat.
Ist dies eine "gerechte Zuteilung"? Wir prifen dliEigenschaften.

Dann sollten folgende Eigenschaften erfillt sein:

Bedingung 1Die Zahl der Mandate liegt nahe bei der Quote.

Fiir eine reelle Zahl x skk | der ganzzahlige Anteil von x, also die
groéRte ganze Zahl, die kleiner oder gleich x istn®muss fur jede
Partei i geltenq ] < m <[qJ+1.

Bedingung 2Gleichwertigkeit der Stimmen.

Der Quotient gm; sollte fur alle i sehr &hnlich sein und dicht bei 1
liegen.

Bedingung z Monotoni¢-Bedingung

Aus s > g folgt stets m= m;.

Bedingung 4Vertraglichkeit mit Koalitionsaussagen.

Die Zahl der Mandate fur eine Koalition ist unabgignvon der
Aufteilung der Stimmen auf die beiden Koalitiondpa@n; d.h., fur je
zwei Parteien i und j soll gelten: Erhéht man dalzder Stimmen; $ir
Partei i um k und erniedrigt zugleich die Zahl 8@mmen sfir Partei j
um Kk, so soll sich die Summe der zugeteilten Mandat m, (= die
Zahl der Mandate fir die Koalition von i und j) hiocverandern.
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| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
380 380 190 1266 95 76 36%4,2.. 47,5 42,2 38
370| 370 185 123,3 925 74 68BB8.. 46,25 41,1 37
150 150 75 50 37,5 3025 21,4.. 18,75 16,6...15

100| 100 50 33,3 25 20 ,61614,2... 12,25 11,1...10
Partei: 1 2 3 4

Quote: 4,18 4,07 1,65 1,10

| Quotel: 4 4 1 1

Sitze 5 4 1 1

w; (s. nachste Folie): 76 92,5 150 100
Bedingung 3 ist erfillt.

Bedingung 1 ist erflillt.

Quote/Sitze: 0,836 11,0175 1,65 1,10
Bedingung 2 scheint nicht erfillt zu sein.

Bedingung 4 ist nicht erfillt. Man fasse z.B. dateien 2 und 3 zu-
sammen; man erhalt drei Parteien mit 380, 520 @@dStimmen, an
die nach d'Hondt 4, 6 und 1 Sitz verteilt werdersstén.
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Bedingung 5Minderheitsbedingung.

Eine Partei, die nicht die absolute Mehrheit ddtigeén Stimmen
erreicht hat, darf nicht die absolute Mehrheit 8gze erhalten. Das
heil3t: Aus gg < 0,5 folgt stets pv < 0,5 (oder zumindest;/ < 0,5).

Diese Bedingung ist beim d'Hondt-Verfahren nicldilér Man

betrachte hierzu 4 Parteien mit 460, 181, 180 ui@Stimmen, die sich

um v = 7 Sitze bewerben, so erhélt die erste Panieid die anderen
drei Parteien je einen Sitz.

Stimmenzahl pro Sitz (Wert der Stimmen):
Die Zahl w = s/m, gibt an, wie viele Stimmen der Partei i fir die
Erringung eines Sitzes reichten.

Bedingung 6Diese Werte wsollten moglichst eng zusammen liegen.

In obigem Beispiel unterscheiden sich diese Wexse dm den Faktor 2.

Probleme Priife nach, ob sich diese Bedingungen widersprech

Formuliere die Berechnungsverfahren unmissversndl|
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Obiges Beispiahach dem Hare-Niemeyer-Verfahren:

Partei: 1 2 3 4
Stimmenzahl: 380 370 150 100
Quote: 4,18 4,07 1,65 1,10
Vorab vergebene Sitze: 4 4 1 1
Nachkommastellen: 0,18 0,07 0,65 0,10
weitere Sitze: 0 0 1 0
Sitze: 4 4 2 1
w;: 95 92t 75 10C

Das Hare-Niemeyer-Verfahren hat u. a. den Nacluads die
Zahl der Sitze einer Partei geringer werden karemnyman im
Nachhinein die Gesamtzahl der Sitze erhéht.

Dieses Phanomen ist als "Alabama-Paradoxon" bekaeiites
bei einer Wahl zum Reprasentantenhaus fur die daat S
Alabama zustehenden Sitze erstmals auftrat. Infmemi Sie sich
hierliber (Internet, Literatur, ...).

37

Man sieht an diesen Uberlegungen bereits, dasd'dasdt-Verfahren
Nachteile besitzt, indem es beispielweise die gifs@arteien
bevorzugt. Es wurde in den USA daher nur bis 18&tvendet; in der
Bundesrepublik Deutschland wurde das Verfahred ®85 benutzt
und danach bis zum Jahre 2005 durch das Hare-N&mrveyfahren
ersetzt (die Bundestagswahl im Jahre 2009 verweatateSainte-
Lague-Verfahren).

Hare-Niemeyer gibt zunachst jeder Partei die Zghkn Sitzen.
Ein weiterer Sitz wird nach der Grof3e der Nachkosteiken von g
vergeben.

Dieses Verfahren begunstigt die kleineren Parte@mler Zuteilung des

UbequiJ hinaus gehenden Sitzes.
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Wir brechen unsere einfiihrenden Uberlegungen biemna halten fest:
Wer ein Verfahren, das letztlich einem Informatigym Ubertragen
werden soll, entwickeln will,

- klare zuerst genau die Problemstellung,

- identifiziere die erforderlichen Daten,

- lege zu erflillenden Bedingungen fest ("Spezifika¢in™) und weise
nach, dass diese in sich widerspruchsfrei sind.(lbzmn nicht,
welche Bedingungen Prioritat erhalten sollen),

- beschreibe den Ablauf des Verfahrens und notherén einer
unmissverstandlichen Form ("Programtr

Erst danach folgen die Installation/Implementierufests, Experi-
mente, kritische Uberprifungen, Erweiterungen dsuwerzichtbar
ist hierbei eine nachvollziehbare Dokumentation.

Behalten Sie dieses Beispiel "Sitzzuteilungsvedgahim Hinterkopf,
wenn von Informatik-Verfahren, deren PrazisieruPghgrammierung
und Einsatz die Rede ist. Die Vorlesung wird siah als erstes der
Formulierung von Ablaufen als Programme in einegegebenen
Programmiersprache zuwenden.

Jetzt geht es also endlich mit der eigentlichereégong los.

3¢
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1. Kurze Einfuhrung in die Sprache Ada

1.1 Grundsatzliches
1.2 Diszipliniertes Vorgehen
1.3 Beispiel "Fakultat"
1.4 Programmaufbau in Ada
1.5 Beispiel "Harmonische Funktion”
1.6 Beispiel "Rationale Zahlen"
1.7 Funktionen, Prozeduren, Operator (mit Rekursion)
1.8 Skalare Datentypen
1.8.1 Aufzéhlungstypen, 1.8.2 Standard-Datentyfieé3 Datentyp Boolean,
1.8.4 Datentyp Character, 1.8.5 Der Datentyp Inteb8.6 Der Datentyp Float,
1.8.7 Typumwandlung, 1.8.8 Initialisierung, 1.8.Gsélrlicke und Ein-Ausgabe
1.9 Felde
1.9.1 Unterbereiche/Untertyp, 1.9.2 Felder, 1.93pézifizierte Feldgrenzen
1.10 BNF und EBNF
1.10.1 Beispiel, 1.10.2 BNF Definition, 1.10.3 EBNF
1.11 Kontrollstrukturen
1.11.1 Uberblick, 1.11.2 Fallunterscheidung, 1.u8wahlanweisung,
1.11.4 Schleifen und exit, 1.11.5 Block, Sichtbétkk11.6 Sprunganweisung
1.12 Records
1.12.1 Records fir kartesische Produkte, 1.12.iaNer Records
1.12.3 Diskriminanten fir GréRenangaben
1.13 Weitere Sprachkonstrukte
1.14 Wie lese ich die Syntax von Ada?
1.15 Ubungsaufgaben

200¢

Eidl© VC, FMI 41

Einfigeneines Werte Auslesereines Wertes
(der bisherige Wert wir (es wird eine Kopie erstellt, der
hierbei tberschrieben) Inhalt bleibt unverandert)

«— Kontrollmechanismus
(pruft, ob der Datentyp zutrifft)

+«—— |nhalt

Modellvorstellung Die Variable ist ein Behdlter (gelb), in den
genau die Werte eines Datentyps gelegt werdenmlivfan
stelle sich vor, dass zu dem Behélter ein Kontredhanismus
(rot schraffiert) gehort, der bei jedem einzufligemtVert prift,
ob der Datentyp vorliegt (falls nicht: Abbruch d@erechnung).

"Elementare'Datentypersind:

Integer nur ganze Zahlen duirfen in die Variable gelegtdsa.
Natural nur natirliche Zahlen (einschlief3lich 0).

Float nur reelle Zahlen.

Char nur Zeichen (z.B. die Zeichen auf der Tastatur).
Boolean nur Wahrheitswerte {wabhr, falsch} (= {true, faj3e

1. Kurze Einfihrung in die Sprache Ada
1.1 Grundsatzliches

Techniken des imperativen Programmierens:

- Das Verfahren wird durch eine Folge von Befehlen
(genannt Anweisungehoder ,statements”) beschrieben.

- Daten werden in (strukturierten) Behaltern, genannt
»Variablerf abgelegt. Zu jedem Behalter wird durch einen
Datenty; angegeben, welche Daten man hineinlegen

- Die grundlegende Anweisung ist dieweisung(,assign-
ment*), mit der einer Variablen ein Wert zugeordnet wird.

- Die Bearbeitungsreihenfolge wird durch
Kontrollstrukturen festgelegt, insbesondere durch
Hintereinanderausfihren (*;"), Alternativen ("if") und
Schleifen ("while", "for").

- Teilverfahren werden zBrozedurerzusammengefasst.
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1.2 Diszipliniertes Vorgehen

Das Programm steht nie am Anfang der Entwicklung.
Empfohlenes Vorgehen bei der Losung von Problemen beim
"Programmieren im Kleinen" (damit meint man
Problemlésungen, die i. W. ein Einzelner erarbeiten kann):

(1) Ideen umgangssprachlich aufschreiben.

(2) Prazise Formulierung (formale Darstellu

(3) Ermitteln von Eigenschaften (Analysieren des Problems).

(4) Hieraus einen Algorithmus entwickeln (algorithmische
Losung des Problems, Synthese einer Losung).

(5) Diesen in ein Programm Ubertragen (Realisierung der
Losung und Implementierung).

(6) Testen, Verifizieren, Messen usw. des Programms.

(7) Kritisches Uberdenken (Verfahren, Einsatz, Auswirkung)
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Regel 1 Jeder Schritt von der Idee bis zum einsatzfahigen
Programm muss dokumentiert werden.

Das heif3t: Ideen, Eigenschaften, Testbeispiele, verwendete
Methoden usw. sind wahrend der schrittweisen Entstehung
des Programms maglichst prazise aufzuschreiben.

Anders ausgedrtckt: Das zu erstellende Produkt "Software"
oder "Informatik-System" besteht aus:

- Ziele, Notwendigkeiten, Problembeschreib

- Zusammenfassung der zugehdrigen Literatur

- Formalisierungen

- Beschreibung von Eigenschaften, z.B. mathematische Satze
- algorithmische Losung mit Begriindungen

- Programm (mit Hinweisen zur Implementierung)

- Testdaten, Zeitmessungen, Wartungshinweise, ...

- Einsatzbereiche, Gefahren, Erweiterungen, Verbesserungen
USW.
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Regel 3 Die Strukturen eines Programms mussen dem
Problem entsprechen.

Dies ist anfangs schwer zu verstehen. Gemeint sind zwei
Aspekte:

(1) Man wahle Datenstrukturen, Losungsverfahren, Ein- und
Ausgabe usw. moglichst einfach, aber so, dass das Problem
angemessen gelost ist. Hierbei missen sich die Eigenschaften
der Problemlésung im Programm klar widerspiec

(2) Das Programm soll eine "innere Schonheit" besitzen (was
das sein mag, versteht man erst mit einiger Erfahrung). Dazu
gehoren: Wer Felder verwendet, sollte auch for-Schleifen
verwenden; wer Baume einsetzt, benutze die Rekursion; wer
hierarchische Strukturen bearbeitet, nutze Stacks usw. Unter
den richtig arbeitenden Programmen gibt es "elegante" und
"holprige" Loésungen. (Anzustreben sind die eleganten.)
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Regel 2 Ein wichtiges Qualitatskriterium fur richtiges
Vorgehen beim Schreiben kleinerer Programme lautet:

Der Entwicklungsprozess war gut, wenn das Programm auf
Anhieb korrekt lauft.

Viele halten einen Entwicklungsprozess fur gut, wenn das
entstandene Programm die Besonderheiten eines Rechners gut
ausnutzt oder besonders schnell oder platzsparend ist. Solche
Programmeigenschaften moégen erstrebenswert sein, |

sind sie meist zeitgebunden und machen keine Aussage
dariiber, ob der Entwicklungsprozess systematisch abgelaufen
ist.

Klarheit und Verstéandlichkeit bestimmen stérker als Tricks

und Basteln die Gite von Software. Man versuche stets, ein
gut lesbares und nachvollziehbares Losungsprogramm zu
schreiben.
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1.3 Beispiel "Fakultat"
Die Vorgehensweise wird an diesem Beispiel erlautert.

(1) Die Ideen umgangssprachlich aufschreiben.

Gegeben sind n verschiedene Elementea..., a.
Gesucht ist die Anzahl aller méglicher Anordnungen.

Bei zwei Elementen gibt es zwei Anordnungen, namlich
a8 und ga,, bei drei Elementen sind es 6, namliga,a,,

a1a3a21 aQalaS! a2a3a1) 88a1a27 %azal Usw.
Gesucht: Allgemeine Losung plus Berechnungsverfahren.
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(2) Préazise Formulierung.

Gesucht ist folgende Funktionik - IN

f(n) = {a,a,8,--a, | i1,ip .. ,{1,2,...,n} und alle Indizes
sind paarweise verschieden, d.f#jj fur j#k}|.

Beachte: Die Elemente selbst sind unwichtig, aul3er dass sie
paarweise verschieden sein mus

Man kann nun einzelne Werte durch Probieren ermitteln,
z.B. f(4) = 24. Dabei erahnt man bereits Eigenschaften
von f.

Weiterhin kann man f auch alid, erweitern, indem man
f(0) = 1 setzt.

(3) Ermitteln von Eigenschaften (Analysieren des Problems)

Offenbar gilt

f(0)=1,1(1) =1,1(2) =2,1(3) =6, f(4) = 24.

Ist eine Anordnung;g8,,3a,..- &, gegeben, so kann man
hieraus eine Anordnung von n+1 Elementen erzeugen,
indem man das (n+1)-te Element vorne, an der zweiten
Position, an der dritten Position, ... einflgt. Es gibt n+1
maogliche Positionen, wobei sich aus jeder Anordnung von
n Elementen genau n+1 neue Anordnungen ergeben.

Es folgt daher: f(n+1) = (n+1f)(n). Statt "f(n)" schreiben
wir nun n! (gesprochen "n Fakultat"). Es gilt also:
1 furn=0

n! =
n-(n-1)! furn>0
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noch: (3) Ermitteln von Eigenschaften

Wie lasst sich n! berechnen?

Indem man nacheinander 0!, 1!, 2!, ..., (n-1)! und hieraus n!
berechnet.

Durch Einsetzen sieht man: n! =112-3-4-...-n.
n! ist also das Produkt der ersten n Zah

Diese Eigenschaft lasst sich fur eine Berechnungsvorschrift
verwenden.
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(4) Lésungs-Algorithmus

Gegeben sei eine nattrliche Zat# A. Diese wird in einer Varia-
blen N abgelegt. In der Variablen Fak sollen digséivenergeb-
nisse und am Ende das Ergebnis stehen.

Lies n in die Variable N ein.

Setze Fak anfangs auf den Wert 1.

Furi=1, 2, ..., N wiederhole: multipliziere Fakt dem Faktor i.
Gib den Wert von Fak als Ergebnis aus.

procedurd-akultaet is
N, Fak, i: Natural;

begin
Get(N);
Fak := 1;
fori:=1toN do Fak := Faki od
Put(Fak)
nd
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(5) Programm in Ada
with Ada.Integer_Text_IOuseAda.Integer_Text_|0O;

procedurd-akultaets

N, Fak: Natural;-- in Fak wird nacheinander 0!, 1!, 2!, ..., N! abgelegt
begin

Get(N);

Fak :=1,;

foriin 1..Nloop Fak := Faki; end loop

Put(Fak);
end;

Die erste Zeile sorgt dafur, dass die Ein- und Ausgabe so
funktioniert, wie man es erwartet. Erlauterungen in der
Vorlesung.

(6) Testen, Verifizieren, Messen

Lassen Sie das Programm laufen fir die Eingabewerte 0, 1, 3,
8 und 12. Sie erhalten jeweils die korrekten Ausgabewerte 1, 1,
6, 40320 und 479001600. Doch bei der Eingabe 13 erscheint:

raisSedCONSTRAINT_ERROR...

Der Grund: Normale PCs kénnen eine natirliche Zahl nur mit
31 Binarstellen darstellen, d.h., die grof3te darstellbare Z¢
2811 =2147483647.

Es ist aber: 13! = 1379001600 = 6227 020800.

Folglich erscheint eine Mitteilung, dass die Einschrankung
(="constraint") auf den Bereich von 0 bi¥-2 verletzt wurde
und somit ein Fehler (error) ausgeldst (erweckt=raised) wurde.
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noch: (6) Testen, Verifizieren, Messen

Schade - doch das lasst sich entweder durch "doppelte
Genauigkeit" iberwinden oder dadurch, dass man sich
seine eigene Arithmetik schreibt.

Verifizierenbedeutet, moglichst mit formalen Methoden
nachzuweisen, dass das Programm genau das tut, was es
(laut "Spezifikation") soll. In unserem Beispiel ist nichts
tun, weil wir exakt die Eigenschaft "Bilde das Produkt der
ersten n Zahlen" nachvollzogen haben.

MessenWir benétigen nur 3 Variablen (Speicherplatze fur

N, Fak und i). Die Rechnung erfolgt fir unsere erlaubten
Zahlen von 0 bis 12 so schnell, dass man die Rechenzeit als
Mensch kaum wahrnehmen kann.
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noch: (6) Testen, Verifizieren, Messen

Wir wollen hartnackig sein und schreiben folgenBesgramm:

with Ada.Integer_Text |IOuseAda.Integer_Text 10;
procedurd-akultaets
N, Fak: Natural;

begin
forkin 1..100000l00p -- wiederhole die Berechnung 100000 Mall
N :=12 Fak:=1; -- statt Eingabe: fester Wert 12 fiir N
foriin 1..N loop Fak := Faki; end loop
Put(Fak) -- viel Ausgab
end loop
end;

Wir wiederholen also die Berechnung 100000 mal. Mein
Computer bendtigte hierflr 12,5 Sekunden, aber er lauft
ebenfalls 12 Sekunden, wenn man die Zahl 12 durch 1 ersetzt.
Das bedeutet: Die eigentliche Rechenzeit ist verschwindend
gering; die "sichtbare" Rechenzeit wird durch die Ausgabe
Put(Fak) bestimmt.
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noch: (6) Testen, Verifizieren, Messen

Wir lassen also auch noch die Ausgabe weg:

procedurd-akultaets
N, Fak: Natural;

begin
forkin 1..10_000_00Goop  -- wiederhole 10 Millionen Mal
N :=12 Fak:=1; -- statt Eingabe: fester Wert 12 fir N
foriin 1..N loop Fak := Faki; end loop
end loop

enc,

Nun wiederholen wir die Berechnung 10 Millionen Mal.

Mein Computer bendotigte hierfir 5 Sekunden, aber er lauft
nur eine knappe Sekunde, wenn die Zahl 12 durch 1 ersetzt
wurde. Folglich bendtigt das urspringliche Programm fir die
Eingabe 12 weniger als eine Mikrosekunde§$@kunden).

So ein heutiger Rechner ist schon ziemlich schnell ...

200¢

Anforderung an Sie:

» Zu jedem Programm gehdren gut aufbereitete
Erlauterungen!

* Halten Sie sich an ein systematisches Vorgehen!

» Strukturieren Sie lhre Programme durch Einrtickungen,
durch Verwenden einprégsamer Namen, durch Kommentare
und durch viele weitere Maflinahmen, die das Lesen von
Programmen meist erst ermdglichen. (Im Studieng
Softwaretechnik miissen Normen und Standards sehr genau
eingehalten werden!)

Dies wird Ihnen sehr schwer fallen. Wenn Sie es aber nicht
tun, schreiben Sie Software, die spater kaum zu verstehen,
nicht zu erweitern, nicht anzupassen und damit nicht mehr
einsetzbar ist. Deshalb ziehen wir in den Ubungen fiir

unsystematisch geschriebene Programme viele Punkf@ab
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(7) Kritisches Uberdenken (Verfahren, Einsatz, Auswirkung)
Der Bereich "Einsatz und Auswirkungen" spielt bei diesem
kleinen Problem keine Rolle.

Aber man sollte kritisch tiberdenken, ob die Funktion in der
angegebenen Weise berechnet werden soll.

Wie unter (3) erwahnt definiert man die Fakultat in der R
rekursiv, also

{1
n!' =
n{n-1)!

Gibt es hier "bessere" Darstellungsméglichkeiten? Hierauf
gehen wir unter dem Stichwort "Rekursion” ein.

n=0

n>0
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1.4 Programmaufbau in Ada

<with und use Bereich>
procedure<Name des Programmss
<Deklarationsteil>
begin
<Anweisungsteil>
end;

VorbemerkungtUm eine Struktur zu beschreiben, verwenden
wir einen Text in spitzen Klammern:<Text>

Dies ist einPlatzhalter!

Damit meinen wir: An diese Stelle muss etwas eingesetzt
werden, das von der Form "Text" ist. Z.B. muss in einem
Ada-Programm zwischen die Woérterocedureund is ein

"Name des Programms" geschrieben werden. Was

<Name des Programms> genau ist, wird dann spater erlautert.
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Kommentarevon -- bis zum Zeilenende.
Diese Kommentare durfen Gberall im Programm stehen.

Namen:Ein Name bezeichnet eine Einheit oder eine Grol3e in
einem Programm. Sie besitzen stets mindestens einen
Bezeichnefengl.: identifier), um sie identifizieren zu
koénnen. Insbesondere werden Variablen und Konstanten
durch einen eindeutigen Bezeichner charakterisiert, d.h.,
jeder Bezeichner darf nur fir eine Grof3e benutzt we
Ein Bezeichner ist eine Folge aus Buchstaben, Ziffern und
dem Unterstrich " ", die mit einem Buchstaben beginnen
muss. Z.B.:

A, Al5, A und_B, Informatik_Neubau 38 01
aber nicht

_A3, 3Aplus2B, 100, N#23.

Ein <Name des Programms3st ein solcher Name.

Besonderheit in Ada:

Es gibt bei Bezeichnelkeinen Unterschied zwischen grol3en
und kleinen Buchstaben.

Zum Beispiel werden die beiden Bezeichner
Haus
hAuS

als der gleiche Bezeichner aufgefasst.

Ubliche Konvention: Ein Bezeichner fiir eine Variable oder
Konstante sollte immer mit einem GroRRbuchstaben beginnen;
alle anderen vorkommenden Buchstaben sollten klein
geschrieben werden, aul3er eventuell hinter einem Unterstrich:

Haus7ab  Zweite Laufvariable Kleinster x50 Wert
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Es sind fast alle Bezeichner fur Namen zugelassen mit Aus-
nahme der sog. Adaehlisselworterauch Ada-Wortsymbole
oder reservierte Worter genannt. Dies sind Bezeichner, die
eine feste Bedeutung in Ada haben und nicht fir andere
Zwecke benutzt werden durfen. In Ada 2005 gibt es 72 solcher
Schlusselworter, siehe nachste Folie. Diese Worter werden in
unseren Programmen oft (aber nicht immer) in blauer Schrift
oder durch Unterstreichung hervorgeho

In den folgenden neun Wochen werden Sie mindestens folgende
42 Ada-Schlusselworter kennen und verstehen lernen (ungefahr
auch in dieser Reihenfolge):

procedure, is, begin, end, constant, if, then, else, while, loop, for,
in, not, and, or, xor, abs, mod, rem, elsif, exit, function, return,
out, type, subtype, declare, others, with, use, array, of, range,
record, access, null, all, new, case, when, digits, delta.
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Es folgen die’2 Schlusselwdrtedie Sie nicht fur eigene
GrofRen benutzen dirfen, in alphabetischer Reihenfolge:

abort, abs, abstract, accept, access, aliased, all, and, array,
at, begin, body, case, constant, declare, delay, delta, digits,
do, else, elsif, end, entry, exception, exit, for, function,
generic, goto, if, in, interface, is, limited, loop, mod, new,

not, null, of, or, others, out, overriding, package, pragma,
private, procedure, protected, raise, range, record,

renames, requeue, return, reverse, select, separate, subtype,
synchronized, tagged, task, terminate, then, type, until, use,
when, while, with, xor.

Beachten Sie, dass Bezeichner fir die Datentypen (also
Boolean, Integer usw., siehe unten) nicht geschitzt sind.
In der Praxis sollten Sie diese nur verwenden, wenn Sie
die entsprechenden Datentypen umdefinieren wollen.
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<Deklarationsteil> ist eine endliche Folge von Vereinba-rungen
(genannt "Deklarationen"). Wir betrachten zunachst nur die
<Variablendeklaration> und die <Konstantendeklaration>. Die
<Variablendeklaration> ist eine endliche Folge von
Vereinbarungen der Form

<Liste von Variablen> <Datentyp>;

zum Beispiel folgende Vereinbarungen von sechs Varie
A, B, C24: Integer; Q17_2: Boolean; X: Character;
H11l oder B22: Float;

Der "Datentyp gibt fur die davor stehendéfariablenan,

welche Werte in ihnen abgelegt (und welche Operationen mit
ihnen ausgefthrt) werden durfen. Ada ist hier sehr konsequent
und zwingt die Programmierer zum Beispiel, klar zwischen der
ganzen Zahl 1 und der reellen Zahl 1.0 zu unterscheiden.

200¢

Eidl© VC, FMI 6t

Statt der Variablen, deren Werte sich im Laufe der Berechnung
andern kénnen, darf man auch Konstanten im Deklarationsteil
vereinbaren, deren Werte nicht abgeé&ndert werden durfen.
Hierfur schreibt man vor den Datentyp das VWanistantund

fugt den Wert (durch:=" getrennt) an.

Beispiele:

Eins: constaninteger := 1;

Pi: constar Float := 3.141592¢
E: constanfloat := 2.718281828459;
Pi_mal_E: constarkloat := Pi*E;

Dies ist erlaubt, weil
Pi und Ezuvorbereits
deklariert wurden!

Eine<Konstantendeklaration> hat also die Form:

<Bezeichner> constankDatentyp>= <Ausdruck>,
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Ein <Datentyp> kann ein <skalarer Datentyp> oder ein
<zusammengesetzter Datentyp> sein. Uns interessieren
zunachst nur die skalaren Datentypen. Hierzu gehdren:

Wahrheitswerte: Boolean
Wertebereich:B = {False, True}

Ganze Zahlen: Integer
WertebereicnZ=1{...,-2,-1,0,1, 2,3, ... }
Reelle Zahlen: Float
WertebereichlR, alle reellen Zahlen, geschrieben in
Form <ganzzahliger AnteilkNachkommastellen>
zum Beispiel: -4.13 -22.001 0.0 2.718281828459

Alphabetzeichen: Character
Wertebereich: Menge der Tastaturzeichen (sowie einige
Steuerzeichen, die nicht auf der Tastatur stehen).
Schreibweise: in Apostrophe einschliel3en, also
AT+

Diese sog. Standard-Datentypen werden ausfiihnich8.2 behandelt!

(oft auch {0, 1})
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<Anweisungsteil> ist eine endliche Folge von elementaren
und strukturierten Anweisungen. Die wichtigetementare
Anweisungst dieZuweisung Sie hat die Form

<Variable>:= <Ausdruck>;

Eine weitere elementare Anweisung ist das "nichts

Weiterhin benétigen wir elementare Anweisungen fur die Ein-
und Ausgabe

Get(<Variable>)
Put(<Ausdruck>)

Die in Get eingesetzte "Variable" muss selbstverstandlich im
Deklarationsteil deklariert worden sein. Der <Ausdruck> ist
im einfachsten Fall eine Variable; es kann auch eine Textkon-
stante der Form¥ <Text>' sein wie in: Put("N ="); Put(N);
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Wir behandeln zu Beginn der Vorlesung zunachst folgende
funf strukturierte Anweisungen:

<Anweisung> <Anweisung>

‘if <Bedingung>then<Anweisung>end if;

\if <Bedingung>then>Anweisung>else<Anweisung>end if;

while <Bedingung>oop <Anweisung>end loopg

‘for <Bezeichnerxn <Bereich>loop <Anweisung>end loop |

Bezeichnungen: sequentielle Ausfihrung von Anweisungen oder
Nacheinanderausfuhrung, einseitige Alternative, zweiseitige
Alternative, while-Schleife und for-Schleife (oder Laufschleife).
Die "Alternativen" gehoren zu den sog. bedingten Anweisungen.
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_——|Name des Programms

proceduréumme_der_ersten_n__ . o
<Deklarationsteil>

N, SummeNatural ~—| Variablendeklaration

begin

elementare Anweisung

/ elementare Anweisung
elementare Anweisung

=<

-

e I - e A

! strukturierte Anweisung
elementare Anweisung =~ IIIIIIIIIIIIIIIINTTT

<Anweisungsteil>

Uberprifung, dass das Programm korrekt aufgebaut ist.

Beispiel:Berechne die Summe der ersten n Zahlen.

Das Programm ist wie die Fakultaet aufgebaut, nur wird die
dortige Multiplikation durch die Addition und die Variable
Fak durch die Variable Summe (anfangs 0) ersetzt:

procedureSumme_der_ersten_n_Zahlen
N, Summe Natural
begin
Get(N;;
Summe= 0,
foriin 1..Nloop Summe= Summe +; end loop;
Put(N),
end;

Prifen Sie genau nach, dass dieses Programm den geforderten
Aufbau eines Ada-Programms besitzt.
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Lasst man das Programm nun laufen:

with Ada.Integer_Text_lIOuseAda.Integer_Text_10;
procedureéSumme_der_ersten_n_Zahlen

N, Summe Natural
begin

Get(N),

Summe= 0;

foriin 1..Nloop Summe=Summe +; end loop;
Put(N’;
end;

so liefert die Eingabe 5 die Ausgabe 5, anstatt 15. Dieses
Programm enthélt also einen Feh[@a das Programm korrekt
aufgebaut ist, handelt es sich um einen "logischen Fehler", der
nicht in der Syntax (= formal korrekter Aufbau), sondern in

den gewdahlten Anweisungen enthalten ist. Diesen Fehler
erkennt man hier schnell, da er nur in der Ausgabe-Anweisung
steckt: Man muss einfach Put(N) durch Put(Summe) ersetzen.
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1.5 Beispiele
Vorbemerkung "Felder" (arrays)

Vektoren sind lhnen aus der Schule gelaufig. Ofssman eine
Folge von Variablen verwalten, die der Reihe nach
durchnummeriert sind: X = {xx,, ..., %,) soll ein Vektor reeller
Werte sein. Solch einen Vektor nennt man "Feld{l(eiarray).
Wir stellen ihn in Ada dar, indem wir den Namereghi'x"), den
"Indexbereich” (hier: "von 1 bis n") und den Daignthier:
"Float") angeben. Die allgemeine Deklaration lastahit
<Name>: array(<Indexbereich>) of <Inhaltsbereich&)nkret:

X: array(1..n) ofFloat;

und man verwendet i der Form X(i) im Programm. Genau so
definiert man Matrizen ganzer Zahlen (Vektoren Vektoren):

A: array(1..n,1..m) ofinteger;
und verwendet die einzelnen Variablen in der Fofif)A
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1.5.1 Beispiel "Abzahlreim"

(1) Die Ideen umgangssprachlich aufschreiben.

n Kinder stehen im Kreis. Mit einem Reim aus m &illwvird

(beginnend mit dem Kind 1) Kind nach Kind aus dergi&

entfernt, bis nur noch ein Kind Ubrig ist. Diesidadrt eine

Funktion aiNxIN - IN durch

a(n,m) =k < Das Kind mit der Nummer k bleibt von n Kindern
beim Abzahlen mit einem Reim der LaAnge m Ubrig,
wenn das Abz&hlen mit Kind 1 begir

O 3
%k/

In dieser Skizze ist n = 5. Der
Abzéahlreim habe die Lange m =9
(z.B. "Eene meene muh und raus bist
du"). Man beginne bei Kind 1. Dann
wird als erstes das Kind mit der
Nummer 4 aus dem Kreis entfernt.

Vorbemerkung "Modulo-Rechnen” (mod)

Eine wichtige Funktion auf den natirlichen Zahleimgchliel3-
lich der Null) ist die "Modulo"-Funktion modN,*IN — IN,:
a modb = Rest, der bei der Division von a durch b Ulbtigjbt.

Beispiele:
7mod2=1, 7mod3=2, 12mod 3=0, 3 med3’

Eigenschaften fir alle a,a, IN, und bIIN:

() O=<amodhb=b-1

(i) (a;+a,) mod b = ((, mod b) + (i, mod b)) mod
(iii) (a;+ &) mod b = ((@mod b) - (amod b)) mod b

Beispiele:

Die Modulo-Funktion wird im Euklidischen AlgorithrsuggT-
Berechnung) verwendet, siehe Abschnitt 1.6. Sid @i
Kontrollrechnungen benutzt, da die Summe vielerd&amodulo
einer Zahl gleich der viel einfacher zu bestimmen8amme der
Modulo-Werte ist. Man kann sie bei Zahlensysteniasetzen.
(- Abschnitt 2.4.8 chinesischer Restklassensatz umpitédd.4.1)
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n=5, m=9

bei 1 beginnen %

4 entfernen

bei 1 beginnen %

3 entfernen

SuIepR 5
“gu“‘% 09 S \90\

w

bei 1 beginnen

1 entfernen

a(5,9) = 2
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(2) Prazise Formulierung.

Definition 1.5.1.1 Die Auswahlfunktiona:NxIN — IN wird

definiert durch:

Stelle n Personen im Kreis auf. Beginne mit der Person i = 1.
Ermittle ab hier die m-te Person, wobei die Person i mitzahlt
und im Kreis zur jeweils ndchsten Person gegangen

Entferne diese m-te Person aus dem Kreis; i sei die Nummer
der nachsten Person hinter der entfernten Person. Wiederhole
dieses Verfahren dann mit den verbleibenden n-1, n-2, ...
Personen, bis nur noch eine Person ubrig ist.

Setze a(n,m) = die Nummer dieser verbleibenden Person.
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Seien also: i die Nummer der Position, ab der die Zéhlung
mit 1 beginnt, k die Anzahl der Personen im Kreis und m die
Lange des Abzahlreims, dann erhalten wir die Position der zu
entfernenden Person j durch das Programmsttick

j = (i-1) + (m_modk);
if j = 0 thenj := k; endif;
if j > k thenj :=j-k; endif;

Der Vektor P = (P(1),P(2),...,P(Kk)) ist nun zu ersetzen durch
(P(2),...,P(-1),P(j+1),...,P(k)), also einen Vektor aus nur noch
k-1 Komponenten. Dann erniedrigt man k um 1 und setzt i
auf j, denn dort steht ja nun die Person, ab der weitergezahlt
werden muss). Diese Berechnung wiederholt man, bisk =1
geworden ist.
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Dies ist noch "zu anschaulich". Wir wollen préazise die
Nummer der zu entfernenden Person ermitteln. Wir gehen
von k Personen aus, anfangs ist k = n. Hierzu schreiben wir
die Nummern der Personen in einen Vektor. Anfangs lautet
dieser Vektor: P = (1, 2, 3, 4, ..., n). Wir starten mit der
Person an der i-ten Position; diese hat die Nummer P(i).

Um die Position j der zu entfernenden Person zu berechnen,
mussen wir m zu -1) addieren, weil das Zahlen mit

Position i als erster (und nicht als nullter) Position beginnt.
Es genugt jedoch, nur (m mod k) Positionen weiter zu
zahlen, weil man nach k Schritten ja immer wieder bei der
gleichen Position im Kreis ankommt. Wir bilden also

] = (i-1) + (m mod k). Wenn ¥ <k ist, sind wir fertig.

Falls j = 0 ist, so ist im Kreis die Position k gemeint, ist j > k,
dann muss einfach nur k von j subtrahiert werden.
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Wir geben nun sofort den Algorithmus in Ada an.

procedurédbzaehlfunktion is
N: constantnteger := 5; M;_constannteger := 9;
I, J, K: Integer; P: array(IN) of Integer;

beqgin
for Z in 1..N loopP(2Z) := Z; endoop;
=1, K:=N;

while K > 1 loop
J:=(I-1) + (M moc K);
if J =0 then) := K; endf;
if J>Kthen) := J-K; endf; --hiergilt: 1 <=J <=K
for Z in J+1..K loopP(Z-1) := P(Z);_endoop;
=7, K:=K-1;
endloop;
New_Line; Put("N ="); Put(N,4); Put(", M ="); Put(M);
Put("; Letzter ="); Put(P(1),4);
end
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(3) Ermitteln von Eigenschatften.

Eine Eigenschaft erkennt man sogleich: Wenn

m modk = (m+s) mock furallek=1,2,...,n
ist, dann kommt auf jeden Fall fir m und fir m+s der gleiche
Wert heraus, da dann das gleiche j berechnet wird.

Das kleinste s mit dieser Eigenschatt ist das kgV(1,...,n) =
kleinstes gemeinsames Vielfaches der Zahlen von 1

Also gilt fur alle nattrlichen Zahlen n :
a(n, m) = a(n, m+kgV(1,...,n))
(4) Losungs-Algorithmus

bereits erledigt
(5) Programm in Ada

fur alle natirlichen Zahlen m.

(6) Testen, Verifizieren, Messen

Sie kdnnen Messungen wie in Abschnitt 1.3 vornehmen.
Auch kdnnen Sie die Deklarationen fir N und M entfernen
und dafur zwei Schleifen

forNin 1..12 loop
forMin 1..15 loop

um die Anweisungen legen, die F-Werte in einem Feld A
array(1..12,1..15) ofnteger ablegen und diese Werte am
Ende ausdrucken, wodurch eine Tabelle der a-Funktion
entsteht, siehe nachste Folie. Details siehe unter 1.7.

Die Zeit hierfur ist wiederum kaum messbar; am langsten
dauert die Ausgabe.
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m

1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15
1: 1111111111111 11
2: 21 21 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
3: 3 32 2 11 3 3 2 2 11 3 3 2
4. 4 1 1 2 2 3 2 3 3 4 4 1 4 1 1
5: 5 3 4 1 2 4 4 1 2 4 5 3 2 5 1
6: 6 51 5 1 4 5 3 5 2 4 3 3 1 4
7: 7 7 4 2 6 3 5 4 7 5 1 1 2 1 5
8: 8 1.7 6 3 1 4 4 8 7 4 5 7 7 4
9: 9 311 8 7 2 3 8 8 6 8 2 3 1
10: |10 5 4 5 3 3 9 1 7 8 710 5 7 6
11 11 7 7 9 8 9 5 9 5 7 711 7 10 10
12 12 910 1 1 312 5 2 5 611 812 1

Die Abzahlfunktion a(n,m) fir kleinere Werte.

81
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Hinweis: 1.5.2 wird
in der Vorlesung
nichtbehandelt.

1.5.2 Beispiel "Harmonische Funktion”

(1) Die Ideen umgangssprachlich aufschreiben.

In vielen Anwendungen benétigt man den natdrlichen
Logarithmus In(y), also die Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion &fir die Zahl e= 2,718281828459.
Oft bendtigt man den Logarithmus nur fur die natirlic
Zahlen. n 1
Wegen In(n) =I ™ dx

n
' . S )
kann man versuchen, die Sum T als Naherung zu
verwenden. Wir streben i=1

fur diese Summe mdglichst genaue Werte an.
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(2) Prazise Formulierung.

Definition 1.5.2.1 Die Harmonische FunktioH: IN; - IR
wird definiert durch:

H(0) =0
H(n) = H(n-1) +

furn>0.

Offenbar gilt (schrittweise einsetze
C 1
H) =2+
i=1

Wir wollen zunéchst die Beziehung zwischen H(n) und In(n)
klaren und dann H(n) berechnen.

Eidl© VC, FMI

2n 1 2n-l on
1
H) =2+ = %.+ > -
1I=1 i=1 i=2n1+1
2n
1
> HE™M + 2 o= HEWD +—
o 2
i=2"1+1

Es gilt fur jedes n:
H(2" > H(2"Y) +1/2 > H(™2) + 1 > H(?3) + 3/2 > ..
> H(2™ + n/2 = H(2) + n/2 > n/2.
Zeigen Sie auf die gleiche Weise: F)( n+1 fur alle n > 0.

Feststellung 1.5.2:2

Die Funktion H ist streng monoton und wachst unbeschrankt.
Speziell gilt fur alle n > 0: n/2 < H{R< n+1.
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(3) Ermitteln von Eigenschaften.

Funktionstabelle der ersten zwolf Werte:

n H(n) exakt Naherungswert
1 1/1 1.000000000000
2 3/2 1.500000000000
3 11/6 1.833333333333 | Aus der Defi-
4 25/1z2 2.0833333333: nition folgt:
5 137/60 2.283333333333 | H(n+1) > H(n),
6 49/20 2.450000000000 |d.h., H ist eine
7 363/140 2.592857142857 | streng mono-
8 761/280 2.717857142857 |ton wachsende
9 7129/2520 2.828968253968 | £ ,nktion.
10 7381/2520 2.928968253968
11 83711/27720 3.019877344877
12 86021/27720 3.103210678211
200¢ Eidl © VC, FMI 8€
f(x) Die Funktion f(x) = 1/x.
5 .
4 .
3 °
2
1
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Der Verlauf der Funktion f(x) = 1/x. Veranschaulichung von H(n) und In(x).

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
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Betrachte den Bereich von n bis n+1. _
Fortsetzung: (3) Eigenschaften:

T(n+1) sei der Anteil, 1 n
um den der natiirliche  n’ In(n) = (H(n) - 1) + Ta) .
Logarithmus beim Uber- ()= (A - 1) i§2 0
gang von n nach n+1
mehr als 1/(n+1) WéChSLLl Hieraus folgt0.5 < H(n) - In(n)< 1 wegen:
n+
Setze also n
T(0)=0, T(1)=C H(n)-In(n) = 1- >~ T(), d.h.: H(n)- In(n)< 1.
In(n+1) - In(n) ) i=2
= T(n+1) + 1/(n+1) Flache des 1
fiirn > 0. unteren Rechtecksh—+1 n 1 n 11
H -In(m =1-3 T() > 123 (7 1)
Es gilt offenbar: i=2 i=p " |
11 1 1 1
Tn+tl) <5+ =7 =1-=—(1-—=) > 05
( ) 2 (n n+1) 0 N ntl 2 ( n
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Die Differenz H(n) - In(n) bewegt sich also im Intervall
von 0.5 bis 1. Diese Differenz ist streng monoton fallend,
denn es gilt fur jedes n:

(H(n+1) - In(n+1)) - (H(n) - In(n)) =

n+1 n
1-D T@) - A T@) = -T(n+1) < 0.
i=2 i=2

Da H(n) - In(n) mit wachsendem n in jedem Schritt kleiner
wird, andererseits aber durch 0.5 nach unten beschrankt ist,

muss es einen Grenzwert C geben mit
C= lim (H(n) - In(n)) (sog. Eulersche Konstante).

Hinweis: C wurde vor 200 Jahren von Euler als 023bb6649... berechnet.

(4) Losungs-Algorithmus

Vorgehensweise:
Wir berechnen nacheinander H(i) furi=0, 1, 2, ..., n.

Gegeben sei also eine nattirliche ZahDnDiese wird in
einer Variablen N abgelegt. In der Variablen H werden die
Zwischenergebnisse H(0), H(1), H(2), ..., H(i)) und am E
das Ergebnis H(n) stehen.

Lies nin die Variable N ein.

Setze H anfangs auf den Wert 0.

Furi=1, 2, ..., N wiederhole: Erhéhe H um 1/i.
Gib den Wert von H als Ergebnis aus.

200¢
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procedureHarmonische_Funktion is

N, i: Natural; H:rationale_Zabhl;

begin
Get(N); H:=0;
fori:=1toNdo H:=H+1/i od
Put(H)

end

Das Verfahren entspricht genau der Definition 1.5.2.1.

Das Problenbesteht in dem Begriff "rationale_Zahl".

Was ist das genau? Wie stellt man solche Zahlen dar?
Wie bildet man 1/i und wie addiert man rationale Zahlen?
(Das behandeln wir in Abschnitt 1.6.)
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(5) Ubertragen in ein Ada-Programm

Wir entscheiden uns zunachst dafur, die Zahlen als reelle
Zahlen aufzufassen. Hierfur gibt es in Ada den Datentyp
Float Die Schnittstelle nach au3en (with, use) muss um
die reellen Zahlen erweitert werden.

Wie schon erwahnt, achtet Ada peinlich genau darauf, dass
man Datentypen nicht durcheinander wirft. Integer wird
nicht automatisch als Teilmenge von Float angesehe-

dern die Daten mussen explizit umgewandelt (konvertiert)
werden. Die Umwandlung eines Integer-Wertes X in einen
Float-Wert geschieht durchioat(X). Das Umgekehrte,

also die Umwandlung einer reellen Zahl Y in die nachst
liegende ganze Zabhl, erfolgt durttieger(Y) Weiterhin

durfen wir nicht die ganze Zahl 1, sondern wir missen die
reelle Zahl 1.0 verwenden.

200¢
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Somit erhalten wir das Programm

with Ada.Integer_Text_lojseAda.Integer_Text_lo;
with Ada.Float_Text louseAda.Float_Text_lo;

proceduréHarmonische_Funktiors
N: Natural; H: Float;

begir
Get(N);
H:=0.0;
for1in1..Nloop H := H + 1.0/ Float(l)end loop
Put(H);
end

200¢
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So entsteht das Programm

with Ada.Integer_Text_lojseAda.Integer_Text_lo;
with Ada.Float_Text louseAda.Float_Text_lo;
with Text_lo;useText _lo;

proceduréHarmonische_Funktiors
N: Natural; H: Float;
begin
Get(N);
H:=0.0;
New_Line;
forlin 1..Nloop
H:=H + 1.0/ Float(l);
Put(1,6); Put(H,4,9,0); New_Line;
end loop
end

97

Wir wollen das Programm nun ein wenig modifizieren.

(1) Es sollen die H-Werte tabellenartig von 1 bis N
ausgegeben werden. Dies erreicht man durch

New_Line; Put(l); Put(H);
in der for-Schleife. Man muss aber eine weitere with
Zeile hinzufiigen, um New_Line verwenden zu kénnen.

(2) Die Tabelle soll auch "schon" aussehen. Insbesondere
sollen alle Zahlen ordentlich untereinander stehen.
erreicht man, indem man in die Put-Anweisung weitere
Zahlen einfugt und zwar:

Put(l,a) bewirkt bei einer Integer-Variablen I, dass der
Wert von | mit genau a Stellen ausgegeben wird.

Put(X,a,b,c) bewirkt, dass eine reelle Zahl mit a Stellen
vor dem Dezimalpunkt, b Stellen nach dem Dezimalpunkt
und c Stellen fur einen Exponententeil ausgedruckt wird.

200¢
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Gibt man 60 ein, so erhalt man eine Tabelle miZéilen
und viel freiem Platz. Man sollte die Tabelle daimedrei
Spalten drucken, indem man New_Line nur jedesedkital
benutztif (I mod3) = 0 thenNew_Line;end if,

Dies fuhrt zu folgendem Programm:

with Ada.Integer_Text_loyseAda.Integer_Text_lo;
with Ada.Float_Text_louseAda.Float_Text_lo;
with Text_lo;useText_lo;

procedur Harmonische Funktion_mit_Tabellenausgis
N: Natural; H: Float;

begin
Get(N); H:=0.0; New_Line;
forlin 1..Nloop

H :=H + 1.0/ Float(l);
Put(1,6); Put(H,4,9,0)f (I mod3) =0 thenNew_Line;end if,
end loop

end

200¢
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(6) Testen, Verifizieren, Messen
Die Ausgabe dieses Programms bei Eingabe 60:

1

4

7
10
13
16
19
22
25
28
31
34
37
40
43
46
49
52
55
58

1.000000000
2.083333492
2.592857361
2.928968430
3.180133820
3.380728960
3.547739744
3.690813303
3.815958261
3.927171230
4.027245522
4.118210316
4.201586723
4.278543472
4.349998951
4.416687489
4.479205608
4.538044453
4.593612671
4.646255016

1.500000000
2.283333540
2.717857361
3.019877434
3.251562357
3.439552546
3.597739697
3.734291553
3.854419708
3.961653948
4.058495522
4.146781921
4.227902412
4.302933693
4.372726440
4.437963963
4.499205589
4.556912422
4.611469746
4.663204193

1.833333373
2.450000286
2.828968525
3.103210688
3.318228960
3.495108128
3.645358801
3.775958300
3.891456842
3.994987249
4.088798523
4.174559593
4.253543377
4.326743126
4.394948483
4.458797455
4.518813610
4.575430870
4.629013538
4.679871082

200¢
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1.6 Beispiel "Rationale Zahlen"

(1) Die Ideen umgangssprachlich aufschreiben.

101

Die Ergebnisse sind manchmal ab der 7. Stelle nicht mehr
korrekt. Das liegt an derRundungsfehlernbeim Datentyp
Float. Denn der Wert 1/i kann im Rechner nur auf etwa 7
Stellen nach dem Komma genau dargestellt werden und bei
der Summation erhdhen sich diese Fehler meist noch.

Die Ergebnisse waren genau, wenn man die Werte H(i) als
rationale Zahlen, also als ein Paar (Zahler, Nenner) schreiben
wirde. Dann muss man aber die arithmetischen Operat

auf rationalen Zahlen exakt nachvollziehen.

Genau dies wollen wir nun tun. Wir definieren den Datentyp
"rationale Zahlund geben die Addition an. Dies wird bereits
ausreichen, um eine rationale Zahl als Ergebnis der harmoni-
schen Funktion zu erhalten.

Es soll ein Programm geschrieben werden, das rationale
Zahlen verarbeiten kann. Eine rationale Zahl ist ein Paar
(z,n) mit einer ganzen Zahl z und einer nattrlichen Zahl n.

Diese Darstellung isnicht eindeuti, da (zn) und (-z,r-n) fur
jede nattrliche Zahl r>0 die gleiche rationale Zahl bezeich-
nen. Kurzt man jedoch so weit wie mdglich, so ist die
Darstellung eindeutig, insbesondere wird die Zahl Null durch
(0,1) dargestellt.

Im Alltag lasst man auch negative Zahlen im Nenner zu.
Dies wollen wir hier aber nicht erlauben.

200¢
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(2) Prazise Formulierung.

Definition 1.6.1 Bilde die Menge von Paaren

Q' ={(z,n) | Z7Z und nCJIN}.
Zwei Darstellungen (zn,) und (z, n,) heil3en gleichwenn
z,:n, = z,yn, gilt. Es sei

[(z,n)] ={(z',n") | (z',n") und (z,n) sind gleich}
die Klasse der zu (z,n) gleichen Paare.
Dann heil3

Q={[(z,n)] | zOZ und nJIN}
die Menge der rationalen Zahlen

1.6.2 NormalformZu jeder Klasse [(z,n)] kann man das Paar
(z/k,n/k), falls z20 ist, mit k=ggT(z,n), bzw.
(0,1), falls z=0 ist,

als eindeutigen Reprasentanten wahlengroRter gemeinsamer
Teiler von zund n

200¢
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Definition 1.6.3 Auf Q sind die tblichen Operationen ein- und
zweistelliges Plus und Minus, Absolutbetrag, Multiplikation,
Division sowie die Vergleiche definiert:

-z m]=1[¢z,n], +[(z,m]=I[(z n)],

abg[(z, n)]) = [(abgz), n)],

[(z1, )]+ (22, )] = [21Np+Z 0y, NpNy)]

[(z1,n)] - [(z2 )] = [24Ny-Zomy, Ny Ny)]

[(z1, n)] - [(z2 )] = [(21:25, ny1)]

[(zy, )1/ [(z5, )] = [(z4:ny, NyZ,)] fUr 2,70 (sonst undefiniert)
[(zy WI<[(Zzm)] = zyn, < Nz,

[(zy,n)]=[(z,, )] = z;n,= Nz, und analog fir >5, 2, #.

(Siehe Mathematik: Mit diesen OperationerQ&in Korper.)

200¢
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(5) Programm in Ada

Definition des Datentyps der rationalen Zahl&wischen
recordundend recordverden die einzelnen Komponenten
aufgeschrieben; jede Komponente wird durch einen Bezeichner
("Selektor") identifiziert (der Datentyp "Positive" bezeichnte

alle naturlichen Zahlen ab der Zahl 1):

type Rationalis record
Zaehler: Integer;
Nenner: Positive
end record

Nun folgt einProgrammestiick zur Multiplikation:
X, Y: Rational; -- zwei Variablen vom Datentyp Rational
Z: Rational; -- Ergebnis der Multiplikation
begin -- Berechne die beiden Komponenten
Z.Zaehler := X.Zaehler * Y.Zaehler;
Z.Nenner := X.Nenner * Y.Nenner;
end

-- Definition von Rational
-- die Komponente "Zaehler": ganze Zahl
-- die Komponente "Nenner": nat. Zahl

200¢
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(3) Ermitteln von Eigenschaften (Analysieren des Problems)

Dieser Teil soll hier entfallen, da wir die rationalen Zahlen al
bekannt vorausgesetzen und die Definitionen direkt in
Programmestiicke Ubertragen werden.

(4) Loésungs-Algorithmus

Anstelle vomQ verwenden wir die Menge Q' und benutzen die
Normalform 1.6.2, aul3er in Zwischenrechnungen. Somit

der Datentyp "rationale_Zahl" durch Paare aus Integer und
Natural beschrieben.

Die Operationen werden mit Hilfe der bereits bekannten
Operationen der ganzen Zahlen unmittelbar so durchgefihrt,
wie es in der Definition 1.6.3 angegeben ist.

Wir formulieren alles sofort in Ada.

200¢
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Es wurden also Variablen X und Y eingefuhrt, die aus
zwei Komponenten bestehen. Die eine Komponente wird
durch X.Zaehler, die andere durch X.Nenner angespro-
chen. Man spricht von dePunkt-Notatiofi und meint
damit, dass man auf die Komponenten einer Variablen
Uber die jeweiligen Bezeichner (die so§elektoref
Zaehler und Nenner) zugreifen kann, indem |
X.<Selektor>
schreibt.

Wenn X den Wert (4,13) besitzt, also die rationale Z@%I
bezeichnet, so kann man den Wert 4 durch X.Zaehler
und den Wert 13 durch X.Nenner ansprechen und ggf.
verandern.

200¢
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Modellvorstellung Variablen lassen sich ineinander schachteln.
Gedankliche Zusammenfassung mehrerer Behaltemen Eariablen
zu einem "strukturierten Behélter" (wie eine Werkgldste oder eine
Besteckschublade). Die Operationen Einfligen undeses und der
Kontrollmechanismus bleiben auf die "innersten” &tdr beschrénkt,
in denen die Werte gespeichert sind. Diese wertden R.Zaehler und
R.Nenner angesprochen.

\/ \/

| Integer

Natural

Zahler

Nenner

Nun wollen wir das Programmsttick fur die Multiplikation
Mult: @ x Q —» Q so deklarieren, dass wir diese Uberall im
Programm benutzen kdnnen. In Ada formuliert man dies als
Funktion (Schlusselwoftinction) mit den Parametern A und
B, beide vom Datentyp Rational; auch das Ergebnis ist vom
Typ Rational. Formulierung in Ada:

functionMult(X, Y: Rational)returnRationalis

Z: Rational;

begin
Z.Zaehler := X.Zaehler * Y.Zaehler;
Z.Nenner := X.Nenner * Y.Nenner;
returnZ;

end

200¢ Eidl© VC, FMI 10¢ 200¢

Ahnlich kénnen wir die Funktion Negatio@: - Q
deklarieren, die zu einer rationalen Zahl x die Zahl -x liefert:

functionNegativ (X: RationalyeturnRationalis
Z: Rational;
begin

Z.Zaehler := -X.Zaehler;

Z.Nenner := X.Nenner,

returr Z,;

end

Hinweis: Man hatte auch die Multiplikation mit der rationalgahl
(-1,1) durchfiihren, also folgende Funktion Neg dgklen kdnnen:
functionNeg(X: RationalyeturnRationalis
Z: Rational;
begin Z.Zaehler :=-1; Z.Nenner := 1;
returnMult(X, 2);
end

Eidl © VC, FMI 11C

Funktionenwerden im <Deklarationsteil> definiert.

Funktionen kdnnen in Ausdriicken wie gewohnt eingesetzt
werden. Z.B. kann man Mult mit zwei konkreten rationalen
Zahlen verwenden ("aufrufen™) und erhélt deren Produkt als
Ergebnis.

Das heil3t: Funktionen besitzen (“formale™) Parameter, die bei
ihrer Verwendung durch aktuelle Werte ("aktuelle Parameter")
ersetzt werden. Mit diesen aktuellen Werten wird die Funl
dann durchgerechnet. Eine solche Verwendung nennt man
einenAufruf.

Der Aufruf Mult((20,17),(34,12)) liefert also das Ergebnis
(680,204).

Die Normalform fir (680,204) lautet (10,3). Man muss also
noch durch den gro3ten gemeinsamen Teiler, den ggT, teilen!
Dies wollen wir sofort nachholen.
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Wir brauchen also eine Funktion gdN;xIN, — IN,, die zu
zwei natlrlichen Zahlen deren grof3ten gemeinsamen Teiler
liefert. Diese Funktion ist aus der Schule bekannt. Man
berechnet sie mit dem "Euklidischen Algorithmus", indem
man die Eigenschaften (wird erlautert spater in 2.4.2-2.4.4.)
ggT(a,b) =ggT(b, a mobl) firb >0 und
ggT(a,0) =a
ausnutzt. Als Funktion in Ada geschrieben:

functionggT(A, B: Natural)returnNaturalis
R, S, T: Natural,
begin S:=A; T :=B;
while T /= Oloop Prifen Sie,
R:=SmodT:S:=T'T:=R: was geschieht
' T wenna=0
end loop oder b = 0 oder
returns; beide Zahlen
end gleich 0 sind!
200¢ Eidl © VC, FMI 11:

Nun ist klar, wie Addition und Subtraktion zu deklarieren sind:

functionAddition(X, Y: Rational)returnRationalis
Z: Rational; G: Natural;
begin
Z.Zaehler := X.Zaehler * Y.Nenner + Y.Zaehler * X.Nenner;
Z.Nenner := X.Nenner * Y.Nenner,
if Z.Zaehler = (ther Z.Nenner := 1
elseG := ggT@bgZ.Zaehler), Z.Nenner);
Z.Zaehler := Z.Zaehler/G;
Z.Nenner := Z.Nenner/G;
end if,
returnZ;
end

Mit Hilfe der Funktion ggT formulieren wir die Funktion
Mult nun so, dass sie stets eine Normalform als Ergebnis
liefert, wobei wir den Sonderfall Null zu beachten haben:

functionMult(X, Y: Rational)returnRationalis
Z: Rational; G: Natural;
begin
Z.Zaehler := X.Zaehler * Y.Zaehler;
Z.Nenner := X.Nenner * Y.Nenner;
if Z.Zaehler = @GhenZ.Nenner :=1;
else G := ggT@bgZ.Zaehler), Z.Nenner);
Z.Zaehler := Z.Zaehler/G;
Z.Nenner := Z.Nenner/G;
end if,
returnZ;
end

200¢
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functionSubtraktion(X, Y: RationaljeturnRationalis
Z: Rational; G: Natural;
begin
Z.Zaehler := X.Zaehler * Y.Nenner - Y.Zaehler * X.Nenne
Z.Nenner := X.Nenner * Y.Nenner,
if Z.Zaehler = @GhenZ.Nenner :=1;
elseG := ggT@bgZ.Zaehler), Z.Nenner);
Z.Zaehler := Z.Zaehler/G;
Z.Nenner := Z.Nenner/(
end if,
returnZ;
end

-

Hinweis: Man héatte die Subtraktion auch auf die itidd

zurickfihren kdnnen mittels der Funktion Subtrakt:
functionSubtrakt(X, Y: RationaljeturnRationalis
begin returrAddition(X, Negation(Y));end

200¢
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Nun haben wir alles zusammen, um die harmonische Funk-
tion H als rationale Zahl berechnen zu kdnnen. Schema:

with ...; use....;
proceduréHarmonische_Funktion_Rational
typeRationalis ...
N: Natural; H, Bruch: Rational;
functionggT(A, B: Natural)returnNaturalis ...
functionAddition(X, Y: Rational)returnRationalis ...
begir
Get(N); H.Zaehler := 0; H.Nenner :=1;
forlin 1..Nloop
Bruch.Zaehler:=1; Bruch.Nenner:=l;
H := Addition(H, Bruch);
end loop
New_Line; Put("Zahler: "); Put(H.Zaehler,9);
New_Line; Put("Nenner: "); Put(H.Nenner,9);
end

200¢

Es folgt das Programm fur die harmonische Funktion.

Am Ende drucken wir noch H.Zaehler/H.Nenner als reelle
Zahl zum Vergleich mit den Ergebnissen des Programms in
Abschnitt 1.5.2 aus.

with Ada.Integer_Text_logiseAda.Integer_Text_lo;
with Ada.Float_Text louseAda.Float_Text _lo;
with Text_lo;useText_lo;

proceduréHarmonische_Funktion_Rational

typeRationalis record  -- Definition von Rationalen Zahlen

Zaehler: Integer; -- die Komponente "Zaehler": ganze Zalpl
Nenner: Positive; -- die Komponente "Nenner": nat. Zahl 3 0
end record

N: Natural: H, Bruch: Rational;
-- Bruch speichert die Zahl 1/i
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functionggT(A, B: NaturalyeturnNaturalis

R, S, T: Natural; -- groRRter gemeinsamer Teiler

begin S:=A; T:=B; --Verfahren: Euklidischer Algorithmus
while T /=0loop R :=SmodT;S:=T; T :=R;
end loop -- Hinweis: hier ist ggT(0,0) = 0, aber:
returnS; -- (0,0) tritt bei der harmonischen Funktion

end -- nie als aktueller Parameter auf

functionAddition(X, Y: Rational)returnRationalis
Z: Rational; G: Naturg --X+Y=2Z. G speicherteinen g
begin -- Berechnung gemaR Definition der Additipon
Z.Zaehler := X.Zaehler * Y.Nenner + Y.Zaehler * X.Nenner;
Z.Nenner := X.Nenner * Y.Nenner;
if Z.Zaehler = GhenZ.Nenner := 1;
elseG := ggT@bgZ.Zaehler), Z.Nenner);
Z.Zaehler := Z.Zaehler/G; Z.Nenner := Z.Nenner/G;
end if;
returnZ,; -- das Ergebnis ist in Normalform!
end

14
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-- Beginn des eigentlichen Programms zur BerechwvongH
begin
Get(N); H.Zaehler :=0; H.Nenner :=1;
forlin 1..Nloop --Addiere den Bruch 1/i zu H, fiir i von 1 bis N.
Bruch.Zaehler := 1; Bruch.Nenner :=1;
H := Addition(H, Bruch);
end loop
New_Line; Put("Zahler: "); Put(H.Zaehler,9);
Put(" Nenner:"); Put(H.Nenner,
New_Line; Put("Zum Vergleich: ");
Put(Float(H.Zaehler)/Float(H.Nenner),4,9,0);
end

Beispiel: Das Programm liefert bei Eingabe 19 die Ausgabe:
Zahler: 275295799
Nenner: 77597520
Zum Vergleich: 3.547739744

Eidl© VC, FMI 11¢ 200¢
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(6) Testen, Verifizieren, Messen

Beispiel: Obiges Programm liefert bei Eingabe 19 die Ausgabe:
Zéahler: 275295799  Nenner: 77597520
Zum Vergleich: 3.547739744

Ab N=20 erfolgt ein Constraint_Error wie in 1.3 (6). Dies
l&sst sich hin zu gréReren Eingabezahlen hinausschieben,
indem man durch den ggT bereits tdakyordie Produkte,

die groRer als2-1 werden, gebildet werden.

Aufgabe fur Sie: Verdndern Sie das Programm so, de

fur groRere Eingabezahlen als 19 noch funktioniert. Sie
kénnen auch mit dem kgV (= kleinstes gemeinsames
Vielfaches) arbeiten. Fligen Sie rationale Operatoren hinzu,
experimentieren Sie hiermit usw.

Wir wenden uns nun der Beschreibung des Deklarationsteils
eines Ada-Programms und hier zun&chst den Funktionen
und Prozeduren zu.

1.7 Funktionen und Prozeduren

Der <Deklarationsteil> besteht aus einer Folge von
Deklarationen. (Evtl. ist der <Deklarationsteil> leer.)

Es gibt verschiedene Arten von Deklarationen, z.B.:

<Variablendeklaration> siehe 1.4
<Konstantendeklaratior siehe 1.
<Typdeklaration> z.B. typRational in 1.6
<Untertypdeklaration> siehe 1.9.1
<Funktionsdeklaration> z.B. functiggT in 1.6
<Prozedurdeklaration> siehe im Folgenden
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1.7.1 Eine Funktionsdeklaratiost von der Form

function<Name der Funktiong<Parameterteil> Kopf
return<Datentyp>is

<Deklarationsteil>
begin
<Anweisungsteil>
enc <optional: Name der Funktior;

Rumpf

Zusatzliche Forderung: Durchlauft man <Anweisungsteil>
in dieser Funktion, so muss man stets auf eine elementare
Anweisung der Formreturn<Ausdruck>; stol3en. Der

Wert dieses Ausdrucks ist das Ergebnis der Funktion.
Dieser Wert muss genau von dem Datentyp sein, der in der
Kopfzeile der Funktion hinter "return” steht.

Standardbeispiel ggTEuklidischer Algorithmus (dieses Mall
mit Abfragen am Anfang; hier ist ebenfalls ggT(0,0) = 0):

with Ada.Integer_Text_IOyuseAda.Integer.Text_1O;
procedureeuklidlis
A, B, R: Natural,
begin Get (A); Get (B);
if (A>0)or(B>0) then
if A<Bther R:=A; A:=B; B:=R;encif;
while B /=0 loop
R :=AmodB; A:=B; B:=R; end loop
end if;
Put (A);
end
Wir schreiben diesen Algorithmus in eine Funkti@miN, x IN; nachIN, um,

wobei die Eingabe durch "Parameter” und die Ausghibeh "return” erfolgt.
Fur diese Umwandlung ist also nur sehr wenig zu tun
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Parameter X und Y

Ergebnisyp

function euklid1(X, Y: NaturalyeturnNaturalis

A, B, R: Natural; _ _
Das Einlesen wird durch
Wertzuweisungen erset

begin A:=X; B:=Y;
if A<Bther R:=A; A:=B; B:=R;encif;

if (A>0)or (B> 0) then

while B /= 0loop
R :=AmodB; A:=B; B:=R; endloop
end if;
returnA; @
end

@s man aul3erhalb der Funktion beibehal

Die Funktion euklid1 wird im Deklarationsteil definiert. Ab
dieser Stelle ist der Name bis zum Ende des zugehdrigen
Anweisungsteils bekannt ("Sichtbarkeitsbereich"). Hier kann
euklidl in allen ganzzahligen Ausdriicken verwendet werden,
wobei die aktuellen Parameterwerte naturliche Zahlen sein
mussen, z.B. (K sei vom Typ Natural; I, J, M: Integer):

M := (7 + euklid1(K, 720)} (I + J);

Generell kann eine Funktion der Form

function ... return T is ....
wie jeder Operand vom Datentyp T in Ausdrticken
verwendet werden.

200¢
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Der <Parameterteil> ist meist eine

<Liste von formalen Parametern>
Falls es keinen Parameter gibt, entf§ltParameterteil},
anderenfalls werden die "formalen" Parameter mit ihren
Datentypen aufgelistet (je Datentyp getrennt durch
Semikolon, die einzelnen Parameter fir jeden Datentyp
getrennt durch Kommata).
Funktionen werden nur in Ausdrticken verwendet. Hierbei
spricht man von einem "Funktionsaufruf". Die
"Funktionsaufruf" hat die Form

<Name der Funktion> (<Liste von aktuellen Parametern>)
wobei es genau so viele aktuelle wie formale Parameter geben

und jeder aktuelle Parameter den gleichen Datentyp wie sein
zugehdriger formaler Parameter haben muss. Aktuelle
Parameter sind meist Ausdriicke, z.B.:

Z = euklid1(1+J*4, (K+)*(1+J)) + I;

Eidl © VC, FMI 12¢

Verwendung in einem Programm

with Ada.Integer_Text_lojseAda.Integer_Text_lo;
procedurelestprogramm_ggis

function euklid1(X, Y: Natural)}eturnNaturalis
A, B, R: Natural,
begin A:=X; B:=Y,
if (A>0)or(B>0) then
ifA<BthenR :=A; A:=B; B:=R;endif,
while B /= 0 loogp
R :=AmodB; A:=B; B:=R; endloop
end if,
returnA,
end
m, n: Natural;
begin Get(m); Get(n);
Put(euklid1(m,n)); Put(euklid1(m+1,n+1));
end

200¢
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1.7.2 Prozedurdeklaration

procedure<Name der Prozedure<Parameterteil> is
<Deklarationsteil>

begin
<Anweisungsteil>

end<optional: Name der Prozeduy>

Unterschied zur Funktionsdeklaration:

Eine Funktion muss stets Uber ereturr <Ausdruck>"
verlassen werden. Sie berechnet einen Wert. Sickdeiner in
Ausdriicken verwendet.

Eine Prozedur beschreibt einen Algorithmus uncttieflaher
keinen einzelnen Wert. Der Prozeduraufruf wird wsiige
Anweisung verwendet.

Die Prozedur endet damit, dass man auf das |letntd trifft.
Will man die Prozedur friiher verlassen, so kann diaga mit
der elementaren Anweisungeturn;' erreichen.

Hinweis: Wie bei der Funktion nennt man den Teihvo
procedurebisis "Kopf der Prozedur", den Rest "Rumpf".

200¢
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Wir ziehen das Vertauschen als Prozedur heraus:

with Ada.Integer_Text_loyseAda.Integer_Text_lo;
with Text_lo;useText_lo;
procedureOrdne_drei_Zahlen_is
- proceduré/ertausche (X, Yin outInteger)is
 H: Integer;
~ beginH:=X; X:=Y; Y:=H; end
A, B, C: Integer
begin Get(A); Get(B); Get(C);
if B < AthenVertausche (A, B)end if;
if C <AthenVertausche (A, C); Vertausche (B, C);
else ifB < Cthen nul}
elseVertausche (B,Cknd if;
end if;
Put(A,7); Put(B,7); Put(C,7);
end,

Beispiel:Herausziehen eines Teilalgorithmus als Prozedur

with Ada.Integer_Text_loyiseAda.Integer_Text_lo;
with Text_lo;useText_lo;
procedureOrdne_drei_Zahlen_ia

A, B, C, H: Integer,
begin Get(A); Get(B); Get(C);

if B<AthenH:=A; A:=B; B:=H;end if --nunistA<=B

if C<Ather H:=A; A:=C; C:=H; -A<C<=E
H:=B; B:=C; C:=H; --A<B<=C

else ifB < Cthen null -A<=B<C

else - hieristA<=C <=B

H:=B; B:=C; C:=H;

end if —-nunistA<=B<=C
end if, --stets:A<=B<=C
Put(A,7); Put(B,7); Put(C,7);

end;
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1.7.3 Rekursion

Im Inneren einer Funktion ist der Name der Funktion bekannt

(man sagt auch "sichtbar"), denn er wurde ja bereits durch
function .... eingefuhrt. Man darf daher dort die Funktion
selbst verwenden. Die (direkte oder indirekte) Verwendung
einer Funktion in ihrem eigenen Rumpf nennt rRakursion

Erstes Beispiel: Die Fakultatsfunktion

nl= 1 firn=0
' n-(n-1)! farn>0

functionFak (n: NaturalyeturnNaturalis
begin

if n=0then returrl; else returm*Fak(n-1);end if;
endFak;

Vorteil: Diese rekursive Formulierung tibernimmt direkt die
Definition und ist daher korrekt.

13C
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Zweites Beispiel: ggT

functionggT (A, B: Natural)eturnNaturalis
begin
if (A=0) and(B=0) then Put("Fehler");
else if B=0 then returrA,
else returrggT(B, AmodB); end if,
encif;
endggT,;

Beachten Sie: FUr a < b gilt_a mbd a, so dass der
Aufruf ggT(a,b) zum Aufruf ggT(b,a) fuhrt. Daher
kann man die Abfrage, ob A<B ist, weglassen, vgl.

Funktion euklidl.

Drittes Beispiel fur Rekursiofsiehe Definition 1.4.1)

with Ada.Integer_Text_loyseAda.Integer_Text_lo;
with Ada.Float_Text_louseAda.Float_Text_lo;
with Text_lo;useText _lo;
procedureHarmonische_Funktion_rekursis
functionHarmon (I: in NaturaljeturnFloatis
begin
if 1 > 0ther returr (Harmon(-1) + 1.0/Float(l))
else returr0.0;
end if;
end
N: Natural;
beginGet (N);
forlin 1..Nloop
New_Line; Put(l, 7); Put (Harmon(l),5,9,0);
end loop

-- alle H-Werte von 1 bis N ausdrucken

end
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Viertes Beispiel: Wechselseitiger Aufruf zweier Funktionen

Gerade und Ungerade

functionUngerade (A: NaturaleturnBoolean;

functionGerade (A: NaturalleturnBooleanis
begin

if A =0then returnlrue;

elsereturr Ungerade(1); enc if;
endGerade;

functionUngerade (A: NaturabeturnBooleanis
begin

if A =0then returrfFalse;

else returrGerade(A-1)end if;
endUngerade;

-Hier ist der
Bezeichner
"Ungerade"
nicht bekann
daher kiindig
man ihn_zuvo
durch eine
Zeile an. Seine
Deklaration

_erfolgt dann

200¢
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Ubliche Bezeichnungefiiir Prozeduren genauso)

FunktionsspezifikationBezeichnung fir die Angabe von

Name, Urbild- und Wertebereich einer Funktion (oder einer

Prozedur). Man fiigt noch die Bezeichner fir die formalen

Parameter hinzu.

Eine Funktion hIN, xIN, — IB hat also z.B. die Spezifikation
functionh (X, Y: Natural)returnBoolean;

Funktionsdeklaratio(in Ada wird dies als "functic-body"
bezeichnet): Spezifikation zusammen mit dem Programmstuck,
welches die Funktion realisiert. Wurde die Spezifikation zusétz-
lich vorgezogen, so muss der Anfang (Banktions-"Kopf'

der Funktionsdeklaration identisch mit der Spezifikation sein.

Die Funktionsdeklaration ohne den Kopf (also den Restisach
bezeichnet man meist @& mpfoderimplementierungsteil
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Obiges Beispiel: Spezifikation vorab angeben, damit die
Funktion "Gerade" die Funktion "Ungerade" verwenden kann.

Funktionsspezifikation

functionUngerade (A: NaturaketurnBoolean;

N

ugehdrigeFunktionsdeklaratic
functionUngerade (A: NaturabeturnBooleanis } Kopf

begin
if A = 0then returrfalse;

1.7.4 Operatoren

Operatoren sind spezielle Funktionen. Sie sind in der Regel
ein- oder zweistellig und besitzen statt eines Namens ein
Operatorsymbol.

In Ada kann man solche Operatorsymbole wie eine
Funktion deklarieren. Das Deklarationsschem
identisch, nur steht anstelle des Funktionsnamens eines
der folgenden Operatorsymbole (nur diese sind in Ada
erlaubt!)

abs, and, mod, not, or, rem, xor,

<, <=,> >= = [= 4+, - * [ * &

zwischen zwei Anfliihrungszeichen.

else returrGerade(A-1)pnd if, Rumpf
endUngerade;
200¢ Eidl © VC, FMI 137 200¢
Beispiel:

function"+" (X: Float; K: Integer)eturnFloatis
begin returnX + Float(K); end"+";

Hierdurch wird ein Operator + definiert, der die
FunktionalitéatlR x Z - IR besitzt.

Bisher war der Operator + nur flr zwei ganze ode

zwei reelle Werte definiert; wir haben seine Mdglichkeiten
mit obiger Deklaration erweitert. Aber woher weil3 das
Programm eigentlich, welche der vielen Méglichkeiten in
einem konkreten Fall gemeint ist?

Wir werden diese Frage spater unter dem Stichwort
"Overloading" (Uberladen) behandeln.

Eidl © VC, FMI 13¢

1.7.5 Beispiel: Ausdrucken von ganzen Zahlen

Die Ada-Anweisung Put(A) druckt den Wert einer Integer-
Variablen A in der Regel 9-stellig aus. Will man ihn 4-

stellig ausdrucken, so muss man Put(A,4) schreiben. Die
Stelligkeit kann man berechnen, indem man durch fortge-
setztes Dividieren durch 10 die Zahl der Stellen ermittelt;

eine negative Zahl braucht eine weitere Stelle fur das "-".

functior Laeng«(Z: Integer)returr Naturalis
L, K: Integer;
beqin
if Z<0thenK:=-Z;L:=2; elseK:=Z; L :=1; endf;
while K > 9 loopK := K/10; L := L+1; endoop;
returnL;
end

VerwendungPut(A,Laenge(A));  Der Wert von A wird mit
genau der Anzahl ihrer Ziffern ausgedruckt, alsneohusétz-
liche Zwischenrdaume davor oder dahinter.
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1.7.6 Beispiel: Stellenwertsysteme (siehe spater 2.4.8)

Es sei I= 2 eine natirliche Zahl. Dann kann man jede
natirliche Zahl z > 0 eindeutig in der Form

z=2Z-b+z -0+ . +7-b+ 27,1

mit0O<z <bfurallei=0,1, ..., n.
darstellen. Man schreibt z 37z ;...2,z, oder, falls b nicht
unmittelbar klar ist, z = (z,,...2,Z, ), und nennt dies die
Darstellung der Zahl z irStellenwertsystem zur Bas.

Die Werte 0, 1, ..., b-1 hei3&ifferndes Stellenwertsystems.
Ist b< 10, so nimmt man hierfur die Ziffern von 0 bis b-1. Ist

b > 10, so verwendet man fur die Ziffern, #i&0 sind, neue
Symbole, und zwar die Gro3buchstaben A (fur 10), B (fur 11),
C (fur 12) usw. Daslexadezimalsystemat die Basis b = 16
und die zZiffern {0, 1, 2, 3, 4,5,6,7,8,9,A, B, C, D, E, F}.

Im Falle von b = 2 spricht man va@inarsystembei b = 8

vom Oktalsystenund bei b = 10 vonbezimalsystem

Beispiele:

(3)10= (11}, (20) = (10) (33) = (30) = (25} = (21),,,
(11001101) = (205), = (B3);6 = (A5),0 = (9G); = (7N).

Oft muss man Zahlen im Stellenwertsystem zu eindegen
Basis darstellen. Diese Darstellung erfolgt mifédder Division
und Modulo-Bildung. Wenn z und eine Basis b gegedied, so
ist (z mod b) die letzte Ziffer bzgl. der Basisrduman fiihre
dann das Verfahren rekursiv fir die Zahl z kdigurch.

Beispiel: 1566 soll zur Basis 16 dargestellt werden
1566 mod 16 = 14 (= Ziffer E), 1566 div 16 = 97.

97 mod 16 = 1 (= ziffer 1), 97 div 16 = 6.

6 mod 16 = 6 (= Ziffer 6), 6 div 16 = 0. Fertig.

Somit ist 61E die Hexadezimaldarstellung von 1566

Wir programmieren diesen Algorithmus nicht, sond@oerlassen
das Ausdrucken der Ziffern (in umgekehrter Reihlggpzu einer
Zahl z und die Formulierung als Prozedur den Léasse{n.

200¢
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1.7.7 Beispiel: ggT (erweiterter Euklidischer Algorithmus)

Der Euklidische Algorithmus beruhend auf
ggT(a, 0) =0 und ggT(a, b) = ggT(b. a nmd
wurde bereits mehrfach vorgestellt.

In der Praxis braucht man oft die Darstellung des ggT(a, b) als
Linearkombination der Zahlen a und b. \/or ca. 250 Jahren
bewies der franzosische Mathematiker Etienne Bézout:

Lemma von Bézout
Oa,bdIN Ox,y[Z: ggT(a,b) =x-a+y-b.

Das heil3t: Der ggT zweier Zahlen lasst sich stets als deren
Linearkombination (mit ganzen Zahlen als Faktoren) schreiben.

Der Beweis ist recht einfach, wenn man den Euklidischen
Algorithmus genau nachvollzieht.

Eidl © VC, FMI 14z

ggT-Berechnung als Folge von Zahlgnha, &, &, ...:
Gegeben seien zwei naturliche Zahlen a und b mita > b > 0.
(Der Fall a = b ist trivial und wird daher nicht betrachtet.)

Initialisiere g:=a; g:=b;

Berechne ;3 := 3 moda,, solange, bis;g = 0 ist.
Dann ist a, der ggT(a,b) = ggT(aa,).

Beachte: g>a >a,>a> ... > a,=0. Folglich
endet dieses Verfahren tatséachlich.

Beispiel:a = 448, b = 175. Bilde die Folge der a

2 & & % & E3 % &
448 175 98 77 21 14 7 0
Also gilt ggT(448,175) = 7.

Schreibweise:

| z| ist der ganzzahlige Anteil der Zahl z in der mathematisch
ublichen Schreibweise ("untere Gaul3-Klammern"). Speziell
gilt La/bl=a divb sowie a moth = a {a/bl-b.

200¢
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Jedes aist offenbar eine Linearkombination von a und b:

gp=1-a+0-b=xa+y-b (mitx=1undy=0)

a=0a+l-b=xa+y-b (mtx=0undy=1)

a,= g moda, =amodb=ada/kbl-b=1-ala/ml-b
=X,ra+y-b (mitye 1 und y = - a/h))

a,=a moda,=b - b/a,|-a3=1-b {b/a]-(1-a La/bl-b)
=-lble,)-a+ (1 Hble,)-La/k])-b
=xg-a+y-b (mitx=-lb/a]undy=1+b/allam))

= amoda=a-lajal-a=..=x-a+y-b usw.

Dies gilt auch firr @;, d.h., der ggT(a,b) ist als ganzzahlige
Linearkombination der Zahlen a und b darstellbar. Unser Ziel
ist es nun, diese Darstellung anzugeben, also gleichzeitig mit
g auch xund y zu berechnen.

Wir berechnen also die drei Folgen

8 & &, &, ..
Xo» X1, Xoy X3, ---

Yor Y10 Y2 Y35 -+
mit der Nebenbedingung; =% -a +y-b fur alle i.

Initialisierung:
&G:=a g:=b;, %=1, %x:=0; %:=0; y:=1,
Fir alle i>0: a,,:= a moda,, = g - La/a,, | 8.,

Aus
.= 8 Ma‘m =g- |~81/a1'+1ja+1
= (%-a+y-b)-la/a., | (%, a + Yy - D)
= (% -La/g.i) %) -a + (y-La/a,,)-yia) -b
folgt

Xiiz =% -Lafau )%, und ¥, =y -Lafaal Y
Man muss also jedes Mal nia/a,, | berechnen und kann
dann die Folgen der a, x unchyf die gleiche Arbehandeln.

200¢
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Schema (am Beispiel a = 448 und b = 175)

i | a |ladad]  x i Xi-a+y-b

0| 448 - 1 0 448

1 175 - 0 1 175
2| o8 | > | 1| 2| 08

3 77 1 -1 3 77

4 21 1 2 -5 21

5 14 3 -7 18 14

6 7 1 9 -23 7
7 o | > | 25 | ea | o

Hier erhalten wir: ggT(448,175) =7 =9-448 - 23-175.

Eidl © VC, FMI 14¢

Nun zur Ada-Prozedur.

Wir haben bereits gesehen, dass man nicht die gaRpége

3, &, &, &, ... Speichern muss, sondern dass man mit zw&iblan
A und B (jetzt mit AO und Al bezeichnet) und eihtifsvariablen R
auskommt. Wir benétigen hier aber eine weiterealide Q fur
La/a,,] =LA0/ALL
Get(A0); Get(Al);
while A1 /= 0 loop

-- Dies wird spater zur Paramteriibergabe

Q :=A0/A1; -- ganzzabhlige Division
R :=A0 - Q*Al; --diesistgleich dem friilheren R := A mod B
A0 =Al; A1 =R;

endloop;

Wir missen nun aber noch die Variablen fir die xd die y-Folge
hinzufigen. Wir nennen sie X0, X1, YO, Y1. Wir ursgheiden noch
die Falle A< B und A = B und erhalten die folgeri®ttezedur.
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with Ada.Integer_Text_lo; uskda.Integer_Text_lo; Kompakte
_ ) ) ) with Text_lo; uselext_lo; Darstellung des
procedureggT_erweitert (A, B: ifNatural; G, X, Y:_inoutInteger)_is procedureggT_neu is Programms

R, Q, A0, Al, X0, X1, YO, Y1: Integer;
begin
if A=B thenG :=B; X:=1;Y :=-1; returnendif;
if A<B thenAO :=B; Al := B; elseA0 := A; Al := B; endif;
X0:=1;X1:=0;Y0:=0:Y1:=1;
while (Al /= 0) loop
Q:=A0/A1;
R :=A0- Q*Al; A0O:=Al1; A1 =R

R :=X0-Q*X1; X0:=X1; X1 :=R;
R:=Y0-Q*Y1; YO:=VY1;, Y1 =R;
endloop;
G = A0;

if A<B thenX:=YO0;Y :=X0; elseX := X0; Y := Y0, endif;
end

Wir figen noch eine Ausgabe einschlief3lich der FonK'Laenge"
aus 1.7.5 hinzu und erhalten:

A, B: Natural; GAB, XA, YB: Integer;

functionLaenge (Z: Integer) retumdatural is -- siehe 1.7.5
L, K: Integer,

beqin if Z<0thenK:=-Z;L:=2; elseK:=Z;L:=1; endf;
v&/hile K> 9 loopK := K/10; L := L+1; endoop; returnL;

en

procedureygT_erweitert (A, B:iNatural; G, X, Y:_inout Integer)_is
R, Q, A0, Al, X0, X1, YO, Y1: Integer;

begin
if A=B thenG :=B; X :=1;Y :=0; returnendif;
if A<B thenAO :=B;Al :=A; elseA0 := A; Al := B; endf;

X0:=1;X1:=0;Y0:=0; YLl :=:
while (Al /= 0)loog Q :=A0 /A1l Ohne Dokumentation is

R :=A0 - Q*Al; A0 :=A1; Al =R;
R :=X0-Q*X1; X0:=X1; X1 :=R;
R:=Y0-Q*Y1, YO:=Y1; Y1 :=R;
nd
:=A0; if A<B thenX :=YO0;Y := XO0; elseX := X0; Y := YO; endif;

dieses kurze Programnj
schwer durchschaubar!

oL
g

'

en

begin Get(A); Get(B); ggT_erweitert(A,B,GAB,XA,YB); -- Es folgt die Ausgabe

Put("Der ggT von "); Put(A,Laenge(A)); Put(" und "); Put(B,Laengg(But(" ist ");
Put(GAB,Laenge(GAB)); Put("."); New_Line; Put("Es gilt: ");
Put(GAB,Laenge(GAB)); Put(" = "); Put(XA,Laenge(XA)); Put(");
Put(A,Laenge(A))Iif YB < 0thenPut(" - "); YB :=abgYB); elsePut(" + "); endif;
Put(YB,Laenge(YB)); Put(" * "); Put(B,Laenge(B)); Put(".New_Line;

end

200¢
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| Hinweis: Diese Seite wird in der Vorlesung nibehandelt.

Hinweis: Die Folge det a ,/a_, | definiert die rationale
Zahl a/b eindeutig. Denn aus

=3 moda, = &-lajal g
erhalten wir mit der Abkurzung k| a/a,, |

a & _ & 1 1
BT Tt Tt T
3 h + —5
)
:hO+ 1 =
h+
h, + a
=

DieserKettenbruch bricht ab, sobald,g = 0 ist.

200¢
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| Hinweis: Diese Seite wird in der Vorlesung nibehandelt.

Fur obiges Beispiel gilt also:

1+

Man schreibt hierfur: (2; 1, 1, 3, 1, 2).

Rechnet man diesen iterierten Bruch aus, so erhalt man 64/25,

also die gekurzte Darstellung von 448/175.

Jede rationale Zahl lasst sich als endlicher Kettenbruch
schreiben. Nimmt man alle unendlichen Kettenbriiche hinzu,
so erhalt man die reellen Zahlen.
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Hinweis: Diese Seite wird in der Vorlesung nibehandelt.

i Anwendungsbeispiel: RSAAsymmetrisches Verschliisselungsverfahren.
: Vorgehensweise:

. 1. Finde zwei groRe Primzahlen p und q (z.B. 2@ligé Zahlen).

.2 Bilde n=p-qund h = (p-1)-(g-1).

: 3. Wahle eine Zahl e mit der Eigenschaft ggT(e,h) empfehlenswert:

. e sollte mindestens 7-stellig sein.

1 4. Suche eine Zahl d mit d=el modh; empfehlenswert: d sollte mindeste
i ein Viertel der Stellenzahl von h haben. (Evtles fiestlegen.) i
1 Verdffentliche die Zahlen n und e. Jeder kann dgina Nachricht N (als Zah|

s

S

I codiert, 0 < N < n) verschlisselt an Sie schickathem er C =€ mocn

i berechnet und abschickt; diese Modulo-Rechnundgtrfelativ schnell mit
' einem Rechner. Es gilt dann: N £@odn, d.h., nur wer die Zahl d kennt, !
. kann die Nachricht entschliisseln. d aus e undberechnen, erfordert nach!
! i heutiger Kenntnis aber Jahrmillionen. i

In diesem Verfahren muss d=d modh gel6st werden; hierzu muss eine Zahl
j existieren mitd-e =1 +j-h. Dies bedeutet: e bmdiissen den ggT(e,h) = 1
besitzen und es muss eine Darstellung ggT(e,he= ¢ h gefunden werden.
Mit dem erweiterten euklidischen Algorithmus l&sish dies leicht realisieren.
Prifen Sie dies fur kleine Zahlen p und g einmahha

| Hinweis: Diese Seite wird in der Vorlesung nibehandelt.

Nur fiir Interessiertein Beispiel zum Ausfiillen: Wahle p = 1009, q = 700
Berechne n = = 1016063 und h = (p-1(g-1) = 10081006 = 10140448.
Wabhle willkdirlich e = 151 (dies ist eine Primzahl).

Berechne nun die Zahl d mit obigem erweitertendistihen Algorithmus:
ggT(e,h) =1 =x*10140448 + d * 151. Esist d =

Wabhle nun eine Nachricht, z.B. "Du". "D" hat diégeme Nummer 68
(bin&r: 01000100) und "u" die Nummer 117 (bin&rt10101), siehe
1.8.4. Die Nachricht N sei die Konkatenation 0100@11110101, also
ist N die Zahl 6828+ 117 = 17525.

Jetzt kommt man ohne ein Programm nicht mehr wéd@nn man muss
C = 17525%°1mod 1016063 berechnen. (Schreiben Sie hierfir ein Pro-
gramm®, Vorsicht wegen Uberlauf). Es ist C =

Berechne anschlieRend mit dem gleichen Programfimma@ 1016063.

Hinweise: 200-stellige Primzahlen kann man mit lygut Rechnern in
Sekundenschnelle finden. Ein exakter Algorithmusdsht kompliziert; ein
randomisierter Algorithmus ist leichter verstanklikann aber (ganz selten)
einen Fehler liefern. Die Potenzierung ist "einfaeteil man nach jeder
Multiplikation sofort " modn " durchfihren darf, ohne dass das Ergebnis
falsch wird. - Warum das gesamte Verfahren korrgkwird in der Vorle-
sung "Diskrete Mathematik" oder in Vorlesungen Koyptographie erklart.
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1.8 Skalare Datentypen

Definition: Datentyp (= Mengen und erlaubte Operationen)

Eine Menge (oder mehrere Mengen, "Wertebereich" genannt)
zusammen mit den hierauf definierten Operationen nennt man
einen (konkretenDatentyp

Einen Datentyp, den man nicht auf andere Datentypen
zurtckfuhrt, nennt man in Ada einskalaren Datenty. Alle
anderen heillerusammengesetzte Datentypen

Skalare Datentypen in Ada sind die vordefinierten Standard-
datentypen und die selbst definierten Aufzahlungstypen.

Neue Datentypen werden durch das Schlisselyoet
eingefuhrt. Will man nur den Wertebereich eines Datentyps
einschranken, so verwendet man das Schlissedwbtype
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Anschaulich: Ein Datentyp besteht aus

- einemWertebereich

- zusatzlichen Wertebereichen (oftmals Boolean) und
- den zugehorige@perationen

200¢
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Schema: Beispiel:
NameT Integer
Wertebereich: M =, {-2%,...-1,0,1,2,....,3-1} 0 Z
Weitere Wertebereichp B,R
. . Operationen:
Operationen: 0-stellig: alle Konstanten,
0-stellig: ... Integer'Last, ...
1-stellig: ... 1-stellig: +, alés, -, Wurzel,
_stellia: round, ...
2-stellig: ... 2-stellig: +, -, *. /. mod, Min,
Max, <, <=, =, ...
200¢ Eidl © VC, FMI 15€



1.8.1 Aufzahlungstypen

Ein Datentyp besteht aifdertebereichennd den zugehdrigen
Ein neuer skalarer Datentyp wird im Deklarationsteil mit Hilfe Operationen Fur Aufzahlungstypen sind dies:

des Schlusselwortesype" eingefihrt in der Form: Wertebereicl{= zugrunde liegende Menge): die endliche Menge

type<Name des Datentypss (<Liste der Elemente>); M ={m,, m,, ..., m}, die man selbst definiert hat. Die Menge M
wird wie oben angegeben eingefiihrt, also:

Die Reihenfolge in der Liste bildet zugleich eine Anordnung type<Name des Datentypss (m,, m, m);
1 IR ’

der Elemente.
Ein Aufzahlungstyp ist in Ada stets angeordnet! Die Refolge

Beispiele: _ o in der Liste gibt digAnordnungder Elemente an (auch wenn die
typeWochentages (Mo, Di, Mi, Do, Fr, Sa, So); Menge {m, m,, ..., m} gar nicht angeordnet war).
typeFreie_Tages (Sa, So); Es kommt hierbei per Definition nicht zu Namenskonflikten! Das
type Farbeis (weil3, gelb, grin, rot, blau, schwarz); heilRt: Wenn ein Element in mehreren Mengen liegt, so muss man
typeErste_zehn_Primzahles(2,3,5,7,11,13,17,19,23,29); selbst darauf achten, dass bei jeder Verwendung dieses Elemen-
typeNur_die_Nullis (0): tes eindeutig klar ist, zu welchem Datentyp es gehort, s. u.
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Mit jedem Aufzahlungstyp sind automatisch folgende Einstellige Operationer{Vorgénger, Nachfolger, Position, Wert)
Operationerfin Ada auch Attribute” genannt) verbunden: "predecessor" (=Vorganger) und "successor" (=Nachfolger)
First, Last, Pred, Succ, Pos, Val, <, <=, >, >=, =, /=, Min, Max. Pred Succ M — M mit
Attributen wird in Ada ein Apostroph vorangestelit. Pred(X) = das Zeichen vor X in der Auflistungs-Reihenfolge,

Succ(X) = das Zeichen nach X in der Auflistungs-Reihenfolge.
Pred(m) = m_, fur i>1 und Pred(ny) = undefiniert,
Succ(m) = m,, fur i<n und Succ(ry) = undefiniert.

Position in der Anordnung der ZeichéPos: M - IN,

Nullstellige Operatione(~ besondere Konstanten) sind alle
Elemente mder Menge M. Weiterhin sinlirstdas erste und
Lastdas letzte Element der Menge.

Man muss hierbei den Datentyp angeben, d.h., wenn T der _ _ _
des Datentyps ist, so schreibt man T'First bzw. T'Last. Pos(X) =n  bedeutet: X ist das n-te Zeichen in der

Ist ein Element m in mehreren Datentypen, so gibt man das Auflistungsreihenfolge

Element, das man verwenden will, dureDatentyp>'(m)an. (beginnend mit 0d.h., das erste Zeichen hat die
Beispiele: Position 0, das zweite die Position 1 usw.).
Wochentage'Last = So. Freie_Tage'First = Sa. n-tes Element in der Anordnunggal: IN, - M

Freie_Tage'(Sa) ist verschieden von Wochentage'(Sa). Val(n) = X :l)icé;esl;;eir?e)r(]fijltg%gz;ﬁezrgCrzﬁ%irégaecrhi?ﬂis-
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Beispiele:

type Stuhlteilis (bein, sitzflache, lehne);

type Korperteilis (arm, bein, ricken, sitzflache, kopf);
Hiermit kann man folgende Ausdriicke bilden:
Kdrperteil'(bein)
Stuhlteil'(bein)
Korperteil'lPos(bein)  (dies istl),

Stuhlteil'Pos(bein) (dies ist0),

Korperteil'Val (Stuhlbein'Pos(lehne)jdies istriicker),
Stuhlteil'(Pred(bein)) (undefiniert, dies fuhrt zu einem Fehler),
Korperteil' (Pred(bein)) (dies istarm).

(dies istbeindes Datentyps Korperteil),
(dies istbeir des Datentyps Stuhlte
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Einige Beziehungen, GesetzmaRigkeiten

Es gilt zum Beispiel stets:

Pos(Val(k)) = k fur gk<n-1,

Val(Pos(X)) = X fur alle Elemente XM,
Succ(Pred(m) = m fur 1<ign,

Pred(Succ(y;)) = m;, fur 1<j<n,

Min(Min(X,Y), Max(X,Y)) = Min(X, Y),
Min(Max(X,Y), Max(X,Y)) = Max(X, Y),

Pos(X) = Pos(Y) iN,,
Pos(X) < Pos(Y) irN,.

X=YimDatentyp T <
X<YimDatentyp T -
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Zweistellige OperationefVergleiche und Min, Max):

Alle sechs Vergleichsoperationen bezuglich der Anordnung der
Menge "=", "/=", "<", "<=", ">" und ">=" sind zugelassen. Das
Ergebnis ist vom Typ Boolean.

Fur alle Aufzahlungstypen T sind die zweistelligen Abbildungen
Min undMax definiert: Min, Max: Mx M - M mit

Min(X,Y) =X = T'Pos(X)<T'Pos(Y) = T'X)<T'(Y)),
anderenfalls ist Min(X,Y) =Y.

Max(X,Y) = X = T'Pos(X) > T'Pos(Y),
anderenfalls ist Max(X,Y) =Y.

Im Falle XY gilt stets T'Min(X,Y) /= T'Max(X,Y).
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1.8.2 Standard-Datentypédberblick, vgl. 1.4):

Boolean IB = {false, true}

Character A = Latin1-Alphabet aus 256 Zeichen
Integer Z = Menge der ganzen Zahlen

Float IR = Menge der reellen Zahlen

Unterbereiche (subtypes) von Integer:
Natura IN, (Natirliche Zahlemit der Null]
Positive IN (Natirliche Zahlen ohne die Null)

Wichtig: Mit jedem Datentyp sind zugleich die erlaubten
Operationen definiert! Diese listen wir fur die vier Standard-
datentypen nun auf. Lesen Sie dies bitte genau durch, da wir
die folgenden Folien in der Vorlesung nur knapp behandeln;
Sie miussen die Operationen und Wertebereiche gut kennen.
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1.8.3 bis 1.8.6:
bitte alle Details
selbst erarbeiten
WertebereichlB = {false, true} (= {falsch, wahr})

Boolean wird in Ada zugleich als Aufz&hlungstyp aufgefasst.

1.8.3 Der Datentyp Boolean in Ada

Nullstellige Operatione(Fbesondere Konstanten): False und True.

Einstellige OperationefnicHr):
Negation-: IB - IB (statt— schreibt man in Adaot).

Zweistellige Operationefunp, ODER, EXKLUSIVES ODER:
Konjunktion [ IBxIB - IB (statt(]schreibt maand
Disjunktion [ IBxIB - IB (statt(]schreibt maror)
Ungleichheit (oder auch "Exklusives Oder" genannt)
/=:1BxIB - IB (statt a/=b schreibt manxar b)
Man kann auch die Gleichheit sowie andere VergleichéBauf
verwenden (wie auf allen Aufzahlungstyper): IBxIB - IB
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AND
AND | false true undef THEN| false true undef
false | false false undef false | false false false
true false true undef true false true undef

undef | undef undef undef undef | undef undef undef

OR

OR false true undef ELSE | false true  undef

false | false true undef false | false true undef
true true true undef true true true true

undef | undef undef undef undef | undef undef undef

In Ada gibt es nebeandundor die beiden ,Kaskadenopera-
tionen“* AND THEN und OR ELSE, die man aber "sehr
bewusst" einsetzen sollte, da man sich hierdurch leicht Fehler
einfangen kann:

a and thenb entspricht:
falls a nicht zutrifft, ist das Ergebnis faJssderenfalls b.

aorelseb entsprich
falls a zutrifft, ist das Ergebnis truanderenfalls b.

Im Normalfall, dass a und b einen der Werte falder true
besitzen, stimmeandundand therbzw. or undor elseliberein.
Den Unterschied zandundor erkennt man nur, wenn man die
Funktionstabellen fir diese Operationen zusatzlich mit dem
Wert "undefiniert" aufschreibt:
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Prioritdten in Ada fir Booleafum Klammerungen zu sparen):

In Ada werden nur zwei Prioritatsstufen fir Boolesche
Operationen festgelegt:

Der Operatonot erhalt eine héhere Prioritat, die anderen
Operatorerand or undxor erhalten eine gleiche, aber
niedrigere Prioritdt. Um Fehler zu vermeiden, gilt:

In Adamusse alle Booleschen Ausdriicke, in der
mindestens zwei der drei Operatoestd or undxor
vorkommen, geklammert werden!

aandborc ist also verboterman muss (andb) orc oder
aand(borc) schreiben.

Erlaubt ist dagegen @ b or c; dies wird von links nach
rechts ausgewertet.
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In Booleschen Ausdrticken kénnen auch Vergleiche auftreten.

In Ada erhalteralle Vergleichsoperatoren eine hdhere
Prioritat als die Booleschen Operationen auf®erStatt

(17 < 10)and(not (X=Y))
kann man also auch schreiben:
17 < 10and not(X=Y).

Beachte: Bzql. der Prioritatsregeln unterscheidet sich Ada
von den meisten anderen Programmiersprachen.
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ISO 8859, Latin-1 Alphaba‘ﬁstgelegt sind nur die schwarzen Werte; die kursiven blauen bildetitdiciee Erganzung)

00 #0

01 #1 02 #2 03 #3 04 #4 05 #5 06 #6 07 #7 08 #8 09 #9 OA #10 (0B #11 |OC #12 |0OD #13 |OE #14 [OF #15

NULL START OF| START | END OF [END OF | ENQUIRY | ACKN. BELL BACK- HORIZ. LINE VERTICAL | FORM CARRIAG | SHIFT SHIFT IN
HEADING | OF TEXT| TEXT | TRANSM SPACE | TAB. FEED | TAB. FEED |RETURN |oUT

10 #16 |11 #17 |12 #18 |13 #19 |14 #20 |15 #21 |16 #22 |17 #23 |18 #24 |19 #25 |1A #26 |1B #27 |1C #28 [1D #29 |1E #30 |1F #31

DATA DEVICE |DEVICE |DEVICE |DEVICE | NEGATIV| SYNCHRJ END OF | CANCEL | END OF | SUBSTI- | ESCAPE | FILE SE- [GROUP |RECORD|UNIT

LINKESC.| CONTR.1{ CONTR.2[ CONTR.3| CONTR.4| ACKN IDLE T.BLOCK| MEDIUM | TUTE PARATOR | SEPAR. | SEPAR. [SEPAR.

20 #32 (21 #33 |22 #34 |23 #35 |24 #36 |25 #37 |26 #38 |27 #39 (28 #40 |29 #41 2A #42 (2B #43 |2C #44 |2D #45 |2E #46 (2F #47

SPACE |! “ # $ % & : ) * + . - . !

30 #48 |31 #49 |32 #50 |33 #51 |34 #52 |35 #53 |36 #54 |37 #55 |38 #56 |39 #57 [3A #58 (3B #59 |3C #60 |3D #61 |3E #62 [3F #63

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 : H < = > ?

40 #64 |41 #65 |42 #66 |43 #67 |44 #68 |45 #69 |46 #70 |47 #71 |48 #72 |49 #73 [4A #74 (4B #75 |4C #76 |4D #77 |4E #78 [4F #79

@ A B C D E F G H J K N

50 #80 |51 #81 |52 #82 |53 #B83 |54 #84 |55 #85 (56 #86 |57 #87 |58 #88 |59 #89 |[5A #90 |5B #91 |5C #92 |5D #93 |SE #94 |5F #95

P Q R S T ] % w X Y Z ~ _

60 #96 |61 #97 |62 #98 |63 #99 |64 #100 |65 #101 |66 #102 | 67 #103 |68 #104 |69 #105 [ 6A #106 |6B #107 |6C #108 (6D #109 | 6E #110 | 6F #111

) a b c d e f o] i i k | m n o

70 #112 (71 #113 | 72 #114 | 73 #115 |74 #116 |75 #117 |76 #118 | 77 #119 |78 #120 | 79 #121 | 7A #122 | 7B #123 | 7C #124|7D #125|7E #126 | 7F #127

P r s t u i w X y z { | } ~ DELETE

80 #128 81 #129 | 82 #130 |83 #131 |84 #132 |85 #133 |86 #134 |87 #135 |88 #136 (89 #137 |8A #138 8B #139 | 8C #140 |8D #141| 8E #142| 8F #143

€ . N - %o S < E Z

90 #144 (91 #145 |92 #146 | 93 #147 |94 #148 | 95 #149 | 96 #150 | 97 #151 |98 #152 | 99 #153 | 9A #154 | 9B #155 | 9C #156 | 9D #157 | OE #158| OF #159
B N “ M . _ _ ~ ™ g N e Z 4

A0 #160 [ ALl #161 | A2 #162 | A3 #163 | A4 #164 [ A5 #165 [ A6 #166 | A7 #167 | A8 #168 | A9 #169 | AA #170 | AB #171 | AC #172|AD #173| AE #174| AF #175

NO-BREAK ¢ CENT |£ POUND | o ¥ YEN |! § . © a « - -SOFT | ® REGIS-

SPACE HYPHEN | TERED MACRON

BO #176 [ B1 #177 | B2 #178 | B3 #179 | B4 #180 | BS #181 | B6 #182 | B7 #183 | B8 #184 | B9 #185 | BA #186| BB #187 | BC #188|BD #189|BE #190| BF #191

° + 2 3 " ACCENT | 1 MICRO | 1 - MID.DOT |, CEDILLA | © » Ya % Ya 2

CO #192|C1 #193| C2 #194 | C3 #195|C4 #196|C5 #197|C6 #198 | C7 #199 | C8 #200| C9 #201 | CA #202|CB #203|CC #204(CD #205|CE #206| CF #207

A A A A A A c E S E E i i i T

DO #208|D1 #209 [ D2 #210 [ D3 #211 (D4 #212|D5 #213|D6 #214|D7 #215|D8 #216 | D9 #217 | DA #218| DB #219| DC #220| DD #221| DE #222(DF #223

b N [¢] [¢] [¢] [¢] ] x %] U u U U Y b B

EO #224 | E1 #225|E2 #226 | E3 #227 | E4 #228 | E5 #229 | E6 #230 | E7 #231 | E8 #232 | E9 #233 | EA #234|EB #235| EC #236|ED #237|EE #238| EF #239

a a a a a & & [ [] é é é i i T i

FO #240 |F1 #241 | F2 #242 | F3 #243 | F4 #244 | F5 #245 | F6 #246 | F7 #247 | F8 #248 | F9 #249 | FA #250 | FB #251 | FC #252 | FD #253 | FE #254 | FF #255

5 i o 6 6 5 6 - P u 0 a i y b y

Latin-1 enthalt ASCII als die ersten 128 Zeichen. Die Zeichen miNdemmern 128 bis 159 wurden in Latin-1 frei gelassen; sie werden von
verschiedenen Softwareherstellern unterschiedlich verwendet. Oben sitedotlien von Microsoft Windows eingetragen (die Nummern 128,
129, 141-144, 157, 158 werden dabei nicht festgelegt; 128 wird meist fur das Eurozeichen, 142 und 4 58didifideerte Z benutzt), in Ada
kann man auf diese Zeichen mit symbolischen Bezeichnungen zugreifeméibhie Folie.
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1.8.4 Der Datentyp Character in Ada

Der Typ Character wird als Aufzahlungstyp mit dem Alphabet
"Latin-1" als Wertebereichufgefasst:

typeCharacters (NUL, ...,us, "', "I, ", '#,'$", ..., 'V);

Die einzelnen Zeichen werden in Apostroph eingeschlossen,
sofern sie graphisch darstellbar sind (das Apostroph selbst wird
hierbei durch zwei Apostrophe dargeste

Es stehen somit flir Character alle allgemeinen Operatiberen
Aufzahlungstypen zur Verfiigung (1.8.1).

Zur Kenntnisnahme geben wir den vollstéandigatin-1 Code
definiert in der ISO-Norm 8859-1, auf den nachsten Folien an.
In der Tabelle wird die hexadezimale und die (mit dem
Nummerzeichen '#' versehene) dezimale Nummerierung
vorangestellt und dann das zugehdrige Zeichen genannt.
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Die Werte mit den Nummern 0 bis 31 und 127 bis 159 kénnen
zwar verwendet, aber oft nicht angezeigt werden. Sie werden
durch zwei- oder dreibuchstabige Kirzel bezeichnet und zwar:

Nr. | Kirzel Nr. | Kirzel Nr. | Kirzel Nr. | Kirzel
0 NUL 16 DLE 127 DEL 144 DCS
1 SOH 17 DC1 128 128 145 PU1
2 STX 18 DC2 129 129 146 PU2
3 ETX 19 DC3 130 BPH 147 STS
4 EOT 20 DC4 131 NBH 148 CCH
5 ENQ 21 NAK 132 132 14¢ MW
6 ACK 22 SYN 133 NEL 150 SPA
7 BEL 23 ETB 134 SSA 151 EPA
8 BS 24 CAN 135 ESA 152 SOS
9 HT 25 EM 136 HTS 153 153

10 LF 26 SUB 137 HTJ 154 SCI

11 VT 27 ESC 138 VTS 155 Csl

12 FF 28 FS 139 PLD 156 ST

13 CR 29 GS 140 PLU 157 0osC

14 SO 30 RS 141 RI 158 PM

15 Si 31 us 142 SS2 159 APC

143 SS3
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First, Last, die Funktionen Pred, Succ, Pos, Val, Min, Max und
die Vergleichsoperationen sind auf Character wie fir alle
Aufzéhlungstypen definiert. Z.B. gilt Character'FirstigL,
Character'Val(51) = '3', Character'Pos(Pred(Ryed))) = 125,

'C' <'©', aber: Character'Succ(Character'Last) ist unddfinier

Hinweis: Es gibt viele verschiedene Zeichensatze. Daher gibt es
auch in Ada mehrere vordefinierte Character-Datentypen. Diese
werden angesprochen durch

Ada.Characters.<Name des Zeichensat

Beispiel:Der oben beschriebene tbliche Zeichensatz ist
Ada.Characters.Latin_1

Man kann uber
Ada.Characters.ASCII
Ada.Characters.Wide_Character

andere Zeichensatze nutzen. Details siehe spezielle Literatur.
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Einstellige Operationen

+ einstelliges Plus (wie ldentitat, verandert also nichts)
- einstelliges Minus, Bildung der negativen Zahl, Negation
abs Absolutbetrag einer Zahl

Zweistellige Operationen

+ Addition zweier Zahlen

- Subtraktion (=Differenz) zweier Zahlen

* Multiplikation zweier Zahle

mod Modulo-Funktion (beachte: £x mody < absy)

/ ganzzahlige Division (wie bei reellen Zahlen, aber dann

nachste ganze Zahl in Richtung zur Null nehmen)
rem Rest bei der Division mit /, d.h.:remy = x - (x/y)*y.
** Exponentiation (xy = X, nur fur y= 0 definiert)

Hinzu kommen die sechs Vergleichsoperationen "=", "/=", "<",
"<=",">"und ">=" der FunktionalitdZ xZ - IB.
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1.8.5 Der Datentyp Integer in Ada

Theoretisch lautet die zugrunde liegende Wertemenge
Z={..-3,-2,-1,0,1, 2,3,4,5, 6, .... } mit tblicher Ordnung.

In Ada ist auch der Datentyp Integer ein Aufzahlungstyp, der von
der kleinsten bis zur grof3ten darstellbaren Zahl reicht:

typeIntegeris (Integer'First, Integer'First+1, ..., Integer'Last);
Nullstellige Operatione: Alle Zahlen.

Hinweis:Im Prinzip gentgen die beiden Konstanten O und 1.
Jede Zahl lasst sich dann durch Anwenden der Addition und der
Bildung der negativen Zahl beschreiben:

3durch 1+1+1 oder -4 =-(1+1+1+1).
Auch die 0 kdnnte man wegen 0 =1 -1 noch weglassen.
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Da Integer als Aufzahlungstyp aufgefasst wird, sind auch Min,
Max, Pred, Succ, Pos und Val fur Integer definiert, allerdnigs
der Ausnahmedass die Zahl 0 die Positionsnummer 0 erhélt und
Pos und Val auch negative Zahlen sein kdnnen, d.h., in Ada gilt
fur alle ganzen Zahlen a:

Pred(a) = a-1; Succ(a) = a+1; Pos(a) = a, Val(a) = a.
In der Praxis orientiere man sich stets zuvor, welche Zahle
dem jeweiligen Rechner Integer'First und Integer'Last sind.

Heute sind es oft die Zahlen
-2147483648 = -2 und

2147483647 = 21-1

(dies entspricht einer 32-Bit-Darstellung).
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Einschrankungen in Ada:

Gewisse Kombinationen sind in Ausdriicken ohne zusatzliche
Klammerung verboten, insbesondere:

Folgt ein einstelliger Operator nach einem hoher- oder gleich-
rangigen zweistelligen Operator, so missen Klammern verwendet
werden.

Da die Exponentiation nicht assoziativ ist, muss bei Meh-
verwendung vors geklammert werden.

Kombinationen ausot, absund* durfen nur mit Klammern
verwendet werden.

Verboten sind also: x / -y, =absy, x=y=z, absX*Y,
not ab¢X) > 17.

200¢
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1.8.6 Der Datentyp Float in Ada

In Ada werden die reellen Werte durch endlich viele Zeichen
angenahert dargestellt und zwar entweder als Gleitkommazahl
oder als Festkommazahl.

Darstellung der Festkommazahléman gibt in Ada den Bereich
von der kleinsten ("unten™) bis zur gro3ten ("oben™) darstellba-
ren Zahl in der Formrangeunten .. obenan und legt durch das
reservierte Wordelte die feste Differenz "d" zwischen je zw
aufeinander folgenden Zahlen fest. Deklaration:

type<Datentypnamesis deltad rangeunten .. oben;

Beispiel: type km is delta 0.001 range -1000.0 .. 1000.0;
Dies legt das Intervall von -1000.0 bis 1000.0 als Wertemenge
fest, das mit der Schrittweite 0.001 durchlaufen wird. Dies sind
insgesamt 00001 Werte.
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Prioritaten der gangigen Operatoren in Ada

1. Prioritat: abs =, not

2. Prioritat: * . mod, /,rem

3. Prioritat: +, - (als einstellige Operationen
4. Prioritat: +, - (als zweistellige Operationen)
5. Prioritat =, /=, <, <=, > >=

6. Prioritat: and or, xor

Bei Integer ist (im Gegensatz zu Boolean) die Verwendung
gleichrangiger Operatoren ohne Klammern erlaubt (siehe
jedoch vorige Folie). Dies gilt auch fGloat

EmpfehlungAusdriicke in Ada, aber auch in in anderen
Programmiersprachen, moglichst vollstandig klammern!
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Darstellung von Festkommazahlen durch Dezimalziffern

Eine andere Mdglichkeit, wie sie zum Beispiel im Geldverkehr
gefordert wird, ist die Angabe der Nachkommastellen und der
Gesamtzahl an Dezimalziffern. In Ada beschreibt man diesen
durch Dezimalziffern festgelegten Festkommazahlentyp wie
folgt (a ist eine naturliche Zahl, p eine Zehnerpotenz):

type<Datentypnamess deltap digits a;

Der Wertebereich sind alle positiven und negativen Zahlen, die
mit a Dezimalziffern beschrieben werden kénnen, wobei das
Komma so zu setzen ist, dass zwei aufeinander folgende Zahlen
den Abstand p voneinander haben.

Beispiel: type kontostandis delta 0.01 digits 8;
Dies legt als Wertemenge genau die Zahlen des Intervalls von
-999999.99 bis 999999.99 mit der Schrittweite 0.01 fest.
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Darstellung von GleitkommazahléDetails siehe spater 2.4.14)

Hier muss man zuné&chst nichts tun, denn in Ada ist deFibgi
vordefiniert, der der Gleitkommadarstellung entspricht und
mindestens eine Genauigkeit von 6 Dezimalziffern besitzen
muss; dies entspricht einer Mantisse (Ziffernfolge der Zahl ohne
fihrende Nullen) von mindestens 21 Binarstellen. Weiterhin gibt
es einen Typ LONG_FLOAT mit mindestens 11 Dezimalziffern
Genauigkeit

Man kann die Genauigkeit vorgeben, z.B. durch
typeMY_FLOAT is digits 14,

wodurch die Mantisse (= Folge der gultigen Ziffern) durch
mindestens 48 Binarstellen dargestellt werden muss.

(Faustformel: Wegen!2= 10 kann man vondigitsa" auf rund
10a/3 +1Binarstellen schlie3en; "+1" wegen des Vorzeichens.)

200¢
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Rundungvon IR nachZ

ErinnerungRunden zur nachsten ganzen Zahl
round:IR - Z ("round” = runden) mit

furx=0: round(X) =z« z[OZund abs(z-x) <0.5 oder
z[0Z, x < z und abs(z-x) = 0.5,

furx <0: round(x) = - round(-x).

Z.B.: round(2.4) = 2, round(2.5) = 3, round(-24)2, round(-2.5) = -3.

round wandelt eine reelle Zahl zur n&chsten ganzen Zahl. In
Ada erfolgt diese Typumwandlung von Float nach Integer
durch

Integer(<Ausdruck vom Ergebnistyp Float>)
Integer(X) ist also in Ada gleich obigem round(X).
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Operationen auf den reellen Typen

Fur Gleitkomma- und Festkommadarstellungen gibt es die
einstelligen Operationen +, - und Absolutbetrag und die
zweistelligen Operationen Addition +, Subtraktion -, Multipli-
kation=, Division / und Exponentiation (rechts von+ darf

in Ada nur eine ganze Zahl stehen).

Weiterhin gibt es die sechs Vergleichsoperatoren: =, /=, <, >,
<=, >=, deren Ergebnis vom Typ Boolean ist. Man sollte
wegen der unvermeidlichen Rundungsfehler die Vergleichs-
operatoren = und /= bei reellen Zahlen abehtverwenden.

Hinweis: Dartber hinaus gibt es eine Vielzahl weiterer Funk-
tionen (Sinus, Cosinus, Exponentialfunktion, Logarithmus, ...)
in speziellen Paketen fur die reellen Datentypen, z.B. in
Ada.Numerics.Generic_Elementary_Functions .

200¢
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Weitere Hinweise

Ausnahmsweise ist in Ada die Multiplikation von ganzen mit
reellen Zahlen erlaubt, ebenso die Division einer reellen Zahl
durch eine ganze Zahl.

Die Prioritaten fur die Operationen sind die gleichen wie die,
die am Ende von 1.8.5 angegeben sind.

Auf weitere Details gehen wir hier nicht ein. Sie sind in jedem
Buch Uber Ada aufgelist:

Hinweis:Da letztlich reelle Zahlen nur durch eine feste Zahl
von Binarstellen angenéhert werden kénnen, kann man diese
Menge auch als Aufzahlungstyp auffassen. Dies ist in Ada 95
(aber nicht in friheren Ada-Definitionen) auch der Fall. Ab

Ada 95 sind daher die Funktionen Pred und Succ auch auf den
reellwertigen Datentypen zugelassen. Sie liefern die vorherige
bzw. nachst grol3ere darstellbare Zahl. (Man sollte dies aber
nur benutzen, wenn man sich mit Ada wirklich gut auskennt.)
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1.8.7 Konversion (Typumwandlung)

Ada ist 'streng typisieft was insbesondere bedeutet, dass die
Datentypen der Operanden in Operationen genau festgelegt
sind und beachtet werden missen. Zum Beispiel ist in

X, Z: Float; K, L: Integer; ...

Z:=X+K,
der Ausdruck X+K nicht zulassig, da der Operator "+"
entweder flr zwei ganze Zahlen oder fir zwei reelle

definiert ist, aber nicht fur einen Mix hieraus. Man muss
zunachst die Datentypen der Operanden anpassen:

Z .= X + Float(K); oder L := Integer(X) + K;
Float bewirkt die Umwandlung einer ganzen Zahl in die

entsprechende reelle Zahl; Integer entspricht genau der
Rundungsfunktion "round".
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1.8.8 Initialisierung von Variablen

Variablen werden wie folgt deklariert (siehe 1.4):
<Liste von Bezeichnerm>=Datentyp>

Sehr oft will man einer Variablen zu Beginn einen Wert
zuweisen (man sagt: die Variable wir initialisiert). Dids is
bereits in der Deklaration erlaubt durch

<Liste von Bezeichnern><Datentyp>= <Ausdruck>;

Jeder Bezeichner in der <Liste von Bezeichnern> erhalt
hierdurch den Wert, den <Ausdruck> liefert, als Anfangswert
zugewiesen. Stimmen bei der tatsachlichen Berechnung
<Datentyp> und der Ergebnistyp von <Ausdruck> nicht
Uberein, so bricht das Programm hier mit einem Fehler ab.
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Diese Initialisierung ist auch fur strukturierte Datentypen
zulassig. Wir hatten den Datentyp Rational in 1.6 eingefihrt.
Die Deklaration von Konstanten und die Initialisierung von
Variablen kénnen nun in der Reihenfolge der Komponenten
oder durch explizite Angabe  <Selektor> => <Ausdruck>
erfolgen. Beispiel:
typeRationalis record

Zaehler: Intege

Nenner: Positive;
end record
Ein_Drittel: constanRational := (1,3);
Zwei_Drittel: constanRational := (Nenner => 3, Zaehler => 2);
X, Y: Rational := (1,1);
Z: Rational := (X.Zaehler+Ein_Drittel. Nenner,Y.Nenner);

Q: Rational := (1,-1);
Fehler, weil -1 nicht vom Datentyp Positive |ist
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Dies ist auch fur Aufzahlungstypen und fur Felder ("array",
siehe 1.9) zugelassen: Beispiele:

Zehn, Ten, Dix, Dieci, Diez, Deka, On, Shi, To: Integer := 10;
EinK: constant= 1024; -- bei Integer und Float darf man diesen

-- Datentyp ausnahmsweise in einer
-- Konstantendeklaration weglassen

typeWochentags (Mo, Di, Mi, Do, Fr, Sa, So);
Mitte_der_WocheconstantVochentag := Mi;
Tag: Wochentag := Wochentag'Succ(Mitte_der_Wor

Vorgriff auf Abschnitt 1.9:
Ueberschriftconstanarray (1..5) of Wochentag

:= (Mo, Di, Mi, Do, Fr);
X: array(1..3)of Float := (1.0, 2.0, 3.0);
Y: array(1..EinK) of Character := (1=>1, 2=>0thers>0);
(Durch die Schreibweise <Index>=> ... wird man
unabhangig von einer zuféllig gewahlten Reihenfolge.)
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1.8.9 Ausdriicke und Ein-Ausgabe

Ausdriicke werden aus Konstanten, Variablen und Operationen
"wie Ublich" gebildet. Wir erwarten, dass dies bekannt ist.
Beispiele:
Arithmetische Ausdriicke
A+ 23.0- (X + 3*2)**2
Hierin kommt 23.0 vor, welches nur vom Typ Float sein ki
Daher liegt genau dann ein korrekter Ausdruck vor, wenn A, X
und Z Ausdrticke (z.B. Variablen oder Konstanten) vom Typ
Float sind. Der Ergebnistyp dieses Ausdrucks ist Float.
(Beachte: 3*Z ist ausnahmsweise erlaubt, siehe Ende von 1.8.6)
(Jahr-1)*365 + (Monat-1)*30 + Tag
ist ein ganzzahliger Ausdruck, aber nur, falls Jahr, Monat und
Tag vom Typ Integer sind.

Beispiele:
Character-Ausdruck

Pred(Val(23+J))
ist ein Ausdruck, sofern J vom Typ Integer ist und der Wert von
(23+J) im Intervall von 0 bis 255 bleibt.

Boolesche Ausdriicke

A

notA and(Integer(365.25*59) > 20_85fr K = N-1)

(B and notC) or (A xor B)

(B and not(-K = N+3)) or (K < N) xor (A or B))
sind Boolesche Ausdriicke, sofern A, B und C Boolesche
Ausdriicke (z.B. Boolesche Konstanten oder Variablen) und K
und N ganzzahlige Ausdricke sind. Beachten Sie die Pflicht,
bei den gleichwertigen Booleschen Operationen zu klammern.
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Die Ein- und Ausgaberfolgt Uber die Standardfunktionen
GetundPut

Dies sind Funktionen, die von der Ada-Bibliothek bereitge-
stellt werden. Man muss die zugehdrigen Pakete, in denen sie
definiert sind, daher explizit angeben.
with Ada.Text_IO; (sofern man nur Texte behandelt)
with Ada.Integer_Text_IOwith Ada.Float_Text_I(
sofern man bei der Ein-/Ausgabe ganzzahlige Werte bzw.
reellwertige Datenbereiche benutzt.
Die Ein-/Ausgabe wird dann z.B. mittels
Ada.Integer_Text_10.Put(X)
angegeben. Will man die explizite Angabe des Pakets sparen,
S0 muss einuseAda.Integer_Text_10 usw. hinzugefugt
werden. Details siehe Ubungen und selbst anlesen.
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1.9 Felder
1.9.1 Unterbereiche/Untertypen

Ist M eine angeordnete Menge und sind &,M mit a <=b, so
ist derUnterbereichvon a bis b der Menge M
a.b={x0OM]asx<h}

Der Unterbereich Gibernimmt alle Operationen von M.
Unterbereiche werden in Ada als "subtype" (Untertyp) eines
anderen Datentyps bezeichnet. Schema h
subtype<Name>is <Datentyp> <constraint>
Die Einschrankung <constraint> gibt den Bereich ("range”) von
unterer bis oberer Grenze an: <constraint> hat in Ada die Form
range<Ausdruck® .. <Ausdruck2
Jeder Ausdruck muss einen Wert miusdruck® < <Ausdruck2

liefern. Die Einschréankung darf aber fehlen. In diesem Fall hat
der Untertyp die gleiche Wertemenge wie der <Datentyp>.
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Basistyp

In der Definition

subtypeU is T <constraint>
ist U der Untertyp von T und T kann man als den "Obertyp"
von U bezeichnen. Der Datentyp, von dem U letztlich
abgeleitet wurde, heil3t Basisdatentyp oder kurz Basistyp zu U.
Es sei T ein skalarer Datentyp. Im Falle

subtyptU is T <constraint.

subtypeV is U <constraint>

subtypeW is V <constraint>
ist W Untertyp von V, von U und von T. U ist Obertyp von V
und von W. Der Basistyp von U, V und W ist T.
Alle Operationen des Basistyps T sind automatisch auch fur
jeden Untertyp U, V und W giiltig.

Operationen

"subtypé bezieht sich ausschlief3lich auf die Wertebereiche.
Alle Operationen des Basistyps werden vom Unterdatentyp
ubernommen.

In Ada wird jede Variable eines Untertyps stets auch als
Variable des Basistyps aufgefasst, so dass man also rechnen
kann, als ob man im Obertyp ware. Erst bei der Zuweisun
Ergebnisses wird geprft, ob das Ergebnis die Einschrankung
erflllt, also im Bereichrange<Ausdruck® .. <Ausdruck2 ist.

(Ein Untertyp wird in Ada also als der Basistyp mit
zusatzlicher Einschrankung des Wertebereichs aufgefasst.)
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Beispiel
subtypeMonatstages Integerrangel..31;
subtypeMinMonatstages Monatstageangel..28;

Will man zu einem Tag vom Typ Monatstage den Tag der
folgenden Woche (plus 7) berechnen, so kann man schreiben:

X, Z: Monatstage; .....

Z=X+7;

if Z>31thenZ := Z-31;end if,
Dies fuhrt natirlich zu einem Fehler, falls X mindestens den
Wert 25 besal3, da dann Z den Unterbereich verlassen wiirde.
Dagegen fuhrtif X > 24thenZ := X + 7 - 31;end if, nicht
zu einem Fehler, auch wenn zwischenzeitlich der Bereich
verlassen wurde, da Ada den Ausdruck X+7-31 im Basistyp
Integer berechnet.
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Zuweisungen an Variablen der Untertypen sind immer
erlaubt, wenn der zuzuweisende Wert im Unterbereich liegt:
subtypeMonatstages Integerrangel..31;
subtypeMinMonatstages Monatstageangel..28;

X, Y, Z: Monatstage; A: MinMonatstage; H, J: Integer; .....
H :=50; X := 30; Z := 20;

Beachte: (iZ) moc 30 +1 ist ein Ausdruck, der in den gan:

Zahlen berechnet wird. Erst das Ergebnis wird der Variablen Y
zugewiesen. Folglich sind erlaubt:

A:=Z;Y:=H-20;Y :=(HZ) mod30 +1; J := X; A = X-Z,
Verboten sind aber (d.h., zu Bereichsiberschreitungen fihren):
A=XZ=H A=22727:=27,
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Wichtige vordefinierte Untertypein Ada sind:

subtypeNatural is Integerrange0..Integer'Last;

subtypePositiveis Integerrangel..Integer'Last;

Unterbereiche kann man auch fur den Typ Float
einfihren, sofern die Grenzen Ausdricke sind, d
Ergebnisse reellwertig sind:

subtypeEinheitsintervalis Floatrange0.0 .. 1.0;
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1.9.2 Felder (statisch)

Fir Elemente der Wertemenger b&notigt man r Variablen der
gleichen Art, auf die mit einem Index zugegriffen werden kann.
Diese fasst man unter einem Namen zu einéetd" (oder

Vektor) zusammen. Man muss den Indexdatentyp (meist ist dies
ein Unterbereich) und den Werte-Datentyp angeben. Schema:

array (<Indexdatentyp>of <Datentyp>

In der Regel muss man in Ada jedem Datentyp (aber nicht
unbedingt den Untertypen) einen eigenen Namen geben.

(Ausnahme: Bei Feldern ist dies nicht notwendig, was jedoch zu
Unvertraglichkeiten zweier Deklarationen fithren kann, die man
als gleich auffasst, die es aber in Ada nicht sind, siehe spéter.)
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Wir empfehlen daher, Feldern stets einen Namen zu geben:
type<Feldname> isirray(<Indexdatentyp>df <Datentyp>;

Hierbei darf der <Datentyp> der Komponenten des Feldes
erneut eine Felddeklaration sein (das ergibt dann eine Matrix):

array<Datentyp des 1.Indexof
array<Datentyp des 2.Indexof <Datentyp>
Dies kirrzt man in Ada ab dur
array<Datentyp des 1.Index>, <Datentyp des 2.IndeksDatentyp>

und nennt dies ein zwei-dimensionales Feld. Wiederholt man
dies, so lassen sichdimensionale Feldeteklarieren, & 1.

Zum Beispiel braucht man dreidimensionale Felder zur
Darstellung von Volumendaten.
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Allgemeines Schema zur Einfihrung eines Feld-Datentyps:
type<name>is

array(<Liste_der_Indexdatentypena) <Datentyp>
Beispiel:Stundenplan in einer Schule
typeLehreris (Hinz, Kunz, Maier, Mller, Schmidt);
typeStundeis Integerrangel..9;
typeSchultags (Mo, Di, Mi, Do, Fr, Sa);
type Fachis (Deu, Mathe, Engl, Phy, Bio, Gesch, Musik, fi
typeKlasseis Integerranges..13;
typeStundenplans array(Klasse, Schultag, Stundej Fach;

typeLehrerplanis array(Lehrer, Schultag, Stundef Klasse;
(Erkennen Sie eine Schwache dieser Modellierung?!)

Beispieleitype Codierungs array(Characterpf Character;
typeMatrix is array(1..500, 1..500pf Float;

typeFarbeis (weiss,rot,gelb,gruen,hellblau,blau,violett,schwarz
typeFarbvoxelis array(1..X, 1..Y, 1..Z)of Farbe;
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Beispiel Skalarprodukt

with ...;use...;
procedureskalarproduktls  -- Berechne die Summe (X(i) mal Y(i))
Max: constaninteger := 1000;
typeVektoris array(1..Max)of Float;
X, Y: Vektor; Sk: Float := 0.0; N: Natural;
begin Get(N); -- Anzahl der Komponenten je Vektor
if (N> 0) and (N <= Maxther
foriin 1..Nloop Get (X(i)); end loop
foriin 1..Nloop Get (Y(i)); end loop
foriin 1..Nloop Sk := Sk + X(i)- Y(i); end loop
Put (Sk);
elsePut ("Anzahl N ist zu klein oder zu gro3.");
end if;
end

Statt Konstanten dirfen in den Indexdatentypen auch
Ausdriicke verwendet werden, sofern jeder Ausdruck in
dem Augenblick, in dem die Deklaration erreicht wird,
auch tatsachlich ausgerechnet werden kann (vgl. 1.9.1).

Beispielg(wobei fund g Funktionen vom Ergebnistyp
Integer sein sollen):

typeHilfs_Vektoris array(1..N, x..1*J) of Boolean;

type Ausschnittis array (f(unten)..g(oben)of Integer;
typeUnklaris array((oben-unten)/2..f(g(unten*oben)f Float;

In der Regel verwendet man Felder in der Form
typeF is array(u,..0;, W,..0,, .., Y,..0,) of ...;

Die Werte y und g heifl3en untere und obefeldgrenze

der ersten Dimension von F, und g, hei3en untere und

obere Feldgrenze der zweiten Dimension von F usw.

200¢

Eidl© VC, FMI 201

Ein Feld heiRstatisch wenn zur Ubersetzungszeit (also
unabhangig von Eingabewerten) alle Feldgrenzen bekannt
sind. Wenn man das Programm also als Text liest, kann
man die Feldgrenzen bereits genau angeben.

Wird mindestens eine Feldgrenze aber erst zur Laufzeit des
Programms berechnet, so heil3t das Bgtthmischin

diesem Fall muss man Blocke (siehe spater) verwenden, mit
denen man die Speicherplatz-Reservierung zur Laufzeit
vornehmen kann. Ein Beispiel finden Sie in 1.11.5.

Durfen Feldgrenzen zur Laufzeit ver&ndert werden, so heif3t
das Feld dynamisierbat. (Dies ist in Ada nicht erlaubt.)
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1.9.3 Unspezifizierte Feldgrenzen
In Ada kann man die Feldgrenzen auch undefiniert lassen und
erst zur Laufzeit, also wenn das Programm erstmals an die
betreffende Verwendung des Feldes gelangt, die konkreten
Werte einsetzen. Man tragt in der Deklaration dann nur den
Datentyp des Index ein und fugt dahinter ein

range<> ("<>" sprich "box")
hinzu. Solche unspezifizierten array-Deklarationarssman
bei ihrer Verwendung spezifizieren B. bei der Deklaratio
von zugehdrigen Variablen oder bei einem Parameteraufruf.
Beispiele:
typeTextis array(Naturalrange<>) of Character;
typeRasteris array(Integerrange<>, Integerrange<>) of Boolean;
typeGanzzahl_Vektois array(Integerrange<>) of Integer;

Bei der Deklaration von Variablen gibt man dannldiekreten Grenzen
statisch oder dynamisch (I und J missen dann \Waken) vor, z. B.:
X: Ganzzahl_Vektor (-10..10); oder Y: Gandzakktor (1..J);
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In Ada sind weitere Operationemt arrays verbunden (in Ada

werden auch sie asttribute bezeichnet): Weiterhin darf man Feldvariablen, diem gleichen Datentyp
Das Attribut 'Range(i} gibt zu jeder Feld-Variablen den sind, einander zuweisen.

Indexdatentyp ihrer i-ten Dimension an. Analog bezeichnet typeH_Vektoris array(1..100)of Character;

"Length(i)' die Anzahl der Elemente des Indexdatentyps in der

i-ten Dimension. Mittelsirst(i) undLast(i) erhalt man das erste X, Y: H_Vektor;

bzw. letzte Element des Indexdatentyps der i-ten Dimension. Hat
man nur eine Dimension, so darf man "(1)" wegla:

o X:=Y,
Beispiel:
typeCodesss array(CharacterangeA'..'Z, 1--32)°T . Bedeutung dieser Zuweisung: Der gesamte Inhalt von Y wird
~ Characterange’B'..'’z"; komponentenweise in die Variable X kopiert.
W: Codes; Dann gilt: o _ _ _ _

' ' Dies ist auch fur einzelne Dimensionen erlaubt, Stiges
W'R_ange(Z) = .1--32’ W Length(1) = 26, (Ausschnitte, "Scheiben"). Wir gehen hierauf nur in den
WFirst(1) ="A", W'Last(2) = 32. Programmieriibungen ein.
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. o with Ada.Text_lO;useAda.Text_lO;with Text_lO;useText_|O; Einsatz
Mit unspezifizierten Feldgrenzen kann man z.B. Prozeduren und with Ada.Integer_Text_lOuseAda.Integer_Text_|O; dicses
Funktionen unabh&ngig vom konkreten Indexdatentyp schreiben: with Ada.Float_Text_IOuseAda.Float_Text_IO; Beispiols

procedureSumme_der_Quadrai® i eiﬁem
tvpeZahl Vektoris arrav(inteagerrange< >) of Float: typeZahl_Vektoris array(Integerrange<>) of Float;
yP - Y 9 9 ) ’ functionSkalarprodukt(X, Y: Zahl_VektometurnFloatis konkreten
functionSkalarprodukt(X, Y: Zahl_VektometurnFloatis begi“i Float :=0.0 Programm
Sk: Float := 0.0; if (X'First = Y'First)and(X'Last = Y'Last)then
begin for i in X'Rangeloop Sk := Sk + X(i) * Y(i); end loop
: i — ' ' -\ returnSk;
if (X F!rst _.Y First)and(X'Last =Y Lgst)then else rais€onstraint_Errorend if e wird Konkrel
for i in X'Rangeloop Sk := Sk + X(i - Y(i); encloogp; enc / der Bereich 1..2
returnSk; _ _ A, B: Zahl_Vekor (..20); syl
else raiseConstraint_Errorend if; Hier werden die begin
end tatsachlichen for | in A'RangeloopA(l) := Float(l); B(l) := Float(l);end loop
Grenzen festgelegt if Skalarprodukt(A,B) 0.0thenPut(Skalarprodukt(A,B3,8,0);
A, B: Zahl_Vektor (-5..1157; New_Line; Put(A'Last*(A'Last)*(2*A'Last+1)/6, 8);

’ - ! else nulj end if

begin ... -- die Vektoren A und B erhalten Werte ... end
if Skalarprodukt A,B) > O.6hen.... P Hinweis: Die Summe der ersten h
p ( ) Ergebms' 2870. 00000000 Quadratzahlen ist n(n+1)(2n+1)/6.
2870 Dies wird hier fir n=20 berechne}.
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Erlauterungen:

1. Einfacher wére in der Funktion "Skalarproduk# dbfrage
if X'Range = Y'Rangéen...

gewesen. In Ada ist jedoch die Verwendung deslAtts
"Range" in Ausdrticken nicht zugelassen. Daher wdiee
Formulierung mit X'First und X'Last gewahlt.

2. In der Funktion "Skalarprodukt” wurde die elenseat
Anweisung  raise<Ausnahmebehandlung> ;
in der Form  raise Constraint_Error
verwendet. Dies ist ein "kontrollierter Fehlerausgja Das
Programm bricht also nicht einfach zusammen urigtesklar,
was dabei geschieht, sondern es wird der Fehler
"Constraint_Error" aufgerufen ("erweckt") und dasdgtamm
wird "sauber abgewickelt". In Ada gibt es vier viagestellte
Ausnahmebehandlungen, die man mittels raise aktivikann:

Constraint_Error, Program_Error, Storage_Errorkifags Error.

1.10 BNF und EBNF

1.10.1 Beispiel

Wie beschreibt man die Struktur (das Schema) eines Programms
und seiner Bestandteile? Bereits aus dem Jahre 1957 stammt die
s0g.BNF, Abkurzung fir "Backus-Naur-Form", nach dem ame-
rikanischen Informatiker J. Backus und dem dé&nischen Informa-
tiker P. Naur, die diese Darstellung vorschlugen und hiermit die
Programmiersprache ALGOL 60 definierte

In der Theorie erweist sich die BNF als identisch mit den sog.
"kontextfreien Grammatiken". Die BNF besteht aus Terminal-
und Nichtterminalzeichen, einem Startsymbol und einer Menge
von Regeln der Form

A= ] .|y
wobei A ein Nichtterminalzeichen ist und difix 1, 2, ..., k) je
eine Folge aus Terminal- und Nichtterminalzeichen sind.

200¢
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Wir demonstrieren die BNF am Beispiel des Aufbaus
eines Ada-95-Programms:

procedure<Name des Programmss
<Deklarationsteil>

begin
<Anweisungsteil>

end;

Nichtterminalzeiche: <Name des Programm
<Deklarationsteil>
<Anweisungsteil>

Sie dienerzur Erzeugungines korrekten Programms und

durfen im Programm spater nicht auftreten.

Terminalzeichemsind alle Zeichen, die im erzeugten

Programm vorkommen durfen. Hier sind dies:

procedure is begin end ;

20¢
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Zu dem obigen Programmaufbau gehoért die Regel:

<Programm> ::sprocedure<Namedes Programmsis
<Deklarationsteil>hegin<Anweisungsteil>end;

Eine Regel der Form

Al=u|w]... |y
besagt: Beim Erzeugungsprozess darf das Nichtterminal-
zeichen A durch irgendeine der Zeichenfolgeersetzt
werden. Fir jedes Nichtterminalzeichen A gibt es g¢
eine Regel, in der A links von "::=" auftritt.

Ein Nichtterminalzeichen soll stets etwas bedeuDather schreibt
man eine geeignete Bezeichnung in spitze Klammedwverwendet
diese Darstellung anstelle von A.

Statt <Name des Programms> schreiben wir <NdeseProgramnis
Mit dem Kursivdruck wird angedeutet, dass hier Mahtterminal-
zeichen <Name> stehen muss, dass aber im spatergrafm dieser
Name der Name des Programms sein muss.

200¢
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Nichtterminalzeichen kann man beliebig wéhlen, wéhrend
die Terminalzeichen, mit denen die Programme geschrieben
werden, sich an den Winschen der Kunden orientieren.
Dennoch sollte man die Lesbarkeit der Syntax erhéhen,
indem man verstandliche Nichtterminalzeichen verwendet.

Beispiel: Wir hatten schreiben kdénnen:
o ::=procedures is n beging end;

mit den Nichtterminalzeichem, (3, n, ¢.
Lesbarer ist aber zwiefellos:

<Programm> ::5procedure<Namedes Programmsis
<Deklarationsteil>hegin<Anweisungsteil>end;

Nun mussen wir fur die anderen Nichtterminalzeichen Regeln
angeben. Treten hierbei neue Nichtterminalzeichen auf, so
geben wir auch fur diese Regeln an usw.

\orsicht,
nicht korrekt.

<Namedes Programmss ::= <Bezeichner>

<Bezeichner> ::= <Buchstabe> | <Bezeichner> <Buchstabe> |
<Bezeichner> <Ziffer> | <Bezeichner>

<Buchstabe> A |B|C|D|E|F|G|H]|I|J|K|L|M|N]
OIFIQIRIS|T|UIVIWI[X]|Y|Z]a|blc|d|e|f]
glhliljlk[IIm[nfo|plalr|s|tfulv|w]|x]y|z

<Ziffer> :=0]1|2|3|4|5|6]7|8|9

Ein Bezeichner ist jede Zeichenfolge aus Terminalzeichen, die
man aus dem Nichtterminalzeichen <Bezeichner> erzeugen
kann, also eine Folge von Buchstaben, Ziffern und dem Unter-
strich, die mit einem Buchstaben beginnt. Prifen Sie dies nach!
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Haben Sie dies wirklich in Ada-95-Programmen ausprobiert?
Dann haben Sie entdeckt; Ada95 stimmt dies nicht!

Beispiele:

Erlaubt sind: r45 ZZ6 T In_form_atik Drei_D_Video
Verboten sind:3_D Video 45r In__form_atik Dx A_
Man erkennt: Der Unterstrich darf nicht zweimal nacheinander
auftreten und er darf nicht am Ende stehen!

Also missen wir unsere Regeln andern!

200¢
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Korrekte Festlegung von <Bezeichner> (engl.: <identifier>) in Ada.
Man erzwinge, dass nach dem Unterstrich ein Buchstabe oder eine
Ziffer folgen muss:

<Bezeichner> ::= <Buchstabe> |

<Buchstabe> A |B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M|N]|

<Ziffer>::=0]1]2|3|4|5|6|7|8]|9

<Bezeichner> <Buchstabe> |
<Bezeichner> <Ziffer> |
<Bezeichner:_ <Buchstabe>
<Bezeichner>_ <Ziffer>

OIP|IQIR[S|TIU|VIW[X]|Y[Z]a|blc|d]|e]|f]
glhliljlk[IIm[nlolplqlr|s[tfulv]w]x]y]|z
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In ahnlicher Weise behandeln wir nun den <Deklarationsteil
vgl. hierzu den Anfang von 1.¢ bedeutet: Hier steht nichts.

<Deklarationsteil> ::= <Folge_von_Deklarationen>

<Folge_von_Deklarationen> &
<Deklaration> <Folge_von_Deklarationen>

>’

<Deklaration> ::= <Variablendeklaration> | <Typdeklaration> |

<Konstantendeklaration> | <Untertypdeklaration> |
<Funktionsdeklaration> | <Prozedurdeklarati

<Variablendeklaration> ::=
<Liste_von_Variablen> <Datentyp>;

<Liste_von_Variablen> ::= <Variable> |
<Variable>, <Liste_von_Variablen>

<Variable> ::= <Bezeichner>

usw. Versuchen Sie, die weiteren finf Deklarationen und den

<Datentyp> selbst auszuformulieren.

1.10.2 BNF Definition

EineBNF (Backus-Naur-Formist ein Viertupel (VZ, P, S)

mit

(1) Vist eine nicht-leere endliche Menge (die Menge der
Nichtterminalzeiche)h alle Elemente sind von der Form
< Zeichenkette X(in "Zeichenkette" treten '<' und ">' nicht auf)

(2) Z ist eine nicht-leere endliche Menge (die Menge der
Terminalzeichepmit Vn =0 und [JZ,

(3) SOV ist ein Nichtterminalzeichen (d&artsymbo),

(4) P ist eine endliche Menge v&egelnoderProduktionen
Zu jedem Nichtterminalzeichen A gibt es in P genau eine
Regel der Form A:=du|... |y (k=1),
wobei jedes eine Folge von Zeichen aus [\Z) ist;
die leere Zeichenfolgeist hierbei als ein;izugelassen.
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Abstraktes Beispiel:

(V, Z, P, S) sei gegeben durkh= {0,1}, V ={S,A} und P
bestehe aus den beiden Regeln
S:=1A|0 und A:=1A| 0K

Welche Zeichenfolgen tb&rkann man aus S erzeugen?

217

Man erkennt: Aus S lasse
sich alle beliebige lange
Folgen aus Nullen und
Einsen erzeugen, die mit
einer 1 beginnen sowie di
Zeichenfolge 0, d.h., alle
Binardarstellungen volN,,
also genau die Menge
{0} O{1u | ud{0,1}*}.

S=0

S=1A=1
S=1A=10A=10

S= 1A= 11A= 11

S= 1A= 10A= 100A= 100
S= 1A= 10A= 101A= 101
S= 1A= 11A=110A= 110
S= 1A= 11A= 111A= 111

D
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Programmiersprachen-Beispiel:

Durch die folgende BNF (VZ', P', S") sollen (ganzzahlige und
vollstandig geklammerte) arithmetische Ausdricke beschrieben
werden. Ein solcher arithmetischer Ausdruck ist eine ganze Zahl
oder eine Variable oder es sind arithmetische Ausdrticke, die durch
Operationen +, -, abs, / und_ modverknipft sind. Wir nehmen
hier an, alle Variablen seien von der Form Xi, wobei i eine
natlrliche Zahl ist. Wir definiere
V'={<arithmAusdr>, <ganzeZahl>, <Variable>, <Z&B@b,

<Zifferz0>, <Ziffer>},
>'={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,X,(,), +,-,abs,*,/, mod},
S' = <arithmAusdr>
Die Menge P' muss aus genau sechs Regeln bestehen, da V' sechs
Elemente besitzt.
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P' besteht aus den Regeln:

<arithmAusdr> ::= <ganzeZahl> | <Variable> | (damitAusdr>) |
+ <arithmAusdr> | - <arithmAusdr> | abs(<arithmAusdy
(<arithmAusdr> + <arithmAusdr>) | (<arithmAusdr>arithmAusdr>) |

(<arithmAusdr> * <arithmAusdr>) | (<arithmAusdr> asthmAusdr>) |
(<arithmAusdr> mod <arithmAusdr>)

<ganzeZahl> ::= 0 | <ganzeZahb

<ganzeZalz0> ::= <Zifferz0> | <ganzeZa#0> <Ziffer>
<Zifferz0>::=1]|2|3|4|5|6|7]8]9

<Ziffer> ::= 0 | <Ziffert0>

<Variable> ::= X <ganzeZahl>

Machen Sie sich an Beispielen klar, dass Sie genau die geforderten
arithmetischen Ausdriicke erzeugen kdnnen, z.B. 0 oder X2
oder (X13 + X0) oder (X1 -((45*13)/X8)) usw.
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1.10.3 EBNF

Man erweitert die BNF meist um folgende Mdglichkeiten.

a) Verwenden von Schlisselwdrtern

Schlusselworter der Sprache werden als Folgen von Zeichen
dargestellt, die in Apostrophe eingeschlossen und deutlich
hervorgehoben werden. (Tritt im Schlisselwort ein Apos-
troph auf, so wird dies durch zwei Apostrophe dargestellt.)

Beispiel: <Boolesche Operatoren> ::="and' | 'or'

Hierdurch wir ausgedrickt, dass die Operatorenusaidor
eigentlich einzelne Terminalzeichen sind, jedoch als Zeichen-
kette durch Hintereinanderschreiben anderer Zeichen darge-
stellt werden. Man kénnte ansonsten in BNF auch schreiben:
<And-Operator> ::= and <Or-Operator> ::= or
<Boolesche Operatoren> ::= <And-Operator> | <Or-Operator>
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Hinweis: Wir heben Terminalzeichen manchmal in blau hervor:
z' :{Ol 11213141 51 6171 81 91x| (1)1+!_1abs*1/1 mOd}

<arithmAusdr> ::= <ganzeZahl> | <Variableg<frithmAusdr3 |
+ <arithmAusdr> | <arithmAusdr> pbsgarithmAusdry |
(<arithmAusdr>+ <arithmAusdry | (<arithmAusdr> <arithmAusdr3 |
(<arithmAusdr>* <arithmAusdry | (<arithmAusdr>/ <arithmAusdry |
(<arithmAusdr>mod <arithmAusdry

<ganzeZahl> :::0 | <ganzeZalz0>

<ganzeZaht0> ::= <Zifferz0> | <ganzeZakb> <Ziffer>
<Ziffer£0>::=1|2|3|4|5|6]|7]8|9

<Ziffer> ::= 0| <Zifferz0>

<Variable> ::=X <ganzeZahl>

Erzeugbare arithmetische Ausdriicke:
45 oder X13 oder (X13* X0) oder (X1-((45*13)/X8)) usw.

Eidl © VC, FMI 22z

b) Einfihren von eckigen Klamme(tein- oder keinmal"):
Symbole oder Folgen von Symbolen, die auch wegfallen
darfen, werden in eckige Klammern eingeschlossen.

Beispiele:
<Ziffernfolge> ::= <Ziffer> [<Ziffernfolge>]
(Dies ist die Abkurzung fur
<Ziffernfolge> ::= <Ziffer> | <Ziffer> <Ziffernfolge> )

<Alternative> ::='if' <Bedingung>
'then'<Anweisung>
['else'<Anweisung>]end' 'if' ;
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c) Einfuhren von geschweiften Klamme{fiteration™):
Symbole oder Folgen von Symbolen, die beliebig oft (auch
keinmal) wiederholt werden dirfen, werden in geschweifte
Klammern eingeschlossen.

Beispiele:

<Ziffernfolge> ::= <Ziffer> {<Ziffer>}
ist die Abklrzung far
<Ziffernfolge> ::=¢ | <Ziffer> <Ziffernfolge>

Definition von Bezeichnern in Ada, siehe 1.10.1:

<Bezeichner> ::=
<Buchstabe> { [ _] <Buchstabe> | [ _] <Ziffer>}

Beachte: "|" darf nun auch in den Ausdriicken stehen!

Definition: Erweiterte Backus-Naur-Form
Die EBNF ist die Erweiterung der BNF um die Mdglichkeiten:

Apostrophefir Schliisselwdrter als Terminalzeichen. (Wenn
wir die Terminalzeichen blau drucken, lassen wir die ' ' weg.)

Eckige Klammernmit der Bedeutung: Die eingeschlossenen
Teile kdnnen hier ein Mal auftreten, miissen aber nicht.

Geschweifte Klamme mit der Bedeutung: Die hierdur:
eingeschlossenen Teile kdnnen beliebig oft nacheinander
auftreten.

Erganzender Hinweis: Falls eckige oder geschweifte Klammern
als Terminalzeichen in den Regeln auftreten kdnnen, so bleibt
es dem Ersteller der Regeln tberlassen, fur Eindeutigkeit zu
sorgen.
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Hinweis: Es gibt Varianten der EBNF.

Oft schreibt man (...)* statt {...}
und fuhrt auch das Konstrukt (...)+ ein, wenn man di¢
O-lteration (= den leeren Fall) verbieten mdchte.

Statt ::=

Einzelne Terminalzeichen miussen oftmals in Anfihrungs-
striche eingeschlossen werd

Schlisselwdrter werden dann meist fett gedruckt.
Die Nichtterminalzeichen werden dann nicht mehr in spitze
Klammern '<' und '>' eingeschlossen.

=]

wird manchmal auch einfach = geschrieben.

Regeln werden mit einem besonderen Zeichen, meist mit
einem Punkt, abgeschlossen.

(An solche Varianten gewdhnt man sich aber rasch.)
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1.11 Kontrollstrukturen

1.11.1 Uberblick

Als Kontrollstrukturen kennen wir bereits die Hintereinander-
ausfuhrung, die ein- und zweiseitige Fallunterscheidung (if ...
end if) und zwei Schleifenarten (while und for). Es gibt noch
weitere Kontrollstrukturen in Ada.

Betrachte einen Ausschrditis der Ada-Syntax in BNF:

<Anweisungsfolge> :: <Anweisung>
<Anweisung> <Anweisungsfolge>

<Anweisung> ::= <elementare_Anweisung> |
<zusammengesetzte_Anweisung>

<elementare_ Anweisung> ::= <leere_Anweisung> |
<Zuweisung> | <exit_Anweisung> |
<Prozedur_Aufruf> | <return_Anweisung> |
<Sprung_Anweisung> | <raise_Anweisung>
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<leere_Anweisung> ::aull ;

<Zuweisung> ::=<Variablen_ Name>= <Ausdruck>;
<exit_Anweisung> ::=exit when<Bedingung> | exit;
<Sprung_Anweisung> ::goto<Marke> ;

<Marke> ::= <Bezeichner>

<Prozedur-Aufruf> ::= <Prozedurname>
<Prozedurname> <Aktueller_Parameterteil>

<return_Anweisung> ::returr ; | returr <Ausdruck>;
<raise_Anweisung> ::raise<Name_der_Ausnahme>

BemerkungEs gibt in Ada noch weitere einfache Anweisun-
gen, die unter <elementare Anweisung> aufgelistet werden
mussten. Einige behandeln wir spater oder im Programmier-
kurs oder auch gar nicht. Auch die obige und die folgende
Syntax sind nicht vollstandig; vielmehr gibt es noch weitere
Varianten. ( => Lesen Sie das Original der Ada-Syntax.)
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<zusammengesetzte Anweisung> ::= <if Anweisung> |
<case_Anweisung> | <Schleife> | <Block>

<if_Anweisung> ::=
if <Bedingung>then<Anweisungsfolgexnd if; |
if <Bedingung>then<Anweisungsfolge>
else<Anweisungsfolgexnd if;

<Bedingung> ::= <Boolescher_Ausdruc

<case_Anweisung> ::case<Ausdruck>is
<case_Anweisungsfolgeend case
<case_Anweisungsfolge> ::= <case_Anweisung_Alternative> |
<case_Anweisung_Alternative> <case_Anweisungsfolge>
<case_Anweisung_Alternative> ::=
when<diskrete _Auswahlliste>=> <Anweisungsfolge>

200¢

Eidl© VC, FMI 231

Im Prinzip sind alle diese elementaren Anweisungen Klar:
o leere_Anweisung: Tue nichts.

o Zuweisung: Werte den Ausdruck aus und lege den Weier
Variablen ab (sofern der Datentyp Gibereinstimmt).
o exit_Anweisung: Verlasse sofort die Schleife.

o Sprung-Anweisung: Fahre mit der Anweisung fort, mieder
<Marke> bezeichnet ist. (Hier gibt es Einschranlamgliese
Anweisung fuhrt oft zu undurchschaubaren Programmaher
sollte man sie meidel

o Prozedur_Aufruf: Fihre die Prozedur mit den akarell
Parametern durch (sofern welche notwendig sind).

o return-Anweisung: Verlasse sofort die Funktion oéeszedur.
o raise_Anweisung: Flhre sofort die Ausnahmebehagdiumch.

Zu den MarkenMan darf unmittelbar vor jede Anweisung eine
Marke (das ist ein in << ... >> eingeschlosseneaeRdner)
setzen. Die Marke dient nur als Ziel fur Sprungaiswegen.
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<Schleife> ::=
<lterationsschema}oop <Anweisungsfolge>xnd loop;

<Iterationsschema> :while <Bedingung> |
for <zZahlschleifen_Angabe> ¢

<Zahlschleifen_Angabe> ::= <Bezeichnem><Unterbereich> |
<Bezeichner3n reverse<Unterbereich>
<Block> ::=declare<Deklarationsteil>begin
<volle_Anweisungsfolgeenc;
<Unterbereich> ::= <diskreter_Datentyp> |
<Datentyp>ange<Ausdruck>.. <Ausdruck>
Hinweise: Ein <diskreter_Datentyp> muss eine endliche
Wertemenge besitzen, z.B. Intervalle ganzer Zahlen oder ein

Aufzahlungstyp. Eine <volle_Anweisungsfolge> ist nicht leer
und darf am Ende eigene Ausnahmebehandlungen besitzen.

Wir beschreiben nun einige dieser Anweisungen.
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1.11.2 Fallunterscheidurf)

Die vollstandige Fallunterscheidung lautet in EBNF:
<if_Anweisung> ::=
if <Bedingung>then<Anweisungsfolge>
{ elsif <Bedingung>then<Anweisungsfolge>}
[else<Anweisungsfolge>gnd if;

Eine Kaskade von Fallunterscheidun:

(Bi sind Bedingungen, Ai sind Anweisungsfolgen):
if B1thenAl else ifB2 thenA2 else ifB3 thenA3
else ifB4 thenA4 elseA5 end if, end if, end if, end
if; end if;

lasst sich mit "elsif" also abklrzen zu
if B1thenAl elsif B2 thenAz2 elsif B3 thenA3
elsif B4 thenA4 elseA5 end if;

1.11.3 Auswahlanweisur(fcase")

Mit der case_Anweisung kann man beliebig viele Alternativen
vorgeben. Die Alternativen (<diskrete_Auswabhlliste>) kennen
wir ansatzweise schon von der Initialisierung:

<diskrete_Auswahlliste> ::= <diskrete_Auswahl|> |
<diskrete_Auswahl> <diskrete_Auswabhlliste>
<diskrete_Auswahl> ::= <Ausdruck> | <diskreter_Bereicbthgrs

Die Auswahlimdglichkeiten misselsjunkt und vollstandigein!
Einzelne Alternativen werden durch einen Strich "“|" getrennt.
Beispiel (Tag sei eine Variable von Datentyp Wochentage, siehe
1.8.1; Schulbeginn sei eine Variable fur Texte):
caselagis

whenMo | Di => Schulbeginn :="7:45";

whenMi..Fr => Schulbeginn := "8:35";

whenSa => Schulbeginn := "9:40";

when others=> Schulbeginn := "entfallt";
end casp
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Zur Auswertung/on case-Anweisungen:

Prinzipiell wertet Ada samtliche Mdglichkeiten aus, d.h., fur
alle Auswahlen hinter allewhenwird geprtft, ob sie zutreffen.
Die case-Anweisung wird nur dann ausgefihrt, wenn hierbei
genau einmadler Wert True auftritt.

Daher kdnnen case-Anweisungen in der Praxis deutlich mehr
Zeit bendtigen als iterierte / kaskadierte if-Anweisungen, mit
denen man jede case-Anweisung leicht simulieren kann (bis auf
die Uberpriifung, dass nur genau eine Bedingung zutreffen
darf). Wenngleich aus Grunden der Lesbarkeit die case-
Anweisungen oft zu bevorzugen ist, so sollte man sie dennoch
in Programmen, die diese Uberpriifung nicht benétigen und die
schnell ablaufen sollen, vermeiden.
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1.11.4 Schleifen und exit

Eine Schleife ist in Ada zunachst eine "unendliche Schleife"
der Formloop...end loop . Die Anweisungsfolge zwischen
loop und end loop nennt man dashleifen-Innereder den
Schleifen-Rumpf.

Vor dem Schleifenbeginn "loop" kann man eine Wieder-
holungsbedingung angeben entweder mit einer Laufvariablen
(for) oder mit einer Fortsetzungsbedingung (while).
Laufvariable darf ihnren Bereich auch von hinten nach vorne
durchlaufen ("reverse"). Bei einer Laufvariablen ist gesichert,
dass die Schleife nur endlich oft ausgefuhrt wird; in anderen
Féllen sind unendliche Schleifen moglich.

Man kann die Schleife auch mit Hilfe der exit-Anweisung
beenden.éxit whenB;" verlasst die aktuelle Schleife, sofern
die Bedingung B an dieser Stelle zutrifft ("when B" darf
fehlen, dann wird die Schleife auf jeden Fall verlassen).
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Man darf eine Schleife mit einem Bezeichner versehen, der
abgetrennt durch einen Doppelpunkt unmittelbar vor der
Schleife stehen muss. Dies dient folgendem Zweck:

Will man mittels exit mehrere ineinander geschachtelte
Schleifen auf einmal verlassen, so kann man den Namen der
Schleife, die man beenden mdchte, hinter exit angeben.

Mit exit darf man nicht beliebige Bereiche verlas:
Insbesondere darf man keine Bereiche verlassen, die einen
Deklarationsteil besitzen oder besitzen kdnnten. Wenn man
z.B. in einer Prozedur, die aber keine Schleife besitzt, ein exit
verwendet mit dem Wunsch, dann aus der Schleife, in der die
Prozedur aufgerufen wird, zu springen, so ist dieses "exit"
nicht erlaubt.

200¢
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1.11.5 Block

Ein Block ist eine Programmeinheit, die in der Regel
aus einem Deklarationsteil und einem darauf folgenden
Anweisungsteil besteht. Wie eine Schleife darf auch ein
Block einen Namen erhalten, der durch Doppelpunkt
abgetrennt vor den Block geschrieben wird.

Die vollstandige Regel fiir einen Block in Ada lautet:

<Block> ::= [<Blockname>] [declare<Deklarationsteil>]
begin<volle_Anweisungsfolge>
end[<Blockname>];

Sofern ein Blockname am Ende eingeftigt wird, muss
dies genau der Name sein, der dem Block zu Beginn
(durch Doppelpunkt abgetrennt) gegeben wurde.

200¢
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Beispielzur exit_ Anweisung. Die Schleifen tragen hier die
Namen Schleifel, Schleife2 und Schleife3. Falls beim
Erreichen der exit-Anweisung Y=Z gilt, wird unmittelbar mit
der Anweisung X :=0; fortgefahren .

Wirde exitwhenY=Z; statt exitSchleifelwhenY=Z2;
stehen, so wirde nur Schleife3 im Falle, dass Y gleich Z ist,
beendet, aber die for-Schleife wirde hierdurch nicht verlassen.

Schleifel:
while X>Y loop
Schleife2:for K in .. loop
Schleife3:while Z > Oloop

é;(it SchleifelwhenY=Z;

end loop ..
end loop ...
end loop
X:=0;
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Der Block ist eine zentrale Grundstruktur in Ada
(und vielen anderen Programmiersprachen). Bedeutung:

Wird der Anfang eines Blockes (declare) erreicht, so werden
der Reihe nach alle Deklarationen bearbeitet, die
zugehdrigen Speicherplatze angelegt und die Initialisie-
rungen ausgefuhrt. Anschlielend wird der Anweisungsteil
des Blocks abgearbeitet. Sobald dadam Ende des

Blocks erreicht wird, wird die Situation, die unmittelbar
Betreten des Blockes gegeben war, wieder hergestellt.
Betritt man diesen Block spater erneut, dann sind keine
friheren Daten mehr zuganglich.

Ein Block wird also bei jedem Erreichen neu aufgemacht
und an seinem Ende wieder aufgelddies, was in seinem
Inneren deklariert wurde und geschieht, ist nach auf3en nicht
sichtbar. Ein Block bildet also eine in sich geschlossene
Programmeinheit.
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Durch Blécke wird die Zuordnung zwischen einem Bezeich-
ner und dem Objekt, das er bezeichnet, eindeutig hergestellt.

JedemBezeichnermuss eine Bedeutung besitzen. Diese
Bedeutung erhélt er in Ada wie folgt:

Entwederist ein Bezeichner vordefiniert (Schlisselwort,
Standarddatentypen und ihre Darstellungen oder durch with
und use von aulRen Ubernommen) und somit im gesamten
Programm bekannt

oderer wird in einem Deklarationsteil definiert und existiert
dann genau in dem Programmsttick von seiner definierenden
Stelle bis zunenddes zugehdrigen Blockes

oderer wird bei seinem ersten Auftreten implizit deklariert
(dies betrifft hier nur Namen von Blocken und Schleifen,
Marken und Laufvariablen) und existiert daher genau im
Anweisungsteil des Blockes, in dem er steht, bzw. im Fall
von Laufvariablen genau in der zugehérigen Schleife.
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Ein Objekt kann nur verwendet werden, wensiektbarist.
Daher spielt der Sichtbarkeitsbereich in allen Programmier-
sprachen eine zentrale Rolle.

Der Sichtbarkeitsbereictines Objekts ist der Teil der
Lebensdauer, in der der Bezeichner des Objekts nicht
umdeklariert wurde. Wird der Bezeichner namlich in einem
untergeordneten Block umdefiniert, so ist in diesem Block

nur das neue Objekt, nicht aber das zuvor deklarierte alte
Objekt durch den Bezeichner ansprechbar; man sagt, das alte
Objekt ist nicht mehr sichtbar. In den meisten Féallen kann
man dann auch nicht mehr auf das alte Objekt zugreifen,
sondern muss warten, bis der untergeordnete Block verlassen
wurde. (Tricks, um dies doch zu ermoglichen: siehe spéter.)
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Alle Bezeichner und die durch sie bezeichneten Objekte
unterliegen der Blockstruktur. Sie erhalten hierdurch eine
Lebensdauennd einerSSichtbarkeitsbereich

Die Lebensdauegines Objekts, das in einem Block
deklariert wurde, ist der Teil des Programms von der
deklarierenden Stelle bis zum zugehdrigeddes

Blockes (statische Definition). Man definiert auch: Die
Lebensdauer eines Objekts ist die Zeitspanne ak
Zeitpunkt, zu dem die Deklaration des Objekts erreicht
wird, bis zumenddes zugehdrigen Blockes (dynamische
Definition); dies kann mehrfach geschehen, da man einen
Block ja auch mehrfach betreten und verlassen kann, z.B.
wenn der Block im Inneren einer Schleife steht. Ist das
Objekt eine Variable, so besitzt es wahrend dieser Zeit
einen eigenen Speicherplatz, in dem seine Werte abgelegt
sind.
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Wenn an einer Stelle s des Programms ein Bezeichner "X"
steht,welches Objekt ist hiermit gemeint?

Ada geht wie folgt vor:

Wenn der innerste Block B, der die Stelle s umfasst, eine
Deklaration fiir den Bezeichner X besitzt, so ist das Objekt,
das durch diese Deklaration definiert wurde, gemeint. Gibt es
keine solche Deklaration, so suche in dem kleinsten Block B
weiter, der B umfasst; falls auch hier keine Deklaration f
vorliegt, dann suche in dem kleinsten Block, der B' umfasst,
weiter usw. (Gibt es vor einem Block B" with- und use-
Klauseln, so wird nach dem Deklarationsteil von B" zunachst
in diesen gesucht, bevor zum nachst hoheren Block gegangen
wird.) Aus diesem Zuordnungsalgorithmus ergibt sich auch,
dass ein Bezeichner in jedem Block nur einmal neu deklariert
werden darf (siehe jedoch "overloading"). Nun ein Beispiel.
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Beispiel:Schema einer Blockstruktur:

procedureXYZ is
A, B: Integer; X: Float; Q: Boolean;
begin
A:=-2; B := A*A; X := Float(B)/2.0;
declaréA, X: Integer;
begin
A:=3; B:=A*A; X :=B/3;
declartA, B: Integer
begin
A =X+ X-3; B:=A*A; X :=B/5;
Put(A); Put(B);

end
Put(A); Put(X);
end .....................................................
Put(A), Put(B)’ Put(X), WE|Che sieben Zahlen
end i werden ausgegeben”
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Man sieht hieran, dass eine Prozedur (und eine Funktion) eben-
falls wie ein Block aufgebaut ist, namlich als "Prozedurkopf plus

Block" (wegen des Wortds darf declarefehlen):

procedure<Name>is <Block_ohne_das_Wort_declare_am_Anfang>

Auch dieZahlschleifast eigentlich ein Block. Wenn wir
schreiben for K in 1..NloopA; end loop
dann meinen wir hiermit die bedingte Anweisung mit Block:

if N >= 1then
declartK: Naturalrange 1..N :=1;
begin
loopA; --in Adarf K aber nicht veréandert werden
if K< NthenK := K+1; else exitend if;
end loop
end
end if;

Wegen der Blockstruktur ist die Laufvariable daher nie
identisch mit einer Variablen gleichen Namens.

Zuordnung einiger Bezeichner zu den Objekten:

procedureXYZ is
A, B! Integer; X: Float; Q: Boolean;

2B= R RE-

ecla €A, X: Integer;

= Float(B)/2.0;

declartA, B Integ
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begi
=X+X-3 = B/S5;
ut(A) Put(B);
end
Put(A); Put(X);
end
Put(A); Put(B); P Die Ausgabe lautet daher:
end 3931 -2 9 2.00000E+00
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Beispiel:Diese Zuordnungen gelten flir alle Objekte. Wir
demonstrieren dies auf der ndchsten Folie anhand eines
Operators "*", der aufRerhalb eines inneren Blockes eine
andere Bedeutung hat als innerhalb, obwohl die
verwendeten aktuellen Parameter die gleichen sind.
Hierzu betrachten wir erneut das Skalarprodukt aus 1.9.2
und beschreiben es durch den Operator "*":

function™" (X, Y: Vektor) returnFloatis

SP: Float := 0.0

begin forJin Y'Rangeloop SP := SP + X(J) * Y(J) end loop;
returnSP ;

end"*",

In einem inneren Block definieren wir ™" in eine Summen-
bildung um. (Zu "Operator”: siehe am Ende von 1.7)

Die drei Blocke des Programms sind umrandet. lhre
Deklarationsteile sind farbig unterlegt.
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procedurdrgendwass

N: POSIIVE; auRerer Bloc
beginGet (N);

R S e LTS [mittlerer Block An diesem Beispiel sieht man zugleich, wie ndgnamische

function™" (X, Y: Vektor) returnFloatis Felderbehandelt: Sobald man die Lange des Feldes kennt,

SP: Float := 0.0 i i i

begin for]in Y'Rangeloop SP := SP + X(J) * Y(J) end loop; legt man einen neuen Block an, in dem das Feld deklariert
returnSP ; wird.

endu*u;

begin

for 1 in 1..Nloop Get(A(1)); end loop
for I in 1..Nloop Get(B(l)); enc loog;

Z:=A"B; Put(Z,6,6,0), Hinweis zum Zugrifauf nicht sichtbare Objekte: In Ada gibt

?uencclggen"*" (X, Y: Vektor) returnFloatis es die Mdglichkeit, auf ein altes Objekte, dessen Bezeichner
Ségi'ﬁg:rj i?]'g.;Rangeloop S:= S+ X(J) + Y(J) end loop: umdefiniert wurde, zugreifen zu kénnen, sofern der Block, in
_returnS ; dem das alte Objekt deklariert wurde, einen Block-Namen
gggi; : Im inneren Block wird der besitzt: Man verwende dann einfach
Z:=A'B; PUZ,660);  ghoiadl = des mitlerer <Block_Name><Bezeichner>
end end
end
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Zur lllustration: 145 Zahlemwelche Zzahl kommt am h&ufigsten vor?
Beispiel:Maximale Haufigkeit 2301, 4892, 8197, 7823, 6541, 2639, 7891, 6883, 9211, 6738,
Gegebenst eine Folge a a,, ..., & von n ganzen Zahlen ). 3371, 10892, 4394, 13823, 11741, 2663, 4852, 3197, 7623,
Hierunter kdnnen mehrere Zahlen mehrfach vorkommen. 7841, 6383, 10512, 6938, 4092, 8144, 7823, 6741, 2639, 7391,
Gesuchist eine Zahl, die am haufigsten in der Folge 6884, 9291, 6735, 5171, 10892, 4994, 13623, 12742, 2662,
vorkommt, sowie ihre Haufigkeit. 4432, 3857, 5623, 10395, 2394, 1823, 1751, 2263, 4152, 3647,

7635, 7741, 6383, 1022, 6938, 4992, 8744, 4823, 6641, 7739,
5191, 6294, 4971, 7035, 6631, 11542, 4794, 1373, 15542,
2362, 4412, 3707, 5323, 5371, 4892, 4294, 1373, 11940,
4252, 3737, 7913, 7221, 6373, 11512, 6928, 4492, 2144, 7433,

Hinweis: Wir verwenden hier eine Folge von Zahlen; das
Problem und seine Lésung gelten selbstverstandlich au
jede Folge von anderen Objekten anstelle von Zahlen.

Einfache LosungPrufe fur die erste Zahl, wie oft sie 6641, 12799, 7341, 6284, 9201, 4735, 5441, 10852, 4984,
vorkommt, prife dies fur die zweite Zahl, die dritte Zahl usw. 12223, 11741, 2632, 2432, 3657, 5629, 10355, 4394, 1823,
Teste jedes Mal, ob die soeben ermittelte Haufigkeit das 1751, 7263, 4452, 6647, 8645, 7641, 6383, 1322, 3938, 4022,
bisherige Maximum darstellt und notiere gegebenenfalls die 8441, 4323, 6941, 7832, 5121, 6354, 4931, 7235, 6431, 9542,
neue Zahl und ihre Haufigkeit. 1794, 3273, 4542, 2662, 4812, 2707, 8323, 6484, 9251, 3795,

5071, 6362, 4812, 2747, 5422, 5371, 1592, 4294, 2723, 6242.
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Programmiersprachliche Umsetzung

Variablen:Man bendétigt eine Variable fur die Zahl n und n
VariablenA(1), ...,A(n) fur die Folge der Zahlen. Sodann kann
man die aktuell zu priufende Zahl und ihre zu ermittelnde
Haufigkeit in zwei Variabledktuell undHaufig notieren.
Weiterhin braucht man zwei VariabléfaxZahlund

MaxHaufig in denen man die bisher am haufigsten
vorkommende Zahl und deren Haufigkeit abl

Vorbereiten der VariablerAls erstes muss n eingelesen
werden. Danach muss man in einem neuen Block die
VariablenA(1), ...,A(n) deklarieren und ihre Werte einlesen.
Dann sind die restlichen Variablen anzulegen und eventuell
zu initialisieren (= mit Anfangswerten zu belegen). Dann
kann der Losungsalgorithmus beginnen. Wir realisieren
dieses Vorgehen in Ada mit Hilfe von drei "Blécken".

Datenbereiche und Blockstruktur

procedureMaxHaufigkeitis
N: Positive;
begin
Get(N);
declareA: array(1..N) of Integer;
begin
foriin 1..Nloop Get (A(i)); end loop
declartAktuell, MaxZahl: Intege
Haufig, MaxHaufig: Natural;
begin
MaxZahl := A(1); MaxHaufig := 1;
-- Hier folgen die Anweisungen des Losungsalgorithmus
end
end
end
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Datenbereiche und Blockstruktur

procedureMaxHaufigkeitis

N: Positive;
begin
Get(N);
declareA: array(1..N) of Integer;
begin
foriin 1..Nloop Get(A(i)); end loop
declarcAktuell, MaxZahl: Integer
Haufig, MaxHaufig: Natural,
begin
MaxZahl := A(1); MaxHaufig := 1;
-- Hier folgen die Anweisungen des Loésungsalgorithr
end
end
end

>
c
n
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3 ineinander geschachtelte

Datenbereiche undlockstruktur il
Programmteile: "Blocke

procedure

N: Positive;
begin

declareA: array(1..N) of Integer;
begin

declarcAktuell, MaxZahl: Integer
Haufig, MaxHaufig: Natural,
begin

end
end
end
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Gesamtprogramrfyetestet, liefert fiir obige 145 Zahlen das Ergebnis: 6383 und 3).

Kontrollstruktur zur Lésung with Ada.Text_|O; use Ada.Text_IO;
. . . . with Ada.Integer_Text_lo; use Ada.Integer_Text_lo;
-- Hier stehen Deklarationen und Einleseoperationen, s.o. with Text_lo; use Text_lo;
begin -- Initialisiere zun&chst ﬁr.oF():ggiltJi:leeMaxHauflgkelt IS
MaxZahl := A(1); MaxHaufig := 1; begin
- e e Get (N); New_Line;
foriin1..N IOOP o -- Priife fiir jede Zanhl declare A: array (1.N) of Integer;
Aktuell := A(i); Haufig := 0; --Initialisiere be%m i 1..N loop Get(A(): end |
.- . . oriinl.. oop et 1)); ena loop;
fOIjj In_l..N loop - Verglemhe mltJeder.ZahI declare Aktuell, MaxZahl: Integer;

if A(j) = Aktuell ther Haufig := Haufig + 1encif; be;?uflg, MaxHaufig: Natural;

end Ioop MaxZahl := A(1); MaxHaufig := 1;
i A1 1fi Ar1fi i foriin 1..N loop

> - ”?
if Haufig > MaxHaufigthen - N(_eues Ma'>.<|m_l,|m gef_unden. Aktuell = AQ): Héiufig := 0;

MaxZahl := Aktuell; MaxHaufig := Haufigend if, for j in 1..N loop o o _
end |qu - enclif I%(cj))p— Aktuell then Haufig := Haufig + 1; end if;
New_Line; Put(MaxZahl); Put(MaxHaufig); if Haufig > MaxHéaufig then

- MaxZahl := Aktuell; MaxHaufig := Haufig; end if;

end end loop;
end New_Line; Put(MaxZahl); Put(MaxH&ufig);
end;
end end;
end;
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Gesamtprogrammnit Struktur:

ﬁlrolgedttjre MaxHaufigkeit is Definition:
. Positive;
be%gt(N). N e Ein Bezeichner (und speziell eine Variable) h&Ral in
gecl_are A: array (1..N) of Integer; ~ZU untersuchende Folge dem Block, in dem er (explizit oder implizit) deklariert ist
egin
foriin 1..N loop Get (A(i)); end loop; -- Initialisieren durch Einleser] A i i
declare Akiuell Maxzahl: integer  Jesucht werden: In allen echten Unterbl6cken heil3t der Bezeiclghenal
Haufig, MaxH&aufig: Natural; --  MaxZahl, MaxHaufig
begin -- Initialisi achst .. . . .
Maxzah! := A(L); MaxHaufig = 1 AEISIere zundacns Im Beispiel auf der vorigen Folie sin
foriin 1..N loop -- Priife fiir jede zahl L L . .
Aktuell := A(i); Haufig := 0; - Initialisiere N lokal im &uf3eren Block und global fur die beiden inneren
forjin 1..N loop -- Vergleiche mit jeder Zah| Bl&ck
if AG) = Aktuell then Haufig := Haufig + 1; end if; OCKke,
end loop; . . o
if Haufig > MaxHaufig then - Neues Maximum? A lokal im mitteleren Block und global im inneren Block,
MaxZahl := Aktuell; MaxHaufig := Haufig; end if;
end loop; im i
New Line: Put(Maxzahl); Put(MaxHzufig) Aktuell lokal im inneren Block.
end;
end;
end; m
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1.11.6 Sprunganweisung

Mit dem Sprungyoto<Marke> kann man direkt mit der
Anweisung im Programm, die durch diese Marke (vgl. 1.11.1)
markiert ist, fortfahren. Es sind aber nicht beliebige Springe
im Programm erlaubt.
Beispiel:
while X>Y loop

for Kiin .. loop

|f Y=Z then gotoweiter; end if;
end. .I.oop

<<weiter>>null;  -- Dies ist zugleich ein deklarierendes

-- Auftreten fur den Bezeichner "weiter".
end loop

Der Sprung "goto” darf nicht beliebig verwendet werden:

Man darf nicht von auf3en in das Innere einer strukturierten
Anweisung hineinspringen (insbesondere nicht in parallel
liegende oder untergeordnete Prozeduren, Blocke, Schleifen,
then- oder else-Zweige oder case-Alternativen), sondern nur
an deren Anfang.

Man darf nicht aus einem Block oder einer anderen
Programmeinheit hinaus springen. Am Ende einer solchen
Einheit missen namlich dort deklarierte Variablen wieder
entfernt werden, was bei einem Uberspringen nicht geschehen
wiurde.
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Hinweise:

Man kann jeden Algorithmus mit der einseitigen

Fallunterscheidung und Spriingen simulieren. Zum Beispiel

lasst sich jede while-Schleife mit dem Schleifenrumpf A
while 3 loopA; end loop

wie folgt darstellen:

<<Schleife>>if (3 ther A; gotc Schleife;encif;

Spriinge sind in maschinennahen Sprachen eine wichtige
Anweisung. Sie sind aber fir Menschen schwer verstand-
lich und fuhren daher zu kaum auffindbaren Fehlern. Sie
sollten daher nicht benutzt werden. Sie fuhren zu sog.
"Spaghetti-Code".
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1.12 Records (Verbundtypen)

1.12.1 Records fir kartesische Produkte

Zusammenfassung von n verschiedenen Mengen zu einem n-
Tupel: Gegeben seien die Mengep, M., ..., M,, die zu den
Datentypen T, T,, ..., T, gehoren. Den Datentyp T, dessen
Wertemenge die Menge M =M M, x ...x M, ist, erhalt man
durch:

typeTisrecordS;: T,; S;: Ty ..

.+ §: T, endrecord

S, S, ..., §sind Bezeichner, die so genannt&elektoreh, mit
deren Hilfe man auf die einzeln&mmponenterdes Datentyps T
zugreifen kann. Man "selektiert" die i-te Komponente, indem
man $Sdurch einen Punkt getrennt hinter den Namen der Variable
vom Typ T hangt ("Punkt-Notationot-notatior).
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Beispiele (Einzelheiten werden im Folgenden erlautert)
type Monatsnames (Januar, Februar, Méarz, April, Mai, Juni,
Juli, August, September, Oktober, November, Dezember);

type Datumis record
Jahr: Integer;
Monat: Monatsname,
Tag: Integerangel..31,
enc recorg;

Start_Fussball_Weltmeisterschaft: Datum := (2010,Juni,11);
Heute, Ende, Nikolaus, Neujahr: Datum,;

Heute.Jahr := 2008; Heute.Monat := November; Heute.Tag := 13;

if Heute.Jahr = 200@enEnde := Datum’'(2009,Juli,23);
elseEnde := Heuteend if;

Nikolaus := (Tag => 6, Jahr => 2008, Monat => Dezember);
Neujahr := Datum'(2009, Monat => Januar, Tag => 1);

Spezialfall:_Leerer Verbund

Oft ist es sinnvoll, keine Komponenten anzugeben, also
einen "leeren Verbund" zu deklarieren. Dies kann in der
Form

typeLeerer_Verbunds record nulj end recorg
geschehen.
In Ada darf man dies abkurzen dul

typeLeerer_Verbunds null record

200¢
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In diesem Beispiel wurden bereitsrbundaggregateerwendet.
Diese haben die Form (<Auflistung>) entsprechend einem der
folgenden drei Schemata:

(Liste der Werte) Hier werden die Werte genau in der Reihenfolge
der Komponenten des Verbundtyps aufgelistet
(Liste der Werte mit Angabe der Selektoren)
Hier werden die Werte in der Form
<Selektor> => <Wert> aufgelistet

(Liste der Werte, danach Liste mit Angabe der Selekic

Hier werden die ersten Werte in der Reihenfolge der

Komponenten des Verbundtyps zugeordnet, die

restlichen Werte gemal den noch fehlenden Selektore
Die Angaben mussen vollstandig sein; es durfen also keine
Komponenten frei gelassen werden. Am Ende darf man
"others$ verwenden, sofern nur noch Komponenten des

gleichen Typs folgen.

Eidl © VC, FMI 26€

Manchmal ist es notwendig, den Datentyp des Aggregats
anzugeben. Man spricht vomyp-Qualifizierund. Hier stellt

man den zugehdrigen Datentyp des Verbunds voran und trennt
das Aggregat durch ein Apostroph ab, wie dies oben im Beispiel
Neujahr := Datum'(2009, Monat => Januar, Tag => 1);
demonstriert wurde. Hier wére die Qualifizierung nicht nétig
gewesen, weil Neujahr von Typ "Datum" deklariert war.

Diese "Typ-Qualifizierung" gilt auch fur andere (benannte)
Datenstrukturen (vor allem Felder) und erfolgt in Ada nach
diesem Schema. Wir haben sie bereits bei den Aufzahlungs-
typen verwendet (siehe zum Beispiel Korperteil'(bein) und
Stuhlteil'(bein) unter "einstellige Operationen™ in 1.8.1).
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Beispiele

Records spielen im taglichen Leben eine zentrale Rolle, welil sie
die programmiersprachliche Beschreibung von Formularen sind.
Wer ein Formular ausfullt, fullt einen Verbundtyp mit Werten.

type Hotelformularis record
Ankunftstag, Abreisetag: Datum;
Name:array(1..30)of Character;
Geburtsjahr: 1880..200
Wohnort:array(1..30)of Character;
PLZ: array(1..5) of Characterange'0'..'9";
Strassearray(1..30)of Character;
Hausnummer: Positive;
Allein: Boolean;
Raucherzimmer: Boolean;

end record

Verbundtypen kann man bei ihrer Typdeklaration mit
Vorbesetzunge(i'default'-Werte) versehen, in Ada
Verbundinitialisierungengenannt. Alle Variablen, die von
diesem Verbundtyp sind, werden mit den angegebenen
Werten (implizit) initialisiert. Man kann bei der Deklaration
aber wie gewohnt auch eine andere Initialisierung festsetzen.

type Rational_Initis recorc
Zahler: Integer := 0;
Nenner: Positive := 1,
end record
P: Rational_Init; Q: Rational_Init := (Nenner=>3, Zahler=>5);

Hierbei ist P mit (0,1) initialisiert, wahrend Q explizit auf (5,3)
gesetzt wurde.
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1.12.2 Records fur Vereinigungen (variante Records)

Gegeben seien die Mengen,MA,, ..., M,, die zu den Daten-
typen T, T,, ..., T, gehoren. Dann kann man hieraus den
Datentyp T bilden, dessen Wertemenge M die disjunkte
Vereinigung dieser Mengen ist:
M=M,OM,0..0M,
Formulierung in Ada:
typeT (Index: Integerangel..n)is record
caselndexis
whenl =>§: T;
when2 => S: T,
whenn =>§: T,
end casp
end record
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Statt des "Index", der hier aus der Menge {1, 2, ..., n} ist, kann
auch ein anderer Name und ein anderer Datentyp gewahlt
werden. Dieses auswéhlende Element Heitriminatoroder
Diskriminante Es muss hinter dem Typnamen am Anfang der
Deklaration genau spezifiziert werden.

Die Menge ist eine disjunkte Vereinigung, weil durch die
Diskriminante "Index" genau eine Menge ausgewahlt wird
Mengen also als unterschiedlich angesehen werden, auch wenn
verschiedene Myleiche Elemente enthalten sollten.

Naturlich kbnnen im record noch weitere Komponenten
enthalten sein, so dass man bei der disjunkten Vereinigung in
der Programmierung von einewetianten Antell ("variant

part") spricht. An folgendem Beispiel wird dies klar.
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Bei Studierenden wird meist nach Inlandern, auslandischen
EU-Burgern und Auslandern, die nicht zur EU gehdren,
unterschieden.

typeSLis (D, EU, sonst);
type Student (Herkunft: SLis record
Name:array(1..30)of Character;
Matrikel_Nummer: Positive;
cast Herkunftis
whenD => Geburtsortarray(1..40)of Character;
whenEU | sonst => Landarray(1..25)of Character;
end casp
end record

Die Fallunterscheidungen sind wie bei der case-Anweisung
(1.11.3) aufgebaut.

Die Diskriminante darf eingorbesetzungesitzen, z.B.:
typeSLis (D, EU, sonst);
type Student (Herkunft: SL := D} record
Name:array(1..30)of Character;
Matrikel_Nummer: Positive;
caseHerkunftis
whenD => Geburtsortarray(1..40)of Character;
wher EU | sonst => Lancarray (1..25)of Characte!
end casp
end record
In diesem Fall dirfen Variablen dieses Typs im Laufe der
Berechnungen verschiedene variante Ausprdgungen annehmen.
Ist die Diskriminante nicht implizit vorbesetzt, so mirgsWert
bei der Deklaration jeder Variablen dieses Typs angegeben
werden und kann dann nicht mehr gedndert werden.

200¢
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Hinweise:

Die (implizite) Initialisierung der Diskriminantsti zulassig.

Die einzelnen Komponenten des varianten Teils kdnvieder Verbinde
sein, die ebenfalls variante Teile enthalten kénnen

Alle Selektoren, die in der gleichen Verbunddeklaragiofireten, miissen
verschieden sein (auch in den varianten Tailediin Unter-Verbiinden!).
Die Auflistung im varianten Teil muss vollstandigrs, jeder Wert des
Datentyps der Diskriminante muss also unter demwileernativen
genau einmal auftreten, wobei am Ende "othersUbtlest. Auswahl-
alternativen der Form ...|... sind wie bei ~Anweisungen zul&ssi

Die Diskriminante kann bei der Deklaration der shten einen Wert
erhalten, der dann nicht mehr verandert werden ¢laiés gilt auch,
wenn die Diskriminante vorbesetzt ist).

Besitzt der Verbundtyp eine Vorbesetzung, so dad ®ariable dieses
Typs ohne Wertangabe fiir die Diskriminante dekiavieerden; genau
solche Variablen diirfen im weiteren Verlauf verecl@ine Auspragungen
erhalten, sofern mit jeder Anderung des Werteigkriminante ein
vollstandiger Verbund zugewiesen wird (siehe Beilspéichste Folie, die
Diskriminante darf selbstverstandlich nicht allearandert werden!).
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Beispiel:

Bei Fahrzeugen kann man an verschiedenen Dingen
interessiert sein:

Wir nehmen an, dass fur alle Fahrzeuge die Lange, die Breite
und die H6he vorliegen missen, bei Bussen die Zahl der
Sitzplatze und der Stehplatze, bei Lastkraftwagen die Grol3e der
Ladeflache in gm und bei einem PKW die Zahl der Airbags.

Bei Hanc-Karren sind wir dagegen an keiner weite

Information interessiert (hier braucht man den leeren Verbund).

Als Diskriminante wird eine Komponente mit Namen "Art"
gewahlt, der die Werte PKW, LKW, Bus oder Karren
annehmen kann.

Dies fuihrt zu folgendem Verbunddatentyp:
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typemassis delta0.001range0.0 .. 50.0;
type Kategorieis (PKW, LKW, Bus, Karren);
type Fahrzeug (Art: Kategorie := PKWS record
Lange, Breite, Hohe: mass;
caseArt is
whenBus =>record Sitzplatze: 8 .. 60;
Stehplatze: 0..80end record
whenLKW => Ladeflache: Positive;
whenPKW => Airbagzahl: 0..10;
whenKarren =>null record
enc cas;
end record
A: Fahrzeug; B: Fahrzeug (Bus);
C: Fahrzeug := (Bus, 15.856, 2.95, 3.13, 55, 12);
A= (LKW, 12.4, 2.75, 3.542, 21.66):- zulassig
B := A; -- verboten, da B nur die Variante "Bus" besitzerf da
B := C; -- erlaubt, da C ebenfalls von der Variante "Bus" is
A = B; -- erlaubt, weil A Variable mit vorbesetzter Diskiimante
A.Art ;= LKW; -- verboten, da Diskriminante nicht allein a&nderbar
A= (Karren, 2.9, 1.85, 1.02)- erlaubt, da Verbund vollstandig.

200¢
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1.12.3 Diskriminanten fur GroRenangaben

Oft kennt man die aktuelle Gré3e von Formularen nicht. Wenn
man zum Beispiel eine Reisegruppe von Stuttgart aus
zusammenstellen will, so méchte man schreiben:

type Reisegruppés record
Ziel: array(1..30)of Character;
Startort:constant arrayl..9) of Character
=('S''t,'u,'t,)'t',)'g'a’,r,'t
Abfahrt, Rueckfahrt: Datum;
Anzahl_Teilnehmer: Positive;
Namen_Teilnehmer:
array(1..Anzahl_Teilnehmer, 1..3@f Character;
end record

Da aber Anzahl_Teilnehmer erst wahrend des Programmablaufs
bekannt ist, muss dieses Problem anders geldst werden.

200¢
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Weiteres BeispieMit varianten Records lassen sich
Variablen deklarieren, die Werte von verschiedenen
Datentypen besitzen kdnnen, zum Beispiel eine Variable X,
die Zeichen und Zahlen enthalten kann:

typeZwei (Wahl: Boolean := Trua} record
caséWahlis
whenTrue => Zahl: Integer;
whenFalse => Z: Character;
end casg
end record

X: Ref_Zwei; L := Integer;
X := (False, 'RY);

X :=(True, L+28);

X.Zahl := L*L;

200¢
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In Ada verwendet man fur die Gré3enfestlegung ebenfalls eine
Diskriminante, die in den Diskriminantenteil (unmittelbar hinter
dem Namen des zu definierenden Verbundtyps) eingefiigt wird.

typeReisegruppe (AT: Positive:=1; NL: Positive:=38)ecord
Ziel: array(1..30)of Character;
Startort:.constant arrayl..9) of Character
:=(IS'1'tI!Iu'llt'lltlllglllalllrlllt');
Abfahrt, Rueckfahrt: Datur
Namen_Teilnehmearray(1..AT, 1..NL) of Character;
end record

Hier haben wir zugleich die Namenslange NL zu einem Para-
meter gemacht, der mit 30 vorbesetzt ist. Eine konkrete Variable
fur 37 Personen, deren Namen jeweils durch 40 Zeichen darge-
stellt wird, kann dann deklariert werden durch:

R: Reisegruppe (37,40);

200¢
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Weiteres BeispiePuffer

type Puffer (Laenge: Natural := 8% record
Position: 0..Laenge = 1;
Inhalt: array(1..Laengepf Character;
end record...
P1: Puffer;
P2: Puffer (30);
P3: Puffer (Laenge => 100
P4: Puffer (K+L); ...  --Kund L seien globale ganzzahlige Variable
P2.Inhalt(P2.Position) := P3.Inhalt(P4.Positroad 20 + 1); ...

Den gesetzten Parameter kann man spater nicht mehr andern.
Braucht man mehr Platz, so muss man ein neues gréf3eres
Element erzeugen und das alte an dessen Anfang umspeichern.

Hinweise:

Diskriminanten dirfen in Ada innerhalb der Verbuekldration nicht in
Ausdriicken, sondern nur als einzeln auftretendexrReter verwendet
werden.

Inhalt: array(1..Laenge+3pf Character;
ist in Ada also verboten, da Laenge+3 ein Auskiisic
Im Diskriminantenteil kénnen mehrere durch Semikajetrennte
Diskriminanten stehen. Erhalt eine DiskriminanteeeVorbesetzung, so
musseralle eine Vorbesetzung bekommen.
Eine Diskriminante, die die GroR3e des Verbundsrifkeist, darf nich
geandert werden (eine Diskriminante, die eine Vieidestlegt, kann
dagegen unter bestimmten Bedingungen veranderewgesiehe Hinweise
in1.12.2.).
Treten Verbundtypen mit Diskriminanten als Dateetypon formalen
Parametern in einer Prozedurdeklaration auf, soevedie jeweiligen
Diskriminanten aus den aktuellen Parametern genamme
Man konnte sich jetzt winschen, auch Datentypen éibe Diskriminante
einfigen zu kdénnen. Dies ist jedoch in Ada verbateth muss durch
generische Pakete realisiert werden, siehe spater.

200¢
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1.13 Weitere Sprachkonstrukte

Folgende Begriffe der Programmierung werden in den Pro-
grammiertbungen und der Vorlesung noch behandelt:

- Zeiger (access-Typen, Listen, Baume, Graphen)

- Pakete (Moduln)

- Generizitat, Uberladen, Polymorphie

- Ausnahmen (exceptior

- Prozesse, Nebenlaufigkeit (concurrency)

- Objektorientierung, Vererbung (tagged)

In der Programmierung muss man viele Prinzipien festlegen,
um moglichst klare Software zu konstruieren und hiermit auch
anpassbare und erweiterbare Programme zu bekommen. Wir
betrachten zur lllustration im Folgenden ein Beispiel.
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Beispiel:Gleichheit von Datentypespeziell bei Feldern:

In Ada gibt es eine klare restriktive Regel, wann zwei
Variablen A und Brzom gleichen Datentygind: Sind die

beiden Variablen von einem Untertyp, so mussen sie den
gleichen Basistyp besitzen. Anderenfalls missen sie den
gleichen "benannten” Datentyp haben, d.h., sie besitzen
entweder den gleichen vordefinierten Datentyp (Boolean,
Character, Integer, Natural, Positive, Float usw.) oder es gibt
eine Tyy- oder Unterty-Definition mit einem Namen ur

beide Variablen sind mit diesem Namen deklariert worden.

"Benannt" bedeutet, dass dem Datentyp ein Name per Daten-
typdefinition zugewiesen ist. In Ada kann man namlich Feld-
Variablen auch unbenannt deklarieren:

X: array(1..100)of Character;

Jede solche Deklaration wird stats neue, noch nicht
vorhandend-eld-Datentypdefinition aufgefasst!

200¢
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Gleichen Datentypaben z.B. A, B bzw. K, L bzw. X,Y:
type Zehnziffernis array(1..10)of Integerrange0..9;

A, B: Integer; K, L: Float;

X, Y: Zehnziffern;

Dagegen haben D und E bzw. F und G bzw. H ungthtden
gleichen Datentym Ada:

D: Zehnziffern; Earray(1..10)of Integerrange0..9;

F, G:array(1..10)of Integerrange0..9;

H, I. Integerrange0..50;

denn Ada fasst H, I: 0..50 auf als die Deklarationsfolge

H: Integerrange0..50;

I: Integerrange0..50;

und diese beiden Datentypen sind verschieden, da sie keinen
vom Benutzer vergebenen gemeinsamen Namen besitzen.
Vorsicht Es gibt Ada-Compiler, die diese Datentypen trotzdem
identifizieren und keinen Fehler melden!

200¢

Vorlaufige Schlussbemerkung zur Ada-Einfiihrung

Mit Kapitel 1 wurde der sogPASCAL-Teil von Adaorgestellt.

Man bezeichnet die Moglichkeiten, die diese Sprachelemente
erdffnen, alProgrammieren im Kleinen

Mit weiteren Adi-Sprachelementen wie Pakete, generi:
Einheiten, Objektorientierung, getrennte Ubersetzung und
Bibliotheken beginnt daBrogrammieren im GroRewir

werden hierauf und auf nebenlaufige Systeme im Verlauf der
Vorlesung eingehen und dort auch die jeweilige Formulierung
in Ada vorstellen.
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Im Netz finden Sie Ada 2005 einschl. der gesamtga-8yntax:
http://www.iste.uni-stuttgart.de/ps/ada-doc/rm2@G8/ TOC. html

1.14 Wie lese ich die Syntax von Ada?

Auf den folgenden beiden Folien finden Sie die Original-
Syntax fur Anweisungen ("statements") fur Ada.

In der Praxis schreibt man die Syntax nicht so lesbar
aufbereitet, wie wir es hier getan haben. Die Nichtterminal-
zeichen erkennt man daran, dass sie irgendwo auf der linken
Seite stehen; oft sind sie aus mehreren Wortern zuse-
gesetzt und enthalten einen Unterstrich; dabei ist oft das
erste Wort dieser Worter nur ein semantischer Hinweis;
meist sind sie in der Original-Syntax unterstrichen, und
wenn man sie anklickt, springt man zu dieser zugehoérigen
Regel. Terminalzeichen werden optisch von den Nichttermi-
nalzeichen nicht unterschieden, d.h., es wird vorausgesetzt,
dass die Leser(innen) sie ohne Weiteres erkennen. Beispiel:

exit_statement ::= exit [loop_name] [when condition];

200¢
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Beispiel:(die eckigen | TerminalzeiChed

Klammern sind die
Zeichen aus der EBNF) / \
. . ,_H -y e
exit_statement ::= exit [loop_name] [when condifipn
—— — (G

Nichtterminalzeichen mit
dem semantischem Hinwejs

"loop"
Ersetze dies also durch das
Nichtterminalzeichen nam

Nichtterminalzeicherﬁ

1%

Zum Vergleich unsere bisherige Schreibweise:
<exit_statement> ::exit [<loop_name>] [vhen<condition>];
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Beispiel:Die Syntax von <Anweisungsfolge> (=sequence_ofestants)

sequence_of_statements ::= statement {statement}

statement ::= {label} simple_statement | {labeljgoound_statement

simple_statement ::= null_statement | assignmeatersent |
exit_statement | goto_statement | procedure_catleraent |
simple_return_statement | entry_call_statement |
requeue_statement | delay_statement | abort_stat¢me
raise_statement | code_statement

compound_statement ::= if_statement | case_statdrizap_statement |
block_statement | extended_return_statement | estafement |
select_statement

null_statement ::= null;

label ::= <<label_statement_identifier>>

statement_identifier ::= direct_name

assignment_statement ::= variable_name := expressio

if_statement ::= if condition then sequence_of estagnts
{elsif condition then sequence_of_statements}
[else sequence_of statements] end if;
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Vergleichen Sie diese Originalfassung mit den Regeln in
1.11.1. Schéarfen Sie lhren Blick und versuchen Sie
anschlieRend, die Syntax fur ganze Zahlen, fir reelle
Zahlen, fur arithmetische Ausdriicke und fur Boolesche
Ausdrucke selbst zu formulieren. Schauen Sie dann in der
Syntax von Ada nach und vollziehen Sie die dort gewahlten
Formulierungen nach, die manchmal nicht nahe liegend
sind.

Zur Ubung folgt auf der nachsten Folie ein Ausschnitt aus
der Ada-Syntax fur die Feld-Deklaration.

Machen Sie sich hieran klar, wie Felddeklarationen
aufgebaut sind und dass die "normalen” Felddeklarationen
alle unter diese Syntax fallen.

condition ::= boolean_expression

case_statement ::= case expression is case_statafhemative
{case_statement_alternative} end case;

case_statement_alternative ::=
when discrete_choice_list => sequence_of_statements

loop_statement ::= [loop_statement_identifiergiétion_scheme]
loop sequence_of statements end loop [loop_identifi

iteration_scheme ::= while condition | for loop_graeter_specification

loop_parameter_specification :
defining_identifier in [reverse] discrete_subtypefidition

block _statement ::= [block_statement_identifier:]
[declare declarative part] begin
handled_sequence_of_statements end [block_ideftifie

exit_statement ::= exit [loop_name] [when conditjon
goto_statement ::= goto label_name;

Diese 18 Regel bilden den Teil 5 der Ada-Syntaehieiobigen Link. ‘
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Teil der Syntax der Feld-Deklaration (nur array_type):

array_type_definition ::=
unconstrained_array_definition | constrained_arafinition

unconstrained_array_definition ::= array (index_tgpb_definition
{, index_subtype_definition}) of component_defiiti

index_subtype_definition ::= subtype_mark range <>
subtype_mark ::subtype name

component_definition ::= subtype_indicat
subtype_indication ::= subtype_mark [constraint]

constrained_array_definition ::= array (discretdtgpe_definition
{, discrete_subtype_definition}) of component_ddéfion

discrete_subtype_definition :discrete subtype_indication | range

range ::= simple_expression .. simple_expression

(Hinweis: Ein constraint ist meist von der Form s#ltuck> .. <Ausdruck>.)
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1.15 Ubungsaufgaben

Aufgabe 0 Multiplikation

Beschreiben Sie die Multiplikation zweier naturlicher

Zahlen.

a) Verwenden Sie eine iterierte Addition.

b) Beschreiben Sie den zeichenweise arbeite
Algorithmus, den Sie aus der Grundschule kennen.

c) Nehmen Sie an, Sie hétten als Operation die Bildung des
Quadrats einer Zahl zur Verfiigung, d.h., es gibt den
Operator square(x), der zu einer naturlichen Zahl x das
Quadrat % liefert. Wie kann man dann die Multiplikation
durchfuhren?

200¢
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Aufgabe 3 Primzahlen, Teilbarkeit

Eine nattrliche Zahl p > 1 heifl3t Primzahl, wenn sie nur durch 1
und sich selbst teilbar ist.

(Man beachte, dasskkinePrimzahl ist.)

Schreiben Sie einen Algorithmus, der eine natirliche Zahl n
einliest und prift, ob n eine Primzahl ist. Falls n keine Primzahl
ist, so soll die Zahl n und der Text " ist keine Primzi
ausgegeben werden; anderenfalls soll mindestens eine
Zerlegung n=4, d.h., es sollen zwei Teilern >a>1 und
n>b>1 ausgegeben werden.

Zusatz: Es ist die gesamte Primzahlzerlegung der Zahl n
auszugeben.

200¢
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Aufgabe 1 Berechnung von div und mod
Der Euklidische Algorithmus (siehe 1.6 und 1.7) benutzt die
Operationmod, die zu zwei natirlichen Zahlen a und b den
Rest liefert, der bei der ganzzahligen Divisiotinab von a
durch b tbrig bleibt. Es gilt: a =(Bdiv b) + amodb mit
O<amodb < b. Geben Sie zwei Algorithmen an, dielihab
und amodb gleichzeitig berechnen, und zwar
a) einmal zeichenweise (z.B. als array dargestellt) und
b) einmal ohne die Darstellung mit Ziffern zu verwen
Prufen Sie Ihre Algorithmen mit einigen Ablaufprotokollen.

Aufgabe 2 Darstellung zu einer Bas{sgl. 1.7.6)

Geben Sie einen Algorithmus an, der zu zwei natirlichen
Zahlen x und b die Ziffern der Darstellung von x zur Basis b
ausgibt. (= 2, und die Ziffern sollten Sie in der Form (i)
ausgeben, wobei i die eigentliche Ziffer isg D< b.)

200¢
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Aufgabe 4 Sieb des Eratosthenes (ca. 280-200 v. Chr.)

Es solleralle Primzahlen, die kleiner oder gleich n sind, ge-
funden werden. Eratosthenes schlug folgendes Verfahren vor:

Gegeben sei n. Sei w der ganzzahlige Anteil der Wurzel von n,
d.h., die Zahl w mit W< n < (w+1}.
Schreibe alle Zahlen von 1 bis n hin. Streiche die Zahl 1.
for zin 2..wloop

sofern z nicht gestrichen ist, streiche alle ecMietfachen von z
endloop;
Die nicht gestrichenen Zahlen sind alle Primzahlen von 1 bis n.
Implementieren Sie diesen Algorithmus in Ada und lassen Sie
alle Primzahlen von 1 bis@00 000 ermitteln.
Welchen Zeit- und Platzbedarf besitzt dieser Algorithmus?
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Aufgabe 5 Kleine Teufelchen

In einem Hotel gibt es einen langen Flur mit n Turen. Alle
Zimmer sind besetzt und alle Hotelgaste haben ihre Turen
verschlossen.

Nun kommen nacheinander n kleine Teufelchen und veréandern
den Zustand jeder Tur, d.h., wenn eine Tur offen ist, machen
sie sie zu, wenn die Tur geschlossen ist, machen sie s
Teufelchen 1 macht dies fur jede Tur, Teufelchen 2 fur jede
zweite Tur, Teufelchen 3 fir jede dritte Tdr usw. und Teufel-
chen n nur noch fir die n-te Tdr.

Programmieren Sie diesen Sachverhalt mit Hilfe eines
Booleschen Feldes. Welche Tiren sind am Ende offen und
welche geschlossen? Erklaren Sie das Ergebnis.

200¢

Aufgabe 6 Zeichenverschiebung und quadratische Codierung

Es sei PosA - {0, 1, 2, ..., 127} die Funktion, die jedem Zeichszine

Nummer im ASCII-Code zuordnet (siehe 1.8.4).

Es sei Val: {0, 1, 2, ..., 127} A die Funktion, die jeder Zahl zwischen 0

und 127 das zugehdrige Zeichen des ASCII-Codesinetr

a) Schreiben Sie einen Algorithmus, der zunachst ahl k und danach
eine Folge von Zeichen (das Ende der Folge sehdias Zeichen '&'
bestimmt) einliest und die um k Stellen im ASClldeoverschobene
Folge dieser Zeichen ausgibt (nach dem letzterh2eigvieder von vorn).

b) Wir wollen die Zeichen durch folgende Vorschrifrsehlisseln: Wenn di
Zeichena die Nummer Pos() = i besitzt, dann berechnen wir
j=1i?mod128 und ersetzem durch das Zeichef = Val(j).
Beispiel:a ='U', Pos(U) =i = 85, j = 8mod 128 = 7225n0d 128 = 57,
B=Val(57)="9"

Schreiben Sie einen Algorithmus, der diese Versddiiing vornimmt,

der also die Abbildung - B = Val((Pos))2 mod128) berechnet.

Ist diese Abbildung injektiv? (vgl. Tabelle in 143.

Diskutieren Sie Vor- und Nachteile dieser Abbildung.
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Aufgabe 7 Terminierung?
Ermitteln Sie, fur welche Eingabewerte folgende Programme
terminieren und welche Funktion sie realisieren.

procedurdPlis

K, m: Integer;

begin Get(m); k:=1;
while m > kloop k := k+2; m := m+1end loop
Put (k)

end

procedurdP2is

k, m: Integer;

begin Get(m); k :=-m;
while m > Oloop k:=k+2; m:=k;end loop
Put (k);

end

200¢
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Aufgabe 8 Terminierung?
Ermitteln Sie, fur welche Eingabewerte folgendes Programm
terminiert (zu "Pos" siehe 1.8.1 Aufzahlungstyp und 1.8.4).

procedurainbekannts
k: Integer; X: Character; DBarray(0..3) of Character;
begin
for Rin 0..3loopDB(R) :='Z';end loop
Get (X);
while X /="Z"loop
k := Character'Pos (X);
while DB(K) /= "Z'loop
k := (k+1)mod4; end loop

DB (K) := X;
end loop
for Rin 0..3loop Put(DB(R));end loop

end
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Aufgabe 9 Erzeugte Sprachen

Es seien V = {S, A} un& = {0, 1}. Welche Sprachen;werden
von folgenden BNFs (\Z, P, S) erzeugt mit
P,={S:=0]|1}

P,={S:=1|S|0, A:=0}
P;={S:=0S| 00}

P,={S:=S1|00|1, A:=1|AS}
P;={S:=0A0| 1, A:=0S0}
Ps={S:=0AS| 0, A:=1A1]| 1}
P,={S:=AA, A:=0A0]| 1}
P;={S:=AS| A, A:=]|0S1}

P, ={S:=SAS|A, A:=10|0S1A}

200¢
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Aufgabe 11 Charakterisierung von "diagonalen Wegen"
Es sei ein mn-Gitter gegeben:

Es sollen genau die Wege beschrieben
werden, die vom Punkt (1,1) unten
links zum Punkt (n,n) oben rechts
fuhren. Hierfir bedeute das Zeichen a
"gehe zum néchsten Punkt rechts" und
b bedeute "gehe zum nachsten Punkt
nach oben". Das Wort abab..ab="
beschreibt dann einen solchen "diago-
nalen Weg" ebenso wie das Woitha

a) Beschreiben Sie die Menge aller Woérter, die einen Weg
vom Punkt (1,1) zum Punkt (n,n) beschreiben.

b) Geben Sie eine BNF an, die fur alle n alle diese Worter
erzeugt.

fr
n=7

PNWAOOON

123456

— entsprichta undT entspricht b

Aufgabe 10 BNFs konstruieren

Konstruieren Sie je eine BNF (\Z, P, S) mitZ = {0, 1}, die

folgende Sprachen, erzeugen (hier ist Wdas gespiegelte Wort

w, d.h., wenn w =g@,...g, ist, dann ist W = g,..aa,):

L, = Menge aller Folgen von 0 und 1 ohne das leere Wort
=2* (g}

L, ={w0UZX* | w hat eine gerade Lange}

L;={0"1C"|n>(}

L,={(O"0)™|n>0,m>0}

Le = {wwR|wOx*}

Le={w?| wOx*}

L,={0"1010"| n>0}

Lg = {w UOA* | w besitzt gleich viele Zeichen O und 1}

Lo ={0"| Es gibt ein &0 mit n = *}

200¢
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Aufgabe 12 TSP = Travelling Sales Person Problem

Eine Umordnung oddPermutatiorm= (1, 15, ...,T1,) der ersten
n Zahlen ist irgendeine Reihenfolge der Zahlen von 1 bis n.

Gegeben seien n Stadte, die mit 1 bis n durchnummeriert sind. Es

sei g die Entfernung ("Distanz") von der Stadt i zur Stadt j.
Fur eine Permutation= (1, T, ..., Tt) der ersten n Zahlen sei
d(m = d”lez * Orgrg + Ogry -0 F q'h—l"n + d"n"l
die Gesamtentfernung, wenn man die n Stadte in der Reihe
der Permutatiom durchreist.
Die Aufgabe lautet nun, zu gegeben n updfiar 1<i<n, 1<j<n)
eine minimale Rundreise zu finden, d.h., eine Permutatiso
dass fur alle anderen Permutatiomegilt: d(m)<d(m).
Programmieren Sie dies in Ada. Man kann das Problem leicht
|6sen, indem man alle n! Permutationen durchprobiert (siehe
Abschnitt 6.5.6). Programmieren Sie diese Lésung.

200¢
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Aufgabe 13 Nachste Permutation (vgl. spater 6.5.6)

Will man alle Anordnungen einer Folge aus n Elementen durch-
probieren, so muss man die n! Anordnungen wiederholungsfrei
erzeugen. Hierfur dient die Prozedur "Naechste _Permutation”,

die zu einer Permutation P die nachste Permutation berechnet.

Diese Prozedur soll nun von lhnen programmiert werden. Meist
erzeugt man die n! Permutationen in der Reihenfolge, in der sie
nacheinander der Grél3e nach angeordnet wéaren, wenn v
Permutationen als Zahlen zur Basis n+1 aufgeschrieben hatte.

ZB.furn=3undn=4 123 1234 2314 3412
senkrecht aufgeschrieben:1 5 o 1243 2341 3421
1324 2413 4123

213 1342 2431 4132

231 1423 3124 4213

1432 3142 4231

312 2134 3214 4312

321 2143 3241 4321
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Aufgabe 14 Die unordentlichste Permutation

Eine Permutatiomder ersten n Zahlen kann man als Diagramm
in der zweidimensionalen Ebene veranschaulichen, indem man
dort die Punkte (ifg) furi =1, 2, ..., n eintragt. Als Beispiele fur

n=6 betrachte die Permutationen 326415 und 543126:

326415 543126

Die linke Permutation sieht "unordentlicher” als die rechte aus.

Wir messen dies durch die FunktiormC€ die Summe Uber alle
Steigungen aller Strecken zwischen den n Punkten,

allerdings mussen wir die Absolutbetrdge summieren.

200¢
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Wie erhalt man aus einer Permutatiam, (T, ...,1,) die nachst
groRere? Betrachten Sie hierzu folgendes Beispiel (n = 9):

174698532néchstePermutation 1748235609

Man geht in drei Schritten vor (die Zahlen stehen im Feld P):
(1) Suche das grof3te i mit P(i) < P(i+1); speziell gilt: i < n.
(2) Suche in P(i+1) bis P(n) das kleinste Element z mit
z > P(i). Dieses moge P(j) sein. Vertausche P(i) und P(j).
(3) Sortiere den Bereich P(i+1) bis P(
In obigem Beispiel (n = 9):
(1) i=4und P(4) =6 <P(5)=09.
(2) z=P(6) =8, also j = 6. Vertauschen ergibt: 1 74896 5 3 2.
(3) Sortierenvon P(i+1..n)=98532 liefert: 1748235609.

Damit man das Ende (also die Permutation987654321) er-
kennt, sollte man das Feld P fur die Permutationen ab dem Index
0 beginnen lassen und P(0) := 0 setBmtails selbst tberlegen!
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Eidl © VC, FMI 30€

Man verbinde nun alle n Punkte paarweise miteinander durch
Strecken. Fur eine Permutatior (1, T, ..., ) der ersten n
Zahlen sei Cf) die Summe der Absolutbetrage aller Steigungen
dieser Strecken (mal 2, da von jedem Punkt aus gerechnet wird):

i
n1 n |"Tﬁ|
= 2'% _Zl P-]
i=1 j=i+

Dies ist ein Mal3 fur die "Unordentlichkeit": Je groRerjdst,

um so unordentlicher ist die Permutation

Aufgabe:Schreiben Sie ein Ada-Programm, das zu einer Zahl n
die unordentlichste Permutation berechnet, alsared@ssen

Wert C (M) maximal ist fur alle Permutationen der n Zahlen.
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n=6. Veranschaulichurfiir die Permutation 3 2 6 4 1 5

Hier sind nur
3 benachbarte
1 Punkte bisher

verbunden.
1 \/

200¢ Eidl© VC, FMI 30¢

Permutation 3 2 6 4 1 5 C(326415) =44,3

\1/3

13 1 \ 4
Hinweis: Diese
Permutation besitz
fir n=6nichtden

grofiten C-Wert.

Dieser lautet 47,4.
Berechnen Sie die
zugehorige Permut-
tation!

—

Permutation 3 2 6 4 15

6 Summe:14
+5,5
+1
+1,25
+0,4

= 22,15

Hier sind nun
alle Punkte
miteinander
verbunden.
Jede Strecke
ist aber nach
Definition von
C(m) zweimal
zu nehmen!
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Aufgabe 15 Die gerechte Erbschaft

Zwei Personen erben n Goldklumpen. Diese besitzen die Werte
01, &, G, ---» G, (Euro oder Dollar oder sonst eine Wahrung). Ihr
Gesamtwert betragt G 549,+9;+... +g,. Kann man diese
Goldklumpen (ohne sie zu zerkleinern) so in zwei Halften teilen,
dass jede Person genau den Wert G/2 erbt?

Dieses Problem ist gleichwertig zum gleichméfZigen Auslasten
zweier Maschinen. Gegeben seien zwei gleiche Maschiner

zwei Kopierer) und eine Menge von n Auftragen, fir deren
Erledigung jede Masching,a,, &, ..., & Zeiteinheiten bendtigt.
Eine einzelne Maschine wirde insgesamt A+a+a;+...+3,
Zeiteinheiten brauchen. Kann man die n Auftrage so auf die zwei
Maschinen verteilen, dass alle Auftrage in A/2 Zeiteinheiten
erledigt sind?
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Die Aufgabe lautet also konkret:

Man schreibe einen Algorithmus, der zu einer nattrlichen Zahl n
und n rationalen Zahlena,, s, ..., g, (essei G = gt ...+q,)
feststellt, ob es eine Teilmenge J 7}, ..., j U {1, 2, ..., n}

gibt mit g, +g,+g,+...+g,,=G/2 ? Im Falle, dass dies mdglich
ist, soll mindestens eine solche Menge J ausgegeben werden.
Schétzen Sie die Laufzeit Ihres Verfahrens ab.

In der Regel I6st man dieses Problem durch systemati
Durchprobieren aller méglichen Teilmengen J. Dabei baut man
Erfolg versprechende Teilmengen schrittweise auf und bricht
deren weiteren Ausbau immer dann ab, wenn sie sich nicht mehr
zu einer Losung erweitern lassen. (Rekursion verwenden!)

Da es 2 Teilmengen der Menge {1, 2, ..., n} gibt, fihrt ein
solches Vorgehen zu einer exponentiellen Laufzeit. (Wesentlich
schneller arbeitende Verfahren sind bis heute nicht bekannt.)

2. Algorithmen und Sprachen

2.1 Darstellung von Algorithmen

2.2 Charakteristika von Algorithmen

2.3 Unentscheidbare Probleme

2.4 Grundlegende Datenbereiche

2.5 Realisierte Abbildung

2.6 (Kunstliche) Sprachen

2.7 Grammatiken

2.8 BNF, Syntaxdiagramme

2.9 Sprachen zur Beschreibung von Sprachen

2.10 Historisches
2.10 Ubungsaufgaben
2.12 Einschub: Mathematisches
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2. Algorithmen und Sprachen

Erinnerunginformatik ist keine Geheimwissenschaft schwer
durchschaubarer Computer und ihrer konkreten Software-
systeme.

Es geht um das grundsatzliche Verstandnis des Rohstoffs
"Information” und um Konzepte, nach denen dieser dargestellt,
aufbereitet, abgelegt, verarbeitet, implementiert, wied-

wendet, eingesetzt, zugeschnitten oder anderweitig manipuliert
werden kann. Dies erfordert eine theoretische Durchdringung.
Als erstes klaren wir umgangssprachlich, aber bereits recht
exakt, den Begriff "Algorithmus".

Fur die Syntax bendétigen wir die "Formale Sprache”. Ihre
Beschreibung hangt eng mit Algorithmen zusammen, sodass wir
die beiden Begriffe in diesem Kapitel zusammenfassen.

Eidl © VC, FMI 314

2.1 Darstellung von Algorithmen

Umgangssprachliche grobe Festlequng 2.1.1

Ein Verfahren, das prinzipiell von einer mechanisch
arbeitenden Maschine durchgefuhrt werden kann, nennen wir
einenAlgorithmus

Etwas prazisere Festlegung 2:

Ein Algorithmus ist ein exakt beschriebenes Verfahren
einschlief3lich der genauen Festlegung der Eingabe und der
Ausgabe, der Zwischenspeicherung von Daten usw. Das
Verfahren muss so genau ausformuliert sein, dass jede(r) den
Algorithmus nachvollziehen und einem Computer lbertragen
kann, ohne Ricksprache mit den Verfassern zu nehmen.
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Beispiel 2.1.3Addiere 1 zu einer dezimal dargestellten Zahl.

Umgangssprachliche Formulierung: Eine Zahl sei als eine
Folge von Ziffern aus der Menge {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
gegeben. Falls die letzte Ziffer nicht die 9 war, so ersetze sie
durch die nachst grol3ere Ziffer und beende das Verfahren,
anderenfalls ersetze sie durch 0 und wiederhole das Verfahren
fur die zweitletzte Ziffer usw

Hier wird erwartet, dass der, der das Verfahren ausfiuhrt, ein
wenig mitdenkt oder ein Vorwissen besitzt. So muss man
wissen, dass die Ziffern in der angegebenen Reihenfolge
0<1<2<..<8<9 angeordnet sind, man muss wissen,
was das "usw." bedeutet, und man muss wissen, was man zu
tun hat, wenn es keine zweitletzte Ziffer gibt.
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Das Verfahren beschrankt die Addition der 1 auf natirliche
Zahlen (einschl. der Null). Man kann 1 aber auch zu einer
ganzen, einer rationalen, einer reellen oder einer komplexen
Zahl addieren. Diese Erweiterung wird durch das angegebene
Verfahren nicht erfasst, sondern muss durch einen neuen
Algorithmus beschrieben werden.

Wie und wo man die Zahlen aufschreibt, bleibt offen.

denken sicher sogleich an Papier und Bleistift, doch kdmen
andere Volker moglicherweise nicht auf diese Realisierung.
(Beachten Sie, dass die Dezimaldarstellung bzw. allgemein
die Darstellung in einem Stellenwertsystem zu einer Basis
keineswegs nahe liegend ist. Die Romer haben beispielsweise
mit einem vollig anderen System gearbeitet.)
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Als Mensch macht man sich einen Algorithmus an konkreten
Beispielen klar. So liefert der obige Algorithmus "+ 1"

2+1=3, 44+1=45, 103+ 1=104,
0+1=1, 19+1=20, 199+ 1=200.

Nicht klar ausformuliert wurden die Falle, in denen die Folge
nur aus Neunen besteht, wie 9+ 1 =10, 99+ 1 =100.

Weiterhin entspricht die Aussage, dass eine Zahl eine Folge
von Ziffern sei, nicht der tblichen Anschauung, da man i.A.
(auBer im Falle der Null selbst) keine fihrenden Nullen
zulasst. Das Verfahren liefert zwar 0068 + 1 = 0069, aber in
der Regel schreibt man nicht 0068, sondern 68, da man nur
eindeutige Darstellungen fur Zahlen verwenden mochte.
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An diesem Beispiel erkennt man einige zentrale
Sprachelemente, um Algorithmen zu beschreiben.

- Algorithmen bestehen aus einfachen Handlungen, sog.
"elementaren Anweisungen”. Im Beispiel sind dies: "ersetze
Ziffer durch nachst gro3ere Ziffer" oder "beende das
Verfahren".

- Einzelne Handlungen kdnnen nacheinander ausgefuhrt
werden. Im Beispiel: "ersetze Ziffer durch nachst groliere
Ziffer" und danach "beende das Verfahren".

- Die nachste Handlung kann von einer aktuellen Bedingung
(Alternative oder Fallunterscheidung) abhangen. Im
Beispiel: "Falls die Ziffer nicht die 9 war, dann ..." .
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- Handlungen kdnnen wiederholt werden. Im Beispiel wird

dies durch das "usw." beschrieben, welches besagt, man solle

die Ersetzungen solange vornehmen, bis eine von 9
verschiedene Ziffer erreicht wird.

- Durch den Algorithmus werden irgendwelche Gebilde
manipuliert. Deren anfangliche Darstellung ist anzugeben.
In unserem Beispiel sind dies nattirliche Zahlen und c
Darstellung als Ziffernfolgen.

- Die Gebilde, die das Ergebnis des Algorithmus sind,
ergeben sich durch den Algorithmus selbst. Man sollte sie
aber mdglichst zuvor beschreiben kénnen. In unserem
Beispiel sind dies ebenfalls Dezimaldarstellungen.
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An diesem Beispiel erkennt man zwei weitere zentrale
Sprachelemente zur Beschreibung von Algorithmen.

- Wiederhole eine Handlung b-mal. Die Anzahl der
Wiederholungen ist hier also vor der ersten Ausfiihrung

bekannt und hangt nicht von einer aktuellen Bedingung ab.

- Man darf Algorithmen, die bereits anderweitig beschrie
wurden, in anderen Algorithmen verwenden. In unserem
Beispiel darf man den "Algorithmus Addiere 1" fur die
Addition zweier Zahlen benutzen.

Weiterhin muss man sich Gedanken dariber machen, wo
Zwischenergebnisse abgelegt und wie sie weiter verwendet
werden.

Beispiel 2.1.4
Addieren zweier dezimal dargestellter Zahlen.

Fur diese Aufgabe gibt es eine einfache Formulierung eines
Algorithmus: Wenn a und b zwei dezimal dargestellte Zahlen
(also dargestellt als Ziffernfolgen) sind, so addiere b-mal 1 zu a.

Wie man 1 zu einer Zahl addiert, wissen wir ja bereits.

Hinweis: "addiere b-mal 1 zu a" kann missverstanden werden.
Gemeint ist, dass man 1 zu a addiert, dann zum Ergebnis 1
addiert, danach zu dem neuen Ergebnis 1 addiert usw.
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Einige Beispiele aus dem Alltag:

- Kochrezepte.

- Bastelanleitungen.

- Ermittlung der Abiturnote aus den Leistungen der Oberstufe.

- Benutzungsalgorithmus des Ubungssystems.

- Ablauf der Gesetzgebungsverfahren.

- Ermittlung kurzester Verbindungen zwischen zwei Orten.

- Feststellen von Rechtschreibfehlern in einem”

- In der Industrie eingesetzte Produktionsvorgange.

- Ablaufe in Verwaltungen, z.B. Genehmigung eines Bauantrags.

- Berechnung der Reisekostenerstattung durch eine Verwaltung.

- Erstellung einer Haufigkeitsstatistik aller Worter, die Goetthe i
seinem Gesamtwerk verwendet hat (das Gleiche fir Noten und
Musiker, Farben und Maler, ...)
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Festlegungen 2.1.%A1) bis (A9)

Diese und weitere Untersuchungen fihrten zu folgenden
Vorgaben und Sprachelementen fir die Beschreibung von
Algorithmen und den von ihnen manipulierten Daten:

(A1) Ein Algorithmus ist eine Folge vainweisungenEine
Anweisung besteht aus elementaren Anweisungen, die
nach den folgenden Regeln zu Anweisungen zusammen-
gefuigt werden konnen. Der Algorithmus erhélt ei
Bezeichnefoder einerNamer).

Ein Bezeichneist eine Folge von Buchstaben und Ziffern,
die mit einem Buchstaben beginnt, z.B. X, i, B34Z, qqg.
Meist lasst man auch noch den Unterstrich _ zu:
Heute_ist_Donnerstag. In der Praxis begrenzt man die
Lange eines Bezeichners, z.B. auf 32 Zeichen.

200¢

(A2)

Ein Algorithmus arbeitet auf Daten. Daten werden in
"Behéltern”, genanntariablen abgelegt. Variablen sind zu
Beginn des Algorithmus aufzulisten einschlief3lich der
Angabe, welche Daten in die Variable gelegt werden dirfen
und welche nicht (dies nennt mabéeklaratiori oder
"Vereinbarunfyder Variablen). Diese durch "," oder ";"
getrennte Auflistung beginnt mit dem Wort declare

Variablen werden ebenfalls durch Bezeichner dargestellt. In
einem Algorithmus soll man die Bezeichner so wahlen,
dass man hieraus die Bedeutung der Variablen entnehmen
kann, also z.B. Bezeichner wie

Eingabewert, Anzahl, Summe_der_Messwerte,
Mittelwert_von_1 bis_100.
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(A3) Elementare Anweisungesind von der Form:

skip BedeutungTue nichts.
X:=a "Wertzuweisun@y a ist ein Ausdruck.

BedeutungRechne den Ausdruak aus
und lege den erhaltenen Wert in der
Variablen X ab.

read(X) Leseanweisung
Bedeutunc Lies den nachsten Wert €
und lege ihn in der Variablen X ab.
write (o) Schreibanweisung
BedeutungDrucke den Wert, den der
Ausdrucka besitzt, aus.
halt BedeutungBeende den Algorithmus.
F(X4, ..., X)) BedeutungFuhre den Algorithmus F mit
den Werten der Variablen X..., X, aus.

200¢

(A4)

(A5)
(A6)
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Ausdriickesind entweder Ublicharithmetische Ausdriicke
(aufgebaut aus Zahlen, Variablen, Klammern und Opera-
toren wie +, -, *, /, divmod oderlogische Ausdrticke
(aufgebaut aus den Wahrheitswerten trod false
Variablen, Klammern, Vergleichen und Operatoren wie
and or, notusw.) odeiZeichenausdriick@ufgebaut aus
den Zeichen eines Alphabets, Variablen und Operatoren
wie appengdempty removeusw.). Logische Ausdricke
nennt man aucBoolesche Ausdricl. Wir setzen vorau
dass jede(r) weil3, wie Ausdriicke aufgebaut sind und wie
man Ausdriicke auswertet.

Jede elementare Anweisung ist auch eine Anweisung.

HintereinanderausfuhruragerSequenzWenn D und E
Anweisungen sind, dann ist auchEHXine Anweisung.
BedeutungFuhre erst D und danach E aus.
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(A7) AlternativeoderFallunterscheidung

Wenn C und D Anweisungen uficein Boolescher
Ausdruck sind, dann ist auch

if B thenC elseD fi
eine Anweisung.

BedeutungWenn zu dem Zeitpunkt, zu dem man auf diese
Anweisung stol3t, der Boolesche Ausdriatken Wert true
besitzt, so fuhre die Anweisung C aus, anderenfall
Anweisung D.

Spezialfall:Falls D die Anweisung skigst, so schreibt man
kurz ifthenC fi (einseitige Alternative

Hinweis:fi ist wie die "Klammer Zu" zum Symbol.iDie
Klammerpaare "(" und ")" oder "[" und "]" entstehen
auseinander ebenfalls durch Spiegelung. Auch das in (A8)
auftretende "od" bildet mit "do" eine solche Klammerung.
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(A8c)for-Schleifeoderzahlschleife

Wenn C eine Anweisung, i eine Variable, in die ganze
Zahlen gelegt werden dirfen, und a und e zwei ganze Zahlen
sind, dann ist auch
fori:=atoe doC od
eine Anweisung.

BedeutungSetze i auf den Wert a. Falls i nicht groRer als e
ist, fuhre C aus. Erh6he nun i um 1 und wiederhole di
\Vorgang, bis i gro3er als e ist; anschlie3end fiihre die
Anweisung, die auf die for-Schleife folgt, aus.

Prazisere Festlegung: Die for-Schleife besitzt genau die
gleiche Bedeutung wie folgende Anweisung

(A8a)while-Schleife

Wenn C eine Anweisung urfflein Boolescher Ausdruck
sind, dannist _whilBdoC od eine Anweisung.
BedeutungSolange der Boolesche Ausdrygklen Wert
trueergibt, wiederhole die Anweisung C. Hierbei wird der
Ausdruckp stetsvor der Ausfiihrung von C ausgewertet.
Wenn als@3 zu dem Zeitpunkt, zu dem man auf die while-
Schleife stoR3t, falsist, wird C Uberhaupt nicht ausgefihrt.

(A8b)repeat-Schleife

Wenn C eine Anweisung urfflein Boolescher Ausdruck
sind, dann ist _repe@tuntil3 eine Anweisung.
BedeutungSolange der Boolesche Ausdrygklen Wert
falseergibt, wiederhole die Anweisung C. Hierbei wird der
Ausdruckf erstnachder Ausfiihrung von C ausgewertet.
C wird also stets mindestens einmal ausgefuhrt.
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(A8d)Allgemeine for-Schleife

Wenn C eine Anweisung, i eine Variable, in die ganze
Zahlen gelegt werden durfen, uadd undw arithmetische
Ausdricke, die eine ganze Zahl als Ergebnis liefern, sind,
dann ist auch

fori:=abydtowdoC od
eine Anweisung.
BedeutungWerte den Ausdruck aus. Setze i auf diesen
Wert. Nun wiederhole folgendes bis zum Abbruch: [W
den Ausdrucko aus. Falls i groRRer als dieser Wert ist, brich
die for-Schleife ab. Anderenfalls fihre C aus. Werte danach
den Ausdrucld aus und addiere diesen Wert zu i hinzu.]

Vermutung: Die allgemeine for-Schleife besitzt die gleiche

i :=a; whilei < e doC; i :=i+1 od Bedeutung wie folgende Anweisung
Man verbietet, dass die Variable i durch C verandert werden darf. i:=a;whilei<wdoC;i:=i+dod
(Insbesondere gibt es in C keine Wertzuweisung der Form i := ... .)
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(A8d)Allgemeine for-Schleife (Fortsetzung)
Das ist aber wohl nicht zutreffend, wedinegativ ist.
Betrachte: _for:=10 by-2 to5 doX:=X+i od

Diese Schleife soll fur die Werte i=10, i=8 und i=6
durchlaufen werden, da die Schrittweite abgesenkt wird.

Im Falle einer negativen Schrittweite muss man die
Bedingung K w also durch B w ersetzen. Man kann
den Fall einer positiven und einer negativen Schrittv
zusammenfassen durelign@) < w-sign@d), wobei *"
die Multiplikation undsign(z)das Vorzeichen der Zahl z

sind. Also:

Die allgemeine for-Schleife besitzt genau die gleiche
Bedeutung wie folgende Anweisung

i ;= a; whilei+sign@) < w-sign@) doC; i :=i+d od

200¢
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Man kann jedoch auch die Werte vy und w vor dem Eintritt
in die Schleife auswerten und diese Werte dann fir die Schleifen-
Kontrolle verwenden unabhangig von der Anweisung C.

Das heil3t, man legt die Bedeutung der allgemeinen for-Schleife
dann nicht wie in (A8d), sondern durch folgende Anweisung fest:
I:=a;D:=9; E:=w; V:=signd);
while iV <E<V dc C;i:=i+Dod
wobei D, E und V drei neue Variable sind, die sonst nirgends im
Algorithmus auftreten.

Machen Sie sich an Beispielen klar, dass wir somit drei
verschiedene Bedeutungen der for-Schleife (A8d) angegeben
haben.
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Einschrankung in Programmiersprache®ofern in der Praxis

die allgemeine Form der for-Schleife zugelassen wird, verbietet
man meist, dass die Variable i sowie die Ausdrieck&und w

in der Anweisung C verandert werden durfen.

Man flgt also eine Zusatzbedingung an die Anweisung C in der
for-Schleife _fon :=a bydtowdoC od hinzu:

In C dirfen die Variable i und alle Variablen, die in den
Ausdruckern, o undw vorkommen, nicht verandert werden.

Man kann auch anders vorgehen, indem man Anderungen in
o undw erlaubt, aber diese unwirksam fur die Schleife macht
(siehe néachste Folie).
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Ein solches Beispiel lautet:
X:=1, Y=0;
fori:=3 byXto8do

Y :=Y+1; X := X+1; od;

1) Wenn die Laufvariable i nicht verandert werden darf, so ist
diese Anweisung fehlerhaft und der Algorithmus bricht ab.

2) Man kénnte diese Anweisung auswerten wie die Anweisung
(neue Variablen fur Schrittweite und Ende einfiihren)

X:=1;, Y:=0;

i:=3;D:=X; E:=8;V:=sign(X);

whileiV <EVdoY :=Y+1; X :=X+1;i:=i+D od
Rechnen Sie diese Anweisung durch. Am Ende haben die
Variablen X und Y dann die Werte 7 bzw. 6.
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Ein solches Beispiel lautet:
X:=1;, Y:=0;
fori:=3 byXto8do
Y :=Y+1; X := X+1; od;
3) Nach der allgemeinsten Definition wird diese Anweisung
ausgewertet wie die Anweisung
X:=1; Y:=0;i:=3;
while i=sign(X) < 8:sign(X) doY :=Y+1; X := X+1;i:=i+X od

Rechnet man diese Anweisung durch, so haben am Ende die
Variablen X und Y die Werte 4 bzw. 3.
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(A9) Ergéanzende Vorschriften

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit und Lesbarkeit legt man
meist weitere Beschrankungen featm Beispiel

Die Deklarationen missen stets am Anfang des Algorith-
mus (oder Teilalgorithmu&locK angegeben werden.

Die auf die Deklarationen folgende Anweisung wird in
beqin... endeingeklammert._(hakann dann entfallen.)

Kommentar trennt man bis zum Zeilenende durch
Zeichen-- vom Algorithmus ab.

Jeder vorkommende Bezeichner muss vorher in einer
Deklaration vereinbart worden sein.

Der Algorithmus beginnt stets mit einem Schltisselwort
(z.B. prograny, danach folgt der Name des Algorithmus,
danach das Wort islann die Deklarationen und schliel3-
lich die in beginund encdeingeschlossene Anweisung.

Anmerkungin der Praxis verwendet man meist nur die Z&ahl-
schleife (A8c), bei der die Laufvariable nicht im Schleifenrumpf
verandert werden darf, erganzt um das "Herunterzahlen™:

fori := a downtoe doC od
Hierbei wird i am Ende der Schleife nicht um 1 erhoht, sondern
um 1 erniedrigt. Die Bedeutung lautet fir "downto" also:

i :=a; whilei>e doC;i:=i-1 od

Auch wir werden in Zukunft nur diese Art der for-Schleife ver-
wendenwie es z.B. in Ada realisiert ist (mit dem Schlusselwort
"reverse" beim Abwartszahle)ie allgemeine Form diente hier
nur als Beispiel, dass man weitere Anweisungsformen einfiihren
kann und dass man deren Bedeutung préazise definieren muss (in
Java gibt es eine noch allgemeinere Variante). Achten Sie daher
bei Algorithmen stets auf die genaue Definition ihrer Bestandteile.
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Einen nach den Vorschriften (Al) bis (A9) aufgeschriebenen
Algorithmus bezeichnen wir aRrogramm.

Unsere Programme sind also folgendermal3en aufgebaut:

program<Name des Algorithmus> is
declare<Deklarationen>;
begir <Anweisung>enc

Spéater werden wir dies erweitern. Insbesondere werden wir
den Deklarationsteil ausgestalten und wir werden Parameter
hinzufuigen, um mehr Flexibilitdt zu erreichen.

Programme von imperativen Programmiersprachen sind in
der Praxis meist nach diesem Muster aufgebaut.
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Hinweise:

Wir ergénzen (Al) bis (A9) spater um weitere Regelungen.
Auf diese Weise erhalten wir dann eine "richtige
Programmiersprache”.

Zunachst ist die Deklaration von Variablen zu prazisieren,
insbesondere wenn die Variablen nicht Zahlen, sondern
komplexere Gebilde wie Vektoren, Matrizen oder Graphen
als Werte besitzen.

Sodann ist die Wiederverwendung von bereits ausfor-
mulierten Programmen festzulegen. Hierfiir werden wir
Prozeduren, Funktionen, Moduln und Objekte einfihren.

SchlieBlich ist das Zusammenspiel von Programmen zu
regeln (Dialoge und andere Interaktionen).
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Was ist der Sinn eines Algorithmus?

Er soll ein Problem I6sen, indem er den Eingabewerten ihre
zugehdrigen Ausgabewerte zuordnet.

Eingabewerte-. Ausgabewerte.

WennIn die Menge aller mdglichen Eingabewerte et

die Menge aller moglichen Ausgabewerte des deternministi-
schen Algorithmus A ist, dann beschreibt A also genau eine
Abbildunc

Res: In - Out mit

Res(u) =v < vistdie Ausgabe, die der Algorithmus A
bei Eingabe von u liefert.

Man nennt Resdie von A realisierte Abbildundvieist ist

diese Abbildung vorgegeben und man sucht einen Algorith-

mus, der diese Abbildung realisiert.

(Falls A fir u nicht anhalt, so sei Rés) = "undefiniert".)
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Wie hangen Algorithmus und Programm zusammen?

Ein Programm ist die Formulierung eines Algorithmus in einer
konkreten Programmiersprache. Hierzu muss die Program-
miersprache hinreichend aussagekréaftig sein; Ada ist z.B. eine
solche Sprache.

Im Algorithmus kdénnen also Formulierungen vorkommen, die
man nicht unmittelbar in ein Programm tbertragen kann.
spricht dann davon, dass der Algorithmus in der jeweiligen
Programmiersprache realisiert oder implementiert werden
MUusS.

Man beachte, dass es zu einem Algorithmus beliebig viele
Programme geben kann, durch die er implementiert wird.
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Beispiel 2.1.6 Stelle fest, ob eine natirliche Zahl a eine
Quadratzahl ist. Falls ja, drucke 1 aus, sonst drucke 0 aus.

Verfahren:Prufe fir alle Zahlen von 0 bis a, ob deren Quadrat
gleich a ist. Falls es eine solche Zahl gibt, dann ist a eine
Quadratzahl, anderenfalls nicht. Ubertragen in unsere Sprache:

programquadratzahll is
declarex, i, ergebnis: Variablen fur naturliche Zahlen;
beqgir reac (x); -- Es wird a eingelesen und in x abgel
ergebnis := 0;
fori:=0tox do -- priife fiir i von 0 bis a, o3 ¥ a ist
if ixi = x thenergebnis := 1 fiod,
write (ergebnis)
end

Uberzeugen Sie sich, dass alle Anforderungen (A1) bis (A9) ein-
gehalten wurden; dies ist also ein korrekt gebildetes Programm.

Eidl© VC, FMI 342 200¢

Eidl © VC, FMI 344



Fortsetzung Beispiel 2.1.6:

Rechnet man das Programm flr eine Zahl, z.B. fir a = 33
durch, so quadriert man alle Zahlen von 0 bis 33, wobei man
jedes Mal feststellt, das3ungleich 33 ist. Man hatte bereits
bei i = 6 aufh6ren kdnnen, da ab dadrr 83 ist. Dies flhrt

zu folgendem "effizienter" arbeitenden Programm:

programquadratzahl2 is
declarex, i, ergebnis: Variablen fur nattrliche Zahl
begin read(x);
ergebnis :=0; i:=0;
while i«i <x do
if i+i = x thenergebnis := 1 fii := i+1 od
write (ergebnis)

-- Es wird a eingelesen und in x abgelegt.

-- prufe nur fur i von 0 bis wurzel(a)

D
>
o

Fortsetzung Beispiel 2.1.6:

Das Programm quadratzahl2 fihrt nicht mehr a, sondern nur
noch 2wurzel(a) Multiplikationen durch. Frage: Kann man
auch noch die aufwendigen Multiplikationen sparen?

Ja, das geht. Beachten Sie, dass die Differenz zwischen zwei
Quadratzahlen immer eine ungerade Zahl ist und dass man die
n-te Quadratzahl erhalt, indem man die ungeraden Zahlen von 1
bis 2r-1 aufsummiert

1=1,4=1+3,9 = 1+3+5, 16 = 1+3+5+7, 25 = 1+3+5+7+9, ...

Wir legen die nachste ungerade Zahl in der Variablen u ab
(erster Wert ist 1) und das aktuelle Quadrat in der Variablen g
(deren erster Wert ist 0). Die nachste Quadratzahl ermitteln wi
dann durch die Anweisungen q :=q+u; u = u+2 .
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Fortsetzung Beispiel 2.1.6:
Dies fuhrt zu dem Programm

programquadratzahl3 is
declarex, u, g, ergebnis: Variablen fur natirliche Zahlen;
begin read(x); -- Es wird a eingelesen und in x abgelegt.
g:=0; u:=1; ergebnis :=0;
while g < x do -- Priife fiir alle Quadratesja, ob q = a ist.
if g = x therergebnis := 1 fiq := gq+u; u :=u+2_qad
write (ergebnis)
end
Hier werden keine Multiplikationen mehr bendtigt, sondern
nur noch 2vurzel(a) Additionen. Dieses Programm wird daher
wesentlich schneller durchzurechnen sein als quadratzahll.
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Frage:Wie prift man nach, was ein Programm macht?

Einfache AntwortMan vollzieht es schrittweise nach, wobei
man die Veranderungen aller Variablen notiert. Ein solches
Schema nennt man ein Ablaufprotokoll. Das Schema hierftr
lautet (man schreibe die Eingabe und Ausgabe gesondert auf):

Schritt Aktion <Var. 1>| <Var. 2> <Var.3% <Var. 4»

200¢
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Definition 2.1.7 Es sei ein Programm mit seinen aktuellen
Eingabedaten gegeben. Bilde eine zweidimensionale Tabelle,
die fuir jede im Programm vorkommende Variable eine Spalte,
zwei Spalten fir die fortlaufende (Zeilen-) Nummerierung und
fur die aktuelle Aktion (dies ist in der Regel eine Anweisung
oder die Auswertung eines Ausdrucks) sowie eventuelle
weitere Spalten flur Hilfsinformationen besitzt.

Trage in die erste Zeile die Anfangssituation ein, also die
Aktion des Programms und die Werte der Variablen nach
Durchfuihrung dieser Aktion. Trage in die jeweils n&chste
Zeile mit der Nummer k die im k-ten Schritt durchgefiihrte
Aktion und die Werte der Variablen nach Durchfiihrung dieser
Aktion ein, solange bis hattder encerreicht wird. Ein- und
Ausgabe notiere man gesondert. Die so entstandene Tabelle
heil3tAblaufprotokolldes Programms flir die gegebenen
Eingabedaten.
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programquadratzahl3 is
declarex, u, q, erg: Variablen fur nattrliche Zahlen;
begin read(x);
g:=0; u:=1;erg:=0;
while g< x do
if g =xthenrerg :=1fiq:=qg+u; u:=u+2_ad

rogramquadratzahl3 is Fortsetzung Beispiel 2.1.6

declarex, u, q, erg: Variablen fur natturliche Zahlen;
begin read(x);
g:=0; u:=1;erg:=0;
while g< x do
if g =xthererg :=1fijq:=q+u; u:=u+2_ad

write (erg)

end Eingabe sei 14,[1bedeutet "undefiniert”

Schritt Aktion X u q erg | Ausdricke

10 g=x 14 3 1 0 false

11 g:=qg+u 14 3 4 0

12 u:=u+2 14 5 4 0

13 gqs x 14 5 4 0 true

14 g=x 14 5 4 0 false

15 g:=q+u 14 5 9 0

16 u:=u+2 14 7 9 0

17 gqs x 14 7 9 0 true

18 g=x 14 7 9 0 false
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write (erg)
end Eingabe sei 14,1 bedeutet "undefiniert”
Schritt Aktion X u q erg | Ausdriicke
1 read(x 14 [ W O
2 q:= 14 [ 0 0
3 u:= 14 1 0 0
4 erg:=0 14 1 0 0
5 qs X 14 1 0 0 true
6 g=x 14 1 0 0 false
7 g:=g+u 14 1 1 0
8 u:=u+2 14 3 1 0
9 qs X 14 3 1 0 true
200¢ Eidl © VC, FMI 35(C

programquadratzahl3 is
declarex, u, g, erg: Variablen fur naturliche Zahlen;
begin read(x);
g:=0; u:=1;erg:=0;
while g< x do
if g =xthenrerg :=1fiq:=qg+u;u:=u+2_ad

write (erg)

end Eingabe sei 14,0 bedeutet "undefiniert”
Schritt Aktion X u q erg | Ausdriicke
19 g := Qg+t 14 7 16 0

20 u:=u+2 14 9 16 0

21 g<s X 14 9 16 0 false

22 write(erg) 14 9 16 O | Ausgabe 0
23 "end" 14 9 16 0

Ausgabe ist Q d.h., die Eingabe ist keine Quadratzahl.
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Vergleich:Wie wird dieser Algorithmus in Ada formuliert?

programquadratzahl3 is
declarex, u, g, ergebnis:
Variablen fur naturliche Zahlen;
begin read(x);
g:=0; u:=1; ergebnis :=0;
while g < x do

procedure quadratzahl3 is
X, U, g, ergebnis: Natural,
-- Natural steht fur nat. Zahlen
begin Get (x);
g:=0; u:=1; ergebnis :=0;
while g< x loog

if g = xthen if g = x then
ergebnis := 1 fi ergebnis := 1; end if;
gq:=q+u; u:=u+2 g :=Qq+u; u:=u+2;
od; end loop;
write (ergebnis) Put (ergebnis);
end end;

Beispiel 2.1.8Klarung der Darstellung von Daten
Wir greifen nun noch einmal Beispiel 2.1.3 auf.

Erinnerung: Addiere 1 zu einer dezimal dargestellten Zahl.

Umgangssprachliche Formulierung: Eine (naturliche) Zahl sei
als eine Folge von Ziffern aus der Menge {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7,
8, 9} gegeben. Falls die letzte Ziffer nicht die 9 war, so ersetze
sie durch die nachste grol3ere Ziffer und beende das Verfahren,
anderenfalls ersetze sie durch 0 und wiederhole das Ver

fur die zweitletzte Ziffer usw.

Aufgabe:Formuliere diesen Algorithmus mit Hilfe unserer
Sprachelemente.

Problem:Wie beschreibt man eine Ziffernfolge?
Vorschlag: mit indizierten Variablen.
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Ziffern sind Elemente der Menge {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.
Betrachte eine Folge solcher Ziffern:

526 8 39
X1 X, Xg X, Xg Xg
"Indizierte Variablé
Vorlaufig schreiben wir bei der Deklaration:
declare Xy, ..., X,: Variablen fur ...

und in Anweisungen xXwenn wir die i-te dieser Variablen
verwenden wollen.

Formulierung des oben umgangssprachlich formulierten
Algorithmus mit Hilfe unserer Sprachelemente:
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programaddl_versuchl is
declarei, n: Variablen fur nattrliche Zahlen;
X1, ..., %: Variablen fur Ziffern;

begin readn);

fori:=1 ton doread(x) od Vorsicht:
for i := n downtol do falsches
if x; # 9 thenx; := nachsteziffer(} Programm!
elsex; ;=0 fi
o¢;
fori:= 1 ton dowrite(x) od
end

Hier treten alle Unklarheiten, die wir schon in Beispiel 2.1.3
besprochen hatten, deutlich auf. Zugleich befindet sich in der
zweiten Zahlschleife ein gravierender Fehler. Zum Beispiel
liefert die Eingabe 1992 die Ausgabe 2003.
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Klarung: Was bedeutet; x nachsteziffer(y ? Antwort:
Diese Anweisung steht als Abkurzung far

if x; = 0 thenx; :=1
elseif x; = 1 thenx; :=

elseif x; = 2 thenx; :=

elseif x; = 3ther x; :=
elseif x; = 4 thenx; :=
elseif x; = 5 thenx; :=
elseif x; = 6 thenx; :=
elseif x; = 7 thenx; :=
elseif x; =8thenx;:=9fi fi fi fi fi fi fi fi fi
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Wir missten also einesue elementare Handlyntennen wir

sie wie in Ada &xit' (englisch "Ausgang"), einfuhren mit der
BedeutungVerlasse die aktuelle Schleife, d.h., setze die Aus-
fihrung des Programms mit der Anweisung fort, die unmittel-
bar auf diese Schleife folgt.

Algorithmen mit solchen exit-Anweisungen sind fir Menschen
meist schwerer zu lesen und fihren haufiger zu Fehlern. Daher
wollen wir diesen Weg zunéchst nicht beschre

Statt dessen kdnnen wir eine Boolesche Variable "fertig"
einfuhren, die anfangs falss und die auf trugesetzt wird,
sobald x:= nachsteziffer(y ausgefuhrt wurde. Wenn fertig
den Wert true hat, darf keinmehr verandert werden. Wir
bauen diesen Gedanken in das Programm ein.
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Beseitigung des gravierenden Fehlers: Die Anweisung
X; := nachsteziffer(;}y darf nur genau einmal ausgefiihrt werden.

for i:=n downtol do
if x; # 9 thenx; := nachsteziffer(}
elsex; := O fi

od,

musste also ersetzt werden du

for i:=n downtol do
if x; # 9 then
X; := nachsteziffer(y;
"for-Schleife abbrechen"
elsex; := 0 fi
od,
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Die Erganzungen sind blau und kursiv gekennzeichnet:

programaddl_versuch2 is
declarei, n: Variablen fir nattirliche Zahlen;

fertig: Variable flr Boolesche Werte; Vorsicht:
X1, ..., % Variablen fur Ziffern; immer noch
begin readn); fertig := false falsches
for i:=1 ton doread(x) od Programm!
for i:z=n downtc 1 dc
if notfertig then
if x; # 9 thenx; := nachsteziffer(y; fertig := true
elsex; := O fi
fi
od;
for i:=1 ton dowrite(x;) od
end
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Was ist nun noch falsch?

Besteht die Eingabe nur aus Neunen, so werden nur Nullen
ausgegeben. In diesem Fall muss also am Ende noch eine '1'
als fuhrende Ziffer ausgegeben werden.

Diesen Fall erkennen wir daran, dass nach Durchlaufen der
zweiten fo-Schleife die Variable fertig immer noch den W
falsebesitzt. In diesem Fall geben wir also als erste Ziffer
eine '1' aus.

Den Fall, dass anfangs n = 0 eingegeben wird, missen wir
noch berucksichtigen. In diesem Fall wird nichts eingelesen
und nichts ausgegeben, so dass die Ziffer 1 nur im Ball n
ausgedruckt werden darf.

200¢

programaddl_versuch3 is
declarei, n: Variablen fur natirlich
fertig: Variable fir Boolesc
X1, -..p%: Variablen fur Zi

Vorsicht: schlechter

fori:=1 ton doread ) .
Programmierstil!

for iz=n downtol
if not fertig fHer
if thenx; := nachsteziffer(y; fertig := true
elséx; := 0 fi
fi /
od, /
ifAnotfertig) and(n = 1) thenwrite(1) fi;
for i:=1 ton dowrite(x;) od
énd
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Warum ist dies ein "schlechter Programmierstil" gewesen?

Wichtig ist, dass sich im Algorithmus die Struktur de
Problems und eine angemessene Losung widerspiegelt
und dass das Programm moglichst keine Anteile enthalt,
die nur wegen der Darstellung (also der vorgegebenen
Sprachelemente) eingefiigt werden mussen, die aber mit
dem Problem nichts zu tun hab

Wenn das Programm das Ldsungsverfahren nicht klar zum
Ausdruck bringt, sondern es verschleiert und wenn das
Programm nicht "gut lesbar" und daher auch nicht "wartbar"
ist (d.h., es lassen sich Fehler nur schwer finden und das
Programm kann kaum an &hnliche Situationen angepasst
werden), so liegt eiachlechter Programmierstior.
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Unser Programm add1_versuch3 mag zwar korrekt arbeiten,
aber es gibt die Losung nicht angemessen wieder.

Auffalligste Abweichung: Unser Programm durchlauft in
jedem Fall alle Variablen, obwohl die Losungsmethode zu
Ende ist, sobald ein ¥ 9 erreicht ist.

Grund fur diese Abweichung: Wir haben eine Zahlschleife
verwendet, die aber die Losungsmethode nicht angem
widerspiegelt. Vielmehr besagt die Losungsmethode: Solange
man (von hinten beginnend) eine 9 vorfindet, ersetze sie durch
eine 0. Die danach erreichte Ziffer wird durch ihre nachst
groRRere Ziffer ersetzt bzw., wenn man am Anfang angelangt
ist, wird die Ziffer 1 vorangestellt.

Wir missen statt der for- also eine while-Schleife verwenden.
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Diese lautet:
i:=n;
while x;=9 dox;:=0; i:=i-1 od

Nun sind wir bei einem;x 9 angelangt und kbnnen diese
Ziffer durch ihre nachst groR3ere Ziffer ersetzen.

Fehlerhaft ist noch, dass im Falle einer Folge aus Neunt
Variable i den Wert 0 erhélt und dann die nicht vorhandene
Variable x in der while-Bedingung auftritt. Wir missten also
noch ein "i > 0" in die while-Bedingung aufnehmen:

i:=n;
while (x;=9) and(i>0) dox;:=0; i:=i-1 od

Dies ist aber wenig hilfreich, denn wenn i = 0 geworden ist,
dann steht in dem Booleschen Ausdruck=(2) and(i > 0)
immer noch die nicht vorhandene Variabje x

Ada behilft sich hier folgendermal3en (siehe 1.8.3): Es wird
neben dem symmetrischen Operator @imdwveiterer Operator
and thereingefiihrt.a and ther3 bedeutet: Werte erstaus.
Falls der Werfalse ist, so ist der ganze Ausdrufalse; and¢
renfalls wertg3 aus und dessen Wert ist dann der Wert des
gesamten Ausdrucks. In Ada kbnnte man also die Bedingung
formulieren (dort schreibt man x(i) an Stelle ven x

i:=n;
while (i > 0) and then (x(i) = 9) loop
X(@):=0; i:=i-1 end loop;
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Wir missen aber nicht so vorgehen. Vielmehr kdnnen wir von
hinten beginnend maximal nur bis zur zweiten Ziffer prufen
und anschlie3end den kritischen Fall abfangen:

I:=n;
while (x;=9) and(i>1) dox;:=0; i:=i-1 od
if ((i=1)and(x,=9))
ther x, :=0; write (1)
else x; := nachsteziffer(y
fi;
gib x; bis x, aus.

Dies fuhrt zu folgendem Programm (wir fangen noch den Fall
n <1 zu Beginn ab):
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programaddl_versionl is
declarei, n: Variablen fir natlrliche Zahlen;
X1, ..., %: Variablen fur Ziffern;
begin readn);
if n>0 then
fori:=1ton do read(x) od
i=n;
while (x;=9) anc (i>1) dg x;:=0; i:=i-1 od
if ((i=1)and(x;=9)) thenx; :=0; write (1)
else x; := nachsteziffer(y fi;
fori:=1ton do write(x;) od
fi
end
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Eine andere Variante besteht darin, mit ein&toppet zu
arbeiten. Hierzu erweitert man die Daten um ein Element,
mit dem garantiert wird, dass die while-Schleife stets korrekt
beendet wird.

Im Falle der "Addition einer 1" figen wir die Variablg x
hinzu und setzen sie auf 0. Dann ist garantiert, dass die
while-Schleife spatestens fur i = 0 abgebrochen v

Wurde nach der while-Schleifg xerandert, dann lag eine
Folge aus Neunen vor und die Anzahl der Ziffern erhéht sich
um eine Ziffer, anderenfalls bleibt die Anzahl gleich. Alle
Abfragen bzgl. "i > 1" oder "i = 1" entfallen jetzt.

Mit dem Stopper xerhalten wir folgendes Programm:

programaddl_version2_is
declarei, n: Variablen fir natlrliche Zahlen;
Xo» X1, ---» % Variablen fur Ziffern;

begin readn);

if n>0 then
fori:=1ton do read(x) od
Xo:=0; i:=n;
while x;=9 d¢ x;:=C; i:=i-1 od;

X; := nachsteziffer(y;
if Xo # 0 thenwrite(xo) fi;
fori:=1ton do write(x) od

=

d

@
S|
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Dieses Programm add1_version2 ist (nach einiger Erfahrung
mit Programmen unter Verwendung der hier vorgestellten
Sprachelemente) leicht lesbar und folgt zugleich der tblichen
Vorstellung, dass man zu jeder Zahl eine flihrende Null
hinzufligen kann, die verandert werden muss, sofern ein
Uberlauf bei der Addition entsteht.

Unbefriedigend ist noch, dass die Datenbereiche und die
Deklaration der Variablen umgangssprachliche Elemente
enthalt. (Aus Kapitel 1 wissen wir aber schon, wie man dies
durch array und record beschreiben kann.)

Eidl © VC, FMI 37C

2.2 Charakteristika von Algorithmen

Wie lauten notwendige Eigenschaften, die ein Algorithmus
erfillen muss, "damit er ein Algorithmus sein kann"?

Beispielsweise darf ein Algorithmus nicht in einem Schritt eine
unendliche Menge von Moglichkeiten abprufen oder unendlich
viele Kopien von sich erzeugen kdnnen.

Auch darf ein Algorithmus nicht Gber unendlich vi
verschiedene elementare Handlungen verfligen kdnnen; dies
durfen sogar nur beschrénkt viele sein, da man anderenfalls
keine mechanische Maschine zur Bearbeitung bauen kénnte.

Wir listen einige Eigenschaften auf, die aus der Forderung an
Algorithmen "realisierbar mit einer mechanischen Maschine"
abgeleitet werden kénnen.

200¢
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2.2.1 Ein Algorithmus ist eine Vorschrift, dige Reihen-
folge von durchzufiihrenden Handlungen (Operationen) auf
Daten (Operanden) genau beschreibt. Hierbei muss gelten:

a) Die Daten sind "diskret" aufgebaut und es gibt beschrankt
viele ("digitale") Zeichen {3 ...,a}, so dass jedes Datum
eine endliche Folge dieser Zeichen ist.

b) Die Operationen sind "diskret" aufgebaut. Genauer: Es gibt
beschrankt viele "Grundoperationen'y, ...,k }, so dass
jede Operation einschlie3lich ihrer Operanden hieraus
zusammengesetzt werden kann.

c) Die Vorschrift ist eine endliche Folge von Operationen. Die
Vorschrift wird schrittweise abgearbeitet (diskrete Zeitskala)

Hinweis: Eine Menge heilRtdiskret, wenn ihre Elemente gut unterscheidbar
und mit endlicher Léange darstellbar sind. Erfoligt Darstellung mit
beschréankt vielen Zeichen, so spricht man von eliggtalenDarstellung.

200¢
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Hinweis: Obige Ausfihrungen bilden keine richtige Definition,
sondern nur eine Liste von umgangssprachlich formulierten
Forderungen.

Turingmaschinen erflllen diese Forderungen, aber auch andere
"Rechenmaschinen” und die bereits vorgestellten Grammatiken,
siehe spater.

Auch Programme beschreiben Algorithn. Prifen Sie di
Forderungen an einer Programmiersprache und ihren
Programmen nach.

200¢
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d) Eine der Operationen ist als Startoperation ausgezeichnet.

e) Fur jede Operation ist unmittelbar nach ihrer Ausfiihrung
bekannt, welches die méglichen (endlich vielen) Folgeopera-
tionen sind oder ob der Algorithmus abbricht (terminiert).

f) Die Eingabe fir die Vorschrift ist eine (eventuell unendliche
oder auch leere) Folge von Daten (vgl. a).

g) In jedem Schritt (d.h. zu jedem Zeitpunkt) gilt: Die bis dahin
bearbeitete oder betrachtete Menge an Daten und d-
fuhrten Operationen ist endlich.

Hinweis: Ein Algorithmus verfligt Giber eigene Speicherbereiche
fur die Daten und fur die Vorschrift. Beide Bereiche kann der
Algorithmus wahrend seiner Abarbeitung verandern, aber in
jedem Schritt nur einen endlichen Bereich. Beide Bereiche sind
prinzipiell unendlich grol3, auch wenn zu jedem Zeitpunkt nur
ein endlicher Teil betrachtet und verandert werden kann.
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2.2.2 DeterminismusNichtdeterminismus

Oft weild man nicht, welches die nachfolgende Operation sein
soll. Dann gibt man nicht nur eine, sonderehrere mogliche
Folgeoperationemn. Beispiele sind Spiele: Bei Schach, Skat,
Siedler von Catan usw. kann man in jedem Zug einen unter
vielen auswahlen. Ein Verfahren, welches zu irgendwelchen
Situationen mehrere Operationen alternativ zulasst, beze
man alsnichtdeterministisch

Solange diese Menge der zuldssigen Operationen endlich ist,
lasst sich das Problem durch einen "normalen” deterministischen
Algorithmus simulieren (siehe spater: BFS-Verfahren mit BFS =
Breadth-First-Search). Ist diese Menge jedoch unendlich, so liegt
kein Algorithmus mehr vor. "Nichtdeterminismus" darf also,
sofern er auftritt, nur endlich viele Méglichkeiten zulassen.
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In der Praxisverlangt man meist, dass Algorithmeetermi-
nistischsein missen, d.h., nach Abarbeitung jeder Operation
steht eindeutig fest, welches die nachfolgende Operation ist
oder ob die gesamte Berechnung hiermit beendet ist.

Diese Forderung lasst sich aber bei vielen Anwendungen nicht
einhalten, etwa wenn Programme miteinander kommunizieren
und die Reihenfolge der Nachrichtenibermittlungen von der
Umwelt oder von Zufallen abhana

Beispiel 2.2.3NIM-Spiel (einfache Variante)

Gegeben sei ein Haufen von n Hélzchen. Zwei Spieler A
und B ziehen abwechselnd (A beginnt). In jedem Zug darf
man 1, 2 oder 3 Holzchen wegnehmen. Wer das letzte
Holzchen wegnimmt, hat verloren.

In jedem Zug werden also nichtdeterministisch 1, 2 oder 3
Holzchen weggenommen. Ein nichtdeterministisches
Programm fiir n=17 Hblzchen wirde dann lauten:

programNIM is
Anzahl, Z: Integer; A_gewinnt: Boolean,;

begin Anzahl := 17; A_gewinnt := true;
while Anzahl > 0 do
wéhle eine der drei Anweisung Z :=1|Z:=2| Z:=:
Anzahl := Anzahl - Z; A_gewinnt := n@&_gewinnt;
if A_gewinnt_therwrite ("B nimmt ", Z," Holzchen. ")
elsewrite ("A nimmt ", Z," H6lzchen. ") fi
od,
if A_gewinnt_therwrite ("A hat gewonnen.")
elsewrite ("B hat gewonnen."”) fi
end
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Aufgabe fir Sie:
\ollziehen Sie dieses Beispiel nach und machersigkeklar,
welche verschiedenen Abldaufe mdglich sind.

Obiges Programm enthélt eine Unkorrektheit, dig &ben
Einfluss auf das Ergebnis hat. Welche ist dies?
Suchen Sie nach einer Darstellung fir solche nétbtdinistischen
Ablaufe, z.B. baumartig (gelb entspricht "Aist &ug", blau
entspricht "B ist am Zug"; vereinfachen Sie deniBaw einem
Netz, in dem jede Zahl nur héchstens einmal aftri

Z=3

/y A /@BX@

\/\/\/\/@?\/\/\/\
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Beachten Sie:

Wir haben nur die Ablaufe des NIM-Spiels beschrieben. Dies
gibt noch keinen Hinweis darauf, wie man das Spiel spielen
muss, um zu gewinnen.

Hierzu muss man die Darstellung analysieren und nach
Situationen suchen, die den Gewinn garantieren, und daraus
eine Spiel-Strategie ableiten.

Wenn z.B. noch 8 Hdlzchen vorhanden sind und B am

ist, so kann B den Sieg erzwingen, indem B 3 Holzchen
wegnimmt (Situation "5 Hoélzchen™) und nach dem Zug von A
so viele Hélzchen wegnimmt, dass noch genau ein Hélzchen
Ubrig bleibt.

Dies ware ein "Zusatzalgorithmus", der zu jeder Situation den

verheiRungsvollsten Zug ermittelt.
| |

200¢

Eidl© VC, FMI 37¢ 200¢

Eidl © VC, FMI 38C



2.2.3 Terminierung

Ein Algorithmus (oder ein Programn@rminiert fur eine
Eingabe uwenn der Algorithmus bei Eingabe von u nach
endlich vielen Schritten anhalt. Ein Algorithmusrininiert
stet$, wenn er fur alle Eingaben terminiert.

[Die Abbildungen, die von terminierenden Algorithmen
realisiert werden, bilden genau die Menge der total rekursiven
Funktionenl, siehe spéter.]

In der Praxiswird die Terminierung oft gefordert, insbesondere
von Benutzern, die auf jede Eingabe eine Antwort erwarten,
und dies moglichst schon nach kurzer Zeit. Die Bedingung der
Terminierung ist fur Algorithmen abeicht notwendigund ist
auch nicht fur alle Algorithmen erwtinscht. Z.B. sollte ein
Betriebssystem prinzipiell unendlich lange arbeiten.

200¢

Besonderheit von Algorithmen:
Algorithmen kénnen Algorithmen als Daten einlesen

Ein Algorithmus lasst sich als Programm formulieren und ist
dann eine Folge von Zeichen Uber dem Terminalalptabet

der Programmiersprache, d.h., jeder Algorithmus lasst sich als
ein Wort w>* auffassen. Es gibt Algorithmen, die solche
Zeichenfolgen einlesen und verarbeiten kbnnen, folglich

man Algorithmen als Eingabe fir Algorithmen verwenden.

Dies ist nicht Uberraschend; denn ein Compiler ist ein Algo-
rithmus, der Algorithmen in Form von Programmen einliest
und sie in Programme der Maschinensprache tbersetzt.

Diese Besonderheit nutzen wir nun aus, um zu zeigen, dass es
Probleme gibt, die man mit Algorithmen nicht I6sen kann.
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2.3 Grenzen der Algorithmen, Unentscheidbarkeit

Was kann man mit Algorithmamicht beschreiben oder I6sen?

Betrachte folgende Aufgabe:

Konstruiere einen Algorithmus H, der beliebige Algorithmen
und zugehdrige Eingabedaten einlesen kann und der zu jedem
beliebigen Algorithmus A und zu jeder Folge von Daten w in
endlich vielen Schritten feststellt, ob der Algorithmus A fur

die Eingabedaten w nach endlich vielen Schritten anhalt oder
nicht.

Bezeichnung 2.3:1Die Aufgabe, einen solchen stets
terminierenden Algorithmus H zu finden, bezeichnet man als
dasHalteproblentfur Algorithmen.

200¢
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Gesucht wird also ein Algorithmus H

0, falls A bei Eingabe von w nach
endlich vielen Schritten anhalt,
1, falls A bei Eingabe w nach end-
lich vielen Schrittemicht anhalt

Algorith-
mus H

fur alle Algorithmen A und fur alle Eingabefolgen w.

Hinweis: Wie Ublich verwenden wir im Folgenden das
Zeichen fur "fur alle” und das Zeicheldfir "es existiert".
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Angenommen es gibt solch einen Algorithmus H miA Cw

0, falls A bei Eingabe von w nach
A w Algorith- endlich vielen Schritten anhalt,
mus H 1, falls A bei Eingabe w nach end-
lich vielen Schrittemichtanhalt.

Speziell gibt es dann auch einen Algorithmus Jit

0, falls A bei Eingabe von A nach
A Algorith- endlich vielen Schritten anhalt,
mus J 1, falls A bei Eingabe A nach end-
lich vielen Schrittemichtanhalt.

fur alle Algorithmen A, indem man nur den Algorithmus A ein-
gibt und dann H mit der Eingabe A und A (= w) ablaufen lasst.

Zu diesem Algorithmus J mifA

0, falls A bei Eingabe von A nach
A Algorith- endlich vielen Schritten anhalt,
mus J 1, falls A bei Eingabe A nach end-
lich vielen Schrittemichtanhalt.

gibt es dann auch einen Algorithmus J' im#t

undefiniert falls A bei Eingabe von A
A Algorith- nach endlich vielen Schritten anhalt,
mus J' 1, falls A bei Eingabe A nach end-
lich vielen Schrittemichtanhalt.

Klar wegen: Modifiziere J so, dass der Algorithmus J anstelle der
Ausgabe 0 in eine unendliche Schleife geht; so erhalt man J'.
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Was macht J' bei Eingabe von J'?

undefiniert falls J' bei Eingabe von J'
J Algorith- nach endlich vielen Schritten anhalt,
mus J' 1, falls J' bei Eingabe J' nach end-
lich vielen Schrittemichtanhalt.

Fall 1: Bei Eingabe von J' halt J' an.

Dann liefert J' bei Eingabe von J' den We

Nach Definition von J' halt dann J' bei Eingabaichtan.
Widerspruch!

Fall 2 Bei Eingabe von J' haltdichtan.

Dann lauft J' bei Eingabe von J' in eine unendliche Schleife.
Nach Definition von J' halt dann J' bei Eingabe J' an und liefert 1.
Widerspruch!
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Beide moglichen Falle fihren also auf einen Widerspruch.
Mehr Mdglichkeiten gibt es aber nicht.

Folglich muss die Annahme, dass es den Algorithmus H gibt,
falsch gewesen sein. Es gilt daher der

Satz 2.3.2 (Unltsbarkeit des Halteproblejns

Es gibt keinen Algorithmus H, der zu jedem beliebigen
Algorithmus A und zu jeder Folge von Daten w in endlich
vielen Schritten feststellt, ob der Algorithmus A fur
Eingabedaten w nach endlich vielen Schritten anhéalt oder
nicht.

Dieses Resultat formuliert man kurz in der Form:
Das Halteproblem ist algorithmisch nicht I6sbar.
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Anmerkung 2.3.3Eine Menge L 2* heil3tentscheidbar
wenn es einen Algorithmus mit einem stets terminierenden
Programnmmtmit der Eingabemenge, E =* und der
realisierten Funktionf Z* - {0,1} gibt, so dass fur alle

whZ* gilt:
f (W)= 1, fallswlL
M0, falls wOL

Anderenfalls heil3t die Mengeunentscheidb.

Der obige Satz besagt also:
Das Halteproblem fir Algorithmen ist unentscheidbar.

Beachte: Das Halteproblem H Iasst sich als Teilmenge(H O {n})* fur ein
geeignetes Alphabé&t auffassen, in welchem sich alle Algorithmen und eingebbaren
Daten beschreiben lassen, z.B. das AlphabetA. Sein0". Dann gilt namlich:
H ={unv | u, vOZ'*, u beschreibt einen Algorithmus

und u halt fur die Eingabe v anl}l (Z'0{n})*.
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Bezeichnung 2.3:Pie Aufgabe, einen stets terminieren- den
Algorithmus H zu finden, der zu jedem beliebigen
Algorithmus A nach endlich vielen Schritten feststellt, ob der
Algorithmus A fir die leere Eingatzenach endlich vielen
Schritten anhalt oder nicht, bezeichnet man alspasielle
oder als das-Halteproblenfir Algorithmen.

Satz 2.3.6Dase-Halteproblem ist unentscheidbar.

Beweisdurch Rickfuhrung auf das Halteproblem. Wir
konstruieren zu jedem Algorithmus A und zu jeder Eingabe w
einen Algorithmus @&, so dass gilt: A halt bei Eingabe von w
genau dann an, wenr), Mit der leeren Eingabe anhalt. Ware
dase-Halteproblem also entscheidbar, dann ware auch das
Halteproblem entscheidbar, im Widerspruch zu Satz 2.3.2.
Folglich muss das-Halteproblem unentscheidbar sein.
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Anmerkung 2.3.4Fur eine Menge L1 Z* heilt die
Abbildungy, : 2* - {0,1}, die fur alle w=* definiert wird

durch w) =] 1 falswil
XLW)'=1 0, fallswOL,

die charakteristische Funktioron L.

Die charakteristische Funktion verbindet die Begriffe
"Teilmenge" und "Funktion" miteinander: Zu jeder Teilme
gehort die charakteristische Funktion und zu jeder Funktion
g:2* - {0,1} gehort die Teilmenge {WZ* | g(w)=1} OJ Z*.

Satz 2.3.2 besagt alspx,, [/

(und natrlich aucly,00).

Das heil3t: Die charakteristische Funktion des Halteproblems
Xy: & O{n}H)* - {0,1} ist nicht rekursiv.

(Zu den Symbolen siehe Abschnitt 2.5.)
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Konstruktion von Aaus A und w:

Es seien A ein Algorithmus und¥Z* eine Eingabefolge.

Dann wandele A in folgenden Algorithmug Am: A, ist wie

A aufgebaut, besitzt jedoch eine weitere Zeichenketten-
Variable X und an den Anfang des Anweisungsteils wird die
Wertzuweisung X :="w"; gesetzt. Die read-Befehle werden
jetzt dadurch ersetzt, dass immer die nachsten Zeichen von X
(anstelle: "von der Eingabe") der jeweiligen Variak
zugewiesen werden. Der so erhaltene Algorithmplsest

also nichts ein und arbeitet genau so, wie A bei der Eingabe
w arbeitet. Folglich gilt:

A hélt bei Eingabe von w- A, hélt bei Eingabe voa.

Damit ist Satz 2.3.6 bewiesen.
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Der folgende Abschnitt 2.4 soll Ihnen folgende lidha&ermitteln:

Elementare Wertebereiche der Programmierung, &so d

Diesen Abschnitt 2.4 kennen Sie weitgehend schon aus Adg,
Kap. 1! Neu, aber nicht schwer sind die Zahldarstellungen,
2.4.8 bis 2.4.17. Vor allem sie werden im Hérsaal vorgetragen.

Wertebereiche, die man nicht auf andere Bereichigckéiihrt.

Fur jeden dieser Bereiche muss eindeutig festgekigt wie seine
Elemente dargestellt (aufgeschrieben oder im Realepedsentiert)
sind. Sie lernen diese Darstellungen kennen.

Zugleich stellen wir alternative Darstellungen Vam. dieser
erkennen Sie einige Vor- und Nachteile von Darstglén; diese
hangen meist von den spateren Anwendungen ab ssdSiaein
Gespur dafur erhalten sollen, in welchem Fall welBlarstellung
nutzbringend ist.

Weiterhin lernen Sie einige Phanomene (wie z.B.druagsfehler)
und mehrere typische Beispiele. Im Vorgriff auftgpdiiihren wir am
Ende Unterstrukturen und arrays ein.

2.4 Grundlegende Datenbereiche

Programme verandern Daten. Diese Daten werden in
(Informatik-) Variablen abgelegt. Eine solche Variable ist ein
Behalter, wobei vorher festgelegt wird, welche Werte in
Behalter gelegt werden dirfen und welche nicht.

Durch diesd-estlegung der zuldssigen Wertemeinge
den Deklarationen erhélt eine Variable einen "Typ",
den sogDatentyp Wenn eine Variable z.B. den
Datentyp "Integer"” erhalt, so darf sie nur ganze Zahlen
als Werte enthalten, erhélt sie den Typ "Character", so
darf sie nur Zeichen des Alphabets enthalten usw.
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Bei den Datentypen ist es wie bei den Anweisungen: Es
gibt "elementare Datentypen" (diese gehéren zu
Wertebereichen, die als grundlegend angesehen werden)
und es gibt Regeln, wie man aus bereits definierten
Datentypen neue Datentypen gewinnt.

Was sind élementare Datentyp&ralso Wertebereiche,
die man nicht aus noch einfacheren Mengen zusar
setzen kann oder will?

Die rationalen Zahlen z.B. gelten nicht als "elementar”,
weil man eine rationale Zahl stets in der Form p/q
schreiben kann, wobei p eine ganze und g eine natirliche
Zahl sind. Dagegen kann man ganze Zahlen nicht in
mehrere Teile zerlegen.
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Elementare Datentypen sind in den meisten
Programmiersprachen:

- die Menge der Wahrheitswerte,

- die Menge der Zeichen (dies umfasst die Zeichen auf
der Tastatur, die sog. alpha-numerischen Zeichen),

- die ganzen Zahlen (einschl. der naturlichen Zahlen)
- die reellen Zahlen

- alle endlichen Mengen, die man selbst durch Auflisten
ihrer Elemente definiert (sog. Aufzahlungstypen).

Hinweis: Grundsatzlich reicht der Formalismus der Mengerelus:
0o 0,1 {0} 2 - {0,{0}}, 3 - {0,{0},{0,{O}}} usw. Zeichen
kénnen dann codiert werden (siehe 1.8), Wahrheitsveds 0 und 1,
selbstdefinierte Mengen entsprechend ihrer Aufzidhluetztlich kann
man auch Folgen von 0 und 1 verwenden, wie es iohf geschieht.
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Grundlegende Mengan Mathematik und Informatik sind:

IB = {false, true}Boolesche Werte, Wahrheitswerte, oft: {0, 1}.
IN={1, 2, 3, 4, ...} ist die Menge der natirlichen Zahlen,

IN,= {0, 1, 2, 3, ...}die Menge der naturlichen Zahlen mit der O,
Z={..-2,-1,0,1, 2, 3, ...ist die Menge der ganzen Zahlen,
A sei die Menge der Tastaturzeichen zuziiglich einiger sog.
Steuerzeichen (vgl. spater: ASCII-Code, EBCDIC-Code).

Q = {n/m | n ganze Zahl, m naturliche Zahl, n und m teilerfre

ist die Menge der rationalen Zahlen.

IR bezeichnet die Menge der reellen Zahlen (Vervollstandigung
der rationalen Zahlen, so dass jeder Punkt der Zahlengeraden als
Grenzwert einer konvergierenden ("Cauchy"-) Folge erfasst
wird, z.B. die Kreiszahitoder die Wurzel aus 2).

C ist die Menge der komplexen Zahlen; formal kommt "i"
(= die Wurzel aus -1) zIR hinzu; siehe Mathematikvorlesungen.
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Elementare Datentypen 2.4.1
Wenn eine Variable nur Werte aus der Menge M besitzen darf, so
geben wir ihr in einer Deklaration folgenden Datentyp:

Menge Datentyp
IB Boolean oder logical
INg Natural oder Cardinal
Z Integer
IR Real oder Float
A Character
200¢ Ediove, Fvi 3¢

Aufbau der Zahlen in der Mathematik

IN={1,2,3,4,..}
fuge neutrales Element fur "+" hinzu |
IN=1{0, 1, 2, 3, ...}.
fuge inverse Elemente fur "+" hinzu |
z={..-2,-1,0,1,2,3,...}
fuge inverse Elemente fui' 'hinzu |
Q = {z/n|ZJZ,n0IN, teilerfr.}

fuge alle Grenzwerte hinzu J
IR reelle Zahlen
fige "i" (= die Losung von3:-1) hinzu |
C komplexe Zahlen
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IN, undIN fasst man meist als "Unterbereich" der ganzen
Zahlen aufINy={z OZ|z=0}bzw.IN={z 0 Z| z > 0}.

C fuhrt man als Paar zweier reeller Zahlen ein und definiert
fur diese Paare die komplexen Operatoren Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division usw.

Eine Sonderrolle spielen die rationalen Zal@exenn
eigentlich beschreibt der Typ "real" in der Praxis nicht die
ganze Menge der reellen Zahlen, sondern nur eine gewisse
Teilmenge der rationalen Zahlen. Wir werden dies unter dem
Stichwort "Zahlendarstellungen" noch in diesem Abschnitt
untersuchen.
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Beispiel 2.4.2 ggT (oder gcd)
grof3ter gemeinsamer Teileweier naturlicher Zahlen

(im Englischengcd= greatest common divisor)

Sei nJIN, eine naturliche Zahl. Sei
T(n) ={dUIN,|d teilt n, d.h., es gibt eif.dN, mit cd = n}
die Menge der Teiler von.n

Wegen 1IT(n) und miT(n) ist T(n) niemals die leere Menge.
Fur n>0 gilt: Wenn OT(n) ist, so ist <n.
Speziell gilt: T(0) =N,.

Bilde zu zwei Zahlen a[liN, den Durchschnitt T(a) T(b).
Diese Menge ist nicht leer, da sie mindestens die Zahl 1
enthélt. Das maximale Element in diesem Durchschnitt heif3t
der grof3te gemeinsame Teiler von a und b, bezeichnet als
ggT(a,b). AuBBer fur a=b=0 ist er stets eindeutig bestimmt.

Far a, b, dJIN, mit az 0 oder bz O gilt also ggT(a,b) =d
genau dann, wenn d sowohl a als auch b teilt und wenn fir alle
naturlichen Zahlen d', die sowohl a als auch b teilen, stet$ d'

gilt.

Zu a und b kann man ggT(a,b) daher berechnen, indem man
alle Teiler von a und alle Teiler von b berechnet und hieraus
die maximale Zahl ermittelt, die in beiden Teilermen
vorkommt.

Um die Teilbarkeit zu testen, verwendet man die Operation
"modulo” (= Rest bei der ganzzahligen Division). Fur zwel
Zahlen x und y mit ¥ O gilt:

y ist genau dann ein Teiler von x, wenn (x mod y) =0 ist.
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2.4.3 Algoritmus

Setze eine Variable ggt anfangs auf den Wert 1.
Sei "min" das Minimum der Zahlen a und b,
dann prife furi=2, 3, 4, ..., min,
ob i ein Teiler von b undin Teiler von a ist;
trifft dies zu, dann setze jeweils ggt :=i.

Am Ende besitzt ggt den Wert ggT(a,b), da bei dem
aufsteigenden Testen das grol3te i, das beide Zahlen teilt, in
der Variable ggt gespeichert wird.

Wir schreiben diesen Algorithmus "ggT_elementar” mit
unseren Sprachelementen formal korrekt auf. Wir verwenden
fur die Variablen hier grof3e Anfangsbuchstaben.
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programggT_elementar is
declareA, B, I, ggt, Min_a_b: Natural,
beginread(A); read(B);
if B<AthenMin_a b :=BelséMin_a b :=Afi
ggt:=1;
forl:=2toMin_a_bdg
if (Amod | = 0).andB mod | = 0)_therggt:=I fi
od;
write (ggt)

)
>
o
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Formulierung in Ada:

with Ada.Integer_Text_|O; use Ada.Integer_Text_IO;
procedure ggT_elementar is
A, B, |, Ggt, Min_a_b: Natural,
begin Get (A); Get (B);
if B<Athen Min_a_b :=B; else Min_a_b := A; end if;
Ggt :=1;
forlin2 .. Min_a_b loop
if (Amod | = 0) and (B mod | = 0) then Ggt:=I; end
end loop;
Put (Ggt);

h

end;

Im Falle a=b=0 gibt dieser Algorithmus jedoch den Wert 1
aus. Schreiben Sie den Algorithmus so um, dass er genau in
diesem Fall den Wert 0 ausgibt.

Wie lange lauft dieser Algorithmus?

Offenbar wird die for-Schleife genau (Min_a_b - 1) Mal
durchlaufen. Fur grof3e Zahlen a und b kann man d
"elementaren ggT-Algorithmus" daher nicht verwenden.

Man erhalt ein schneller arbeitendes Verfahveann man
die Eigenschaften ausnutdie der ggT(a,b) besitzt.
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2.4.4. Eigenschaften des ggT

(1) ggT(a,b) =ggT(b,a)

fur alle &JN,, "Symmetrie",

(2) ggT(a,0)=ggT(a,a)=a fir all&’,
(3) 99T(a,b) = ggT(a-b,b) fir alle ajiN, mit ab,
ggT(a,b) = ggT(a+hb,b) fir alle &N,

(4) ggT(a,b) = ggT(b,amdy) fiir alle a,fIIN, mit a=b.

Beweise: zu (1) und (2piese ersten beiden Zeilen folgen
direkt aus der Definition und der Tatsache T(0)~

zu (3):Wenn eine Zahl t sowohl a als auch b teilt, dann gibt
es zwei Zahlen,aund ¢ mit ¢c;t = a und ¢t = b. Hieraus folgt
a-b = gt-c,t=(c-c,)t, d.h., t teilt auch a-b. Folglich teilt
der ggT(a,b) auch die Zahl a-b (fire=0, d.h., fur 2b).
Offenbar teilt t stets auch a+b (ersetze einfach "-" durch "+"
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Eigenschaften des ggT

(1) ggT(a,b) = ggT(b,a)

fur alle &JN,, "Symmetrie",

(2) ggT(a,0)=ggT(a,a)=a fir all&’,
(3) 9gT(a,b) = ggT(a-b,b) fir alle ajtN, mit ab,
ggT(a,b) = ggT(a+b,b) fir alle &N,

(4) ggT(a,b) = ggT(b,amds) fiir alle a,fIIN, mit a=b.

Beweis zu (3), Fortsetzur

Es seid = ggT(a,b). Wenn d'= ggT(a-b,b) ist, so teilt d' die
Zahl b und nach dem soeben Bewiesenen ist d' auch ein Teiler
von (a-b)+b = a. Weil d der ggT(a,b) ist, muss dah=u d'

sein. Andererseits ist d (wie jeder Teiler von a und b) auch
Teiler von b und a-b, worausd' folgt, da d' der ggT(a,a-b)

ist. Aus beiden Ungleichungen folgt d'=d, d.h., ggT(a,b) =
ggT(a-b,b). Analog folgert man ggT(a,b) = ggT(at+b,b).
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Eigenschaften des ggT

(1) ggT(a,b) =ggT(b,a)

fur alle &JN,, "Symmetrie",

(2) ggT(a,0) =ggT(a,a) =a fur allelg,
(3) ggT(a,b) = ggT(a-b,b) fiir alle &N, mit ab,
ggT(a,b) = ggT(a+b,b) fir alle &N,

(4) ggT(a,b) = ggT(b,amdy) fiir alle a,fIIN, mit a=b.

Beweis zu (4 (hier: die Aussagen gelten auch fur b
Iteriere die Gleichung (3), woraus (4) mit (1) unmittelbar folgt:
ggT(a,b) = ggT(a-b,b) fur alle &N, mit a=b,
ggT(a-b,b) = ggT(a-B,b)  fir alle a,blIN, mit a-l=b,
ggT(a-2b,b) = ggT(a-d,b) fur alle a,blIN, mit a-2b=b
usw.,bis man a-(k-tp=b>a-kb fur k = a divb erreicht, also:
ggT(afadivb - 1)b,b) = ggT(ata divb)b,b) = ggT(amodth, b)

far alle a,JIN, mit a=b>0.

Aus Eigenschaft (4) erhalten wir sofort einen Algorithmus zur
Berechnung des ggT, wobei Eigenschaft (2) als Terminierungs-
bedingung dient. Halb umgangssprachliche Formulierung:

readA); read(B); --falls A=B=0 ist, das Verfahren abbrechen
if A< B then"vertausche die Werte von A und B fi
while B # 0 do
nachster Wert von B wird A mad8;
nachster Wert von A wird der Wert des alte
od,
write (A)

Dieser Algorithmus endet, da wegen B > A mod B der Wert
von B in jedem Schleifendurchlauf kleiner wird. Irgendwann
wird daher B gleich 0 und die while-Schleife bricht ab.
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Um zwei Werte auszutauschen oder einen "alten Wert"
zuzuweisen, benotigt man Variablen zur Zwischenspeicherung.

Man kann "vertausche die Werte von A und B" nicht einfach
durch A:=B; B:=A realisieren, da dann zwar A den Wert von

B erhalt, aber anschlieRend auch B diesen Wert bekommt, da der
alte Wert von A ja bereits tberschrieben wurde.

Wir verwenden also eine weitere Variable H, die im Programm
sonst nicht bendtigt wird, und setzen:

H:=A; A:=B; B:=H

So gehen wir auch irf§ichleifenrump{= in der Anweisung
zwischen daund od vor.
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program euklidl is
declareA, B, H: natura]
begin read(A); read(B);
if (A>0)or(B>0) then
ifA<BthenH:=A; A:=B; B:=H fi
while B # 0 do
H:=AmocB; A:=B; B:=H od

fi;
write (A)
end

Hinweis: Genau dann, wenn beide Eingabewerte 0 sind, wird
der Wert 0 ausgegeben. (Ende des Beispiels 2.4.2 ggT)
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Festlegung 2.4:5Anordnung der elementaren Wertebereiche.

In den gangigen Programmiersprachen sind alle elementaren
Datentypen total angeordnet, d.h., fur je zwei verschiedene
Elemente a und b gilt entweder a < b oder b < a.

Bei Boolean setzt man falsetrug bei ganzen und reellen
Zahlen nutzt man die natirliche Anordnung auf der Ze
geraden und bei Alphabetzeichen nimmt man die Anordnung
ihrer Codierung. Wir legen daher fest, dass die Werte unserer
funf elementaren Datentypen (gemaf} 2.4.1) in der genannten
Weise angeordnet sind.

Die AlphabetzeicheA sind wie in 1.8.4 angegeben
angeordnet.
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ASCII-Code erste Halfte rfach ISO/IEC 646, vgl. DIN 66003)

Nr. bindr Zeichen Nr. bindr Zeichen Nrindy Zeichen Nr. binar Zeichen
0 0000000 NUL |16 0010000 DLE| 32 0100000 Zwir| 48 0110000 0O
1 0000001 SOH |17 0010001 DC1| 33 0100001 ! | 49 0110001 1
2 0000010 STX |18 0010010 DC2| 34 0100010 " | 50 0110010 2
3 0000011 ETX |19 0010011 DC3| 35 0100011 # | 51 0110011 3
4 0000100 EOT |20 0010100 DC4| 36 0100100 $ | 52 0110100 4
5 0000101 ENQ |21 0010101 NAK| 37 0100101 % | 53 0110101 5
6 0000110 ACK |22 0010110 SYN| 38 0100110 & | 54 0110110 6
7 0000111 BEL |23 0010111 ETB| 39 0100111 * | 55 0110111 7
8 0001000 BS |24 0011000 CAN| 40 0101000 ( | 56 0111000 8
9 0001001 HT |25 0011001 EM | 41 0101001 ) | 57 0111001 9
10 0001010 LF |26 0011010 SUB| 42 0101010 * | 58 0111010 :
11 0001011 VT |27 0011011 ESC| 43 0101011 + | 59 0111011 ;
12 0001100 FF |28 0011100 FS | 44 0101100 60 0111100 <
13 0001101 CR |29 0011101 GS | 45 0101101 61 0111101 =
14 0001110 SO |30 0011110 RS | 46 0101110 . | 62 01111170 >
15 0001111 SI |31 0011111 US | 47 0101111 / | 63 0111111  ?
200¢ Eidl © VC, FMI 41F

2.4.6 ASCII-Code(ASCII = Abkirzung fur "American Standard
Code for Information Interchange" aus den 1950er Jahren).

Der Code in seiner alten Form umfasste 228 Zeichen, von

denen die 32 Zeichen fur Zwecke der Steuerung im Computer
verwendet wurden, 84 Zeichen waren fest mit Tastaturzeichen
belegt und die verbleibenden 12 Zeichen konnten national genutzt
werden (z.B. fiir Spezialzeichen wie &, 6, U, A, O, U, B, [, ]).

Die Anordnung der Alphabetzeichen erfolgte in der Reihenfolge
der Codenummern jedes Zeichens. Beispielsweise gilt

Code-
num-
mern

(<)<*<+<,<-<.</<0<1<2<3<4<5

L]

40 41 42 43 444546 47 48 49 50 51 52 53

200¢
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Nr. binar Zeichen Nr. bindr Zeichen Nrind» Zeichen Nr. binar Zeichen
64 1000000 @ |80 1010000 P | 96 1100000 112 1110000 p
65 1000001 A |81 1010001 Q | 97 1100001 a |113 1110001 q
66 1000010 B |82 1010010 R | 98 1100010 b |114 1110010 r
67 1000011 C |83 1010011 S | 99 1100011 ¢ |115 1110011 s
68 1000100 D |84 1010100 T |100 1100100 d |116 1110100 t
69 1000101 E |85 1010101 U |101 1100101 e |117 1110101 u
70 1000110 F |86 1010110 V |102 1100110 f |118 1110110 v
71 1000111 G |87 1010111 W |[103 1100111 g |119 1110111 w
72 1001000 H |88 1011000 X |104 1101000 h |120 1111000 X
73 1001001 | |89 1011001 Y |105 1101001 i |121 1111001 vy
74 1001010 J |90 1011010 Z |106 1101010 | |122 1111010 z
75 1001011 K |91 1011011 [ |107 1101011 k |123 1111011  {
76 1001100 L |92 1011100 \ |108 1101100 | 124 1111100 |
77 1001101 M |93 1011101 ] |109 1101101 m |125 1111101  }
78 1001110 N |94 1011110 ~ |[110 1101110 n |126 1111110 ~
79 1001111 O |95 1011111  _ |111 1101111 o |127 1111111 DEL

Meist schreibt man diesen Code als zweidimensiorettelle, siehe 1.8.4.
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2.4.7: Codes mit 8 BinérstelleBBCDIC-Code, Latinl.

Hat man eine Binarstelle mehr zur Verfligung, so lassen sich

28 = 256 Zeichen darstellen. Der "extended binary coded decimal
interchange codeEBCDIC verwendet eirByte = 8 Binarstellen,

von denen 64 Zeichen fur die Steuerung reserviert sind. Die
restlichen 192 Zeichen reichen aus, um alle westeuropaischen
Schriftsprachen abzudecken (und damit auch alle in Amerik
Australien). Der Codel'atin1" ist eine Erweiterung der
Codenummern 64 bis 127 des ASCII-Codes um 128 Zeichen des
Danischen, Spanischen, Tschechischen usw. Er kann leicht im
EBCDIC beschrieben werden.

Zur genauen Definition und zu Erweiterungen des ASCII-Codes nach ISO 8889 si

Literatur oder Vorlesungen der Technischen Informatik. In Ada kann miEdektio-
nen Val und Pos zwischen Zeichen und Codenummern hin und hergeschaltet werden.
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Die Darstellung der natirlichen Zahl@N,).

Naturliche Zahlen werden in der Regel durch ein Stellenwert-
system beschrieben (erfunden in Indien im 7. Jahrhundert).

Definition 2.4.8 (vgl. 1.7.6)
Ein Stellenwertsystenst ein Tripel S = (b, ZB) mit
(1) b ist eine ganze Zahl (di&&sis) mit |b|= 2,
(2) Zist eine |b|-elementige Menge (die Menge der Ziffern),
3)B:Z-{0,1, ..., |k-1} TIN, ordnet jeder Ziffe
umkehrbar eindeutig eine Zahl zwischen 0 und |b|-1 zu.

Eine Zahl wird beschrieben durch eine Folge von Ziffern aus Z
ohne fihrende Nullen (auf3er der Null selbst). Dabei ergibt sich
der Wert einer Ziffer z aus der Zgb(z) und aus de$telle,an

der die Ziffer in der Ziffernfolge steht (daher der Name "Stellen
wertsystem"). In der Praxis istZA.

Beachten Sie: b darf negativ sein, auch wenn in der Praxis nur
positive Zahlen verwendet werden.
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Es fehlen noch arabische, kaukasische, chinesische, afrikanische
usw. Schriftzeichen sowie die vielen Symbole und Sonderzeichen
der verschiedenen Wissenschaften, insbesondere der Mathematik
und der Naturwissenschaften.

Bisher lag der Bedarf weltweit bei etwa 30.000 Zeichen. Um Platz
fur Erweiterungen zu haben, wurde denfcodé' definiert, der aus
16 Binarstellen besteht, somitt2 65536 Zeichen beschreiben
kann und alle bisher benutzten Zeichen einschl. alter Hierogly
umfasst (siehe ISO-Standard 10646). Dessen erste 256 Zeichen
enthalten den Latin1-Code. Der Unicode besitzt noch Liucken, die
erst kinftig ausgefullt werden.

Fazit: Man kann die Menge der Zeichen anordregeziell lassen
sich die in Programmen verwendeten Tastaturzeichen anordnen,
wobei deren Anordnung in Westeuropa und den USA wie im
ASCII-Code erfolgt.
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Die Zahldarstellung z =,2z,,., ... zz, mit n>0 und ZIZ fur
i=0,1,...,n-1 ohne fihrende Nullen (auf3er der Null selbst)
bezeichnet die folgende Zap(z)

n-1
®2) =i:20 B(z) b

Hinweis:

Man muss genau zwischen der "ZiffefZ und "zugehdriger
Zahl" 3(z)UZ unterscheiden, auch wenn in der Praxis die
Ziffer und die Zahl durch das gleiche Zeichen hingeschrieben
werden. Auf den folgenden Folien werden wir daher die
Ziffern mit fetten blauen Zeichen und die Zahlen mit normalen
Zeichen darstellent ist also eine Ziffer und 4 die Zahl vier.
Spater werden wir diese Unterscheidung nicht mehr treffen.
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Ist b = 10, so spricht man von ein@azimalsystem

Sei also (b, Zp) ein Dezimalsystem, d.h., sei (b,,
mitb=10,2=9p,1,2,3,4,5,6,7,8,9}und
B:Z-1{0,1,2,3,4,5,6, 7,8, 98 IN, mit
B(0) =0,B(1) = 1,B(2) = 2,(3) = 3,B(4) = 4,
B(5) = 5.B(6) = 6,B(7) =7,5(8) = 8,B(9) = 9
ein Stellenwertsystem zur Basis 10.
Der Wert@(z) der Zahldarstellung z 7 ist daher
@37) =B(3)-10' + B(7)-10°

=310'+710°=30 + 7 = 37.
Der Wert@(z) der Zahldarstellung z27188 lautet
@(27188) =B(2)-10* + B(7)-10® +p(1)-10% +B(8)- 10 +3(8)-10°

=210+ 7103 +110* +810' +810° = 27188.

Ist b = 2, so spricht man von ein@nal- oderBindrsystem

Sei (b, Z,3) ein Dualsystem, d.h., sei (b, ®, mitb = 2,
Z={0,1}undB: Z - {0, 1} OIN, mit 3(0) =0,B(1) = 1.
ein Stellenwertsystem zur Basis 2.

Der Wert@(z) der Zahldarstellung z*01 ist daher
@(101) =B(1)22+ B(0)2r + B(1)2°
=122+02'+12°=4+1=5

Der Wert@(z) der Zahldarstellung z £00101 lautet
@(100101)

=B(1)-2° + B(0)-2* + B(0)2° + B(1)-2% +B(0)- 2 +B(1)-2°
=32+4+1=237.
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Ist b = 8, so spricht man von einéktalsystem

Sei (b, Z,) ein Oktalsystem, d.h., sei (b, 3,

mitb=8, 2=0,1,2,3,4,5,6,7}

undf: Z - {0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7HIN, mit

B(0)=0,B(1) = 1,B(2) = 2,(3) = 3,

B(4) = 4,B(5) = 5,B(6) =6,B(7) = 7

ein Stellenwertsystem zur Basis

Der Wert@(z) der Zahldarstellung z45 ist daher

@45) =p(4)8' +p(5)8° =48 +5 = 37.

Der Wert@(z) der Zahldarstellung z65064 lautet

@65064) =B(6)-8* + B(5)-8% + 3(0)-82 +B(6)-8 + 3(4)-8°
= 64096 + 12 + 68 + 4 = 27188.
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Ist b = 16, so spricht man von einétaxadezimalsystem

Sei also (b, ZP) ein Hexadezimalsystem, d.h., sei (bB¥,
mitb=16, 2=9,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A/B,C D E, F}
B:Z2-1{0,1,2,3,4,5/6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, M3\,
mit

B(0) =0,B(1) = 1,B(2) = 2,B(3) = 3,B(4) = 4,B(5) = 5,
B(6) =6,B(7) = 7,B(8) = 8,B(9) = 9,B(A) = 10,B(B) = 11,
B(C) =12,B(D) = 13,B(E) = 14,B(F) = 1t

ein Stellenwertsystem zur Basis 16.

Der Wertg(z) der Zahldarstellung z25 ist daher

@25) =p(2)-16' + B(5)16°= 216 + 5 = 37.

Der Wert@(z) der Zahldarstellung z A34 lautet

@6A34) =B(6)-16° + B(A)16? + B(3)-16 + (4)16°
= 64096 + 1(@56 + 316 + 4 = 27188.
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Hinweis 1:In der Regel benutzt man keine gesonderten Zeichen
fur Z, sondern nimmt die Ziffern von 0 bis |b|-1 (ab 10 fahrt man
mit den Buchstaben A, B, ... fort, siehe Hexadezimaldarstellung).

Hinweis 2:Als Basis verwendet man vor allem 10, 2 und 16.

Kann es zu Verwechselungen kommen, welche Basis gemeint ist,
so schliel3t man die Zahldarstellung in runde Klammern ein und
setzt die Basis b tiefgestellt dahint

(2101} ="2101 zur Basis 3" ="27 + 19 + 1" = (64),
(2101),="2101 zur Basis 4" ="@4 + 116 + 1" = (145),
(2101),="2101 zur Basis 5" = "225 + 125 + 1" = (276),
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Beispielm =3,q=7, ¢, =11, ¢ =13 p = 1001.
Die Zahl 400 wird dann durch

(400 _mod7, 400_ modL1, 400 mod.3) = (1,4,10)
reprasentiert; analog werden 10 und 40 durch
(3,10,10) bzw. (5,7,1) dargestelit.
Dann ist10+40die durch
((3+5) mod7, (10+7)_modL1, (10+1) mod.3) = (1,6,11)
dargestellte Zahl (namlich 50) ud@ 40 die durch
((3:5) mod7, (107) mod11, (101) mod13) = (1,4,10)
dargestellte Zahl (namlich 400, s.o0.) utie 10die durch
((5-3) mod7, (7-10) modL1, (1-10) mod.3) = (2,8,4)
dargestellte Zahl (namlich 30).
Der schnelleren Ausfihrung gewisser Operationen stehen auch
Nachteile gegeniber, vor allesind die nattrliche Anordnung
"<" der Zahlen und ein "Uberlauf" (also das Verlassen des
Zahlenbereichs von 0 bis p-1) nicht mehr direkt erkennbar.
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Hinweis 3:Zu erwéhnen sind noch die Darstellungen nach dem
"chinesischen Restklassensa¥¥enn m paarweise teilerfremde
naturliche Zahlen ga,, ...,d, mit p = g-0, ...-g,, gegeben sind,
dann lasst sich jede Zahl a mik@< p-1eindeutigdurch das
m-Tupel (x,r,, ..., 1) darstellen, wobej der Rest von a bei der
Division durch gist (fir i=1,2,...,m), also £ a modq,. Da man
mit den Resten wie mit Zahlen (zyklisch) rechnen kann (siehe
Anfang von 1.5) kdénnte dies bei umfangreichen computerinte
Berechnungen viel Zeit sparen:

Man ubertragt die Eingaben in die m-Tupel, rechnet parallel auf
allen Komponenten unabh&ngig voneinander viele Operationen in
relativ kurzer Zeit durch und ermittelt am Ende aus den m-Tupeln
die zugehorigen Ergebnisse. Die Decodierung aus den m-Tupeln
zurlick zu Zahlen kostet m Multiplikationen und m-1 Additionen,
siehe Abschnitt 14.1.3. Zur lllustration folgt hier ein
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Hinweis 4:Das Umschalten zwischen den Zahldarstellungen ist
einfach. Wenn z eine Zahl und b eine Basis ist, so ist zZomdie
letzte Ziffer von z zur Basis b und_z divdie Zahl, die man aus z
durch Wegstreichen der letzten Ziffer (zur Basis b) erhélt. Biese
Vorgehen muss man nur iterieren und erhalt die Ziffern von z zur
Basis b in der Reihenfolge "von hinten nach vorne".

Beispiel z sei die Zahl finfhundertdreiundzwanzig, z = (.
z soll zur Basis 7 dargestellt werden.

523mod 7=5, 523div7 =74,
74mod7 =4, 74div7=10,

10mod 7= 3, 10div7 = 1,

I1mod7=1, 1div7 = 0.

Also lautet die Darstellung von (52gur Basis 7: (1345)

Ubung: Schreiben Sie diese Umwandlung als Ada-Funktion.
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Die Darstellung der ganzen Zahi@h).

2.4.9 Moglichkeit 1:Darstellung durch Betrag und Vor-
zeichen, d.h., wie bei den natirlichen Zahlen zuztglich eines
Vorzeichens "+" oder "-". Auf diese Weise lassen sich mit n
Binarstellen die Zahlen von™2bis 2! darstellen, wobei die
Zahl Null zwei Darstellungen "+0" und "-0" erhalt.

Moglichkeit 2:Im Falle der Binardarstellung (Basis = 2) kann
man die erste Stelle der Zahl zur Bildung der negativen Z
verwenden, indem mari-2abzieht, sofern die erste Stelle eine
"1" ist. Der Vorteil dieser zunachst eigenartig wirkenden
Darstellung ist, dass die Addition und die Subtraktion mit dem
gleichen Algorithmus durchgefiihrt werden kénnen, wéhrend
Maglichkeit 1 zwei Verfahren und Anpassungsoperationen
benotigt, und dass die Null nur eine Darstellung besitzt. Der
Nachteil ist eine Asymmetrie der dargestellten Zahlen.

Moglichkeit 2, Fortsetzundder Wert@,(z) einer n-stelligen
binaren Zahldarstellung z 5.z, ... zz, mitn>0 und
z,{0,1} fur i=0,1,...,n-1 ist also definiert als

n-2
®2) = -B(zn-l)-zn-1+i220 B(z)2

2.4.1C: Die Darstelluncg, heiRtZwei-Komplementdarstellur
und wird oft fur die Darstellung von Zahlen in den Registern
und Speicherzellen von Computern verwendet.

Hierdurch werden die Zahlen vorm=bis 2-1-1 beschrieben.
Ob eine Zahl negativ ist, erkennt man eindeutig an der ersten
Stelle.
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Beispielezur Zwei-Komplementdarstellung:

n = 8, darstellbar sind die Zahlen von -128 his +127.

01111111 istdieZahl127,
10000000 istdie Zahl -128,
11111111 istdieZahl-1,
01010101 istdie Zahl¢
10101010 istdie Zahl-86,
10101011 istdie Zahl-85.

Zu einer Zahl z erhéalt man -z, indem man jede Binarstelle
der Darstellung von z komplementiert (also O durch 1 und 1
durch 0O ersetzt) und anschlie3end eine 1 addiert.

Eidl © VC, FMI 43

Hinweis 2.4.10 a

Die folgende Darstellungp,(z)

n-2
@(2) =-B(Zn0) (271-1) ZO B(z)2

hei3tEins-Komplementdarstellur und wird manchmal a
Stelle der Zwei-Komplementdarstellung verwendet. Es gilt:

@(z2)=@,(z) fur 0<z<(21-1) und

@ (2) =@,(z-1) fur (21+1)<z<O.

Die Zahl O wird hier sowohl durch die Binardarstellung
000...0 als auch durch 111...1 dargestellt.
Untersuchen Sie: Wie lauft die Addition ab?

200¢

Eidl© VC, FMI 431 200¢

Eidl © VC, FMI 432



2.4.11 Mdoglichkeit 3:Verwende eine negative Zahl als Basis
in einem Stellenwertsystem gemalf 2.#H&rdurch lassen

sich alle ganzen Zahlen eindeutig darstel&afern b negativ
und |bl 2 ist.

Beispiel:Stellenwertsystem zugasis -2 Seien wie bisher

Z={0,1}undB(0) =0,B(1) = 1. Die ersten Zahldarstellungen:

Z | 4@ z | 4@
0| O 110 2
1] 1 111 3
10 | -2 1000 | -8
11 | -1 1001 | -7
100 | 4 1010 | -10
101 | 5 1011 | -9

z | 42
1100 | -4
1101 | -3
1110 | -6
1111 | -5

10000 | 16
10001 | 17

In einem Stellenwertsystem mit negativer Basis gelten unge-
wohnliche Regeln; zum Beispiel gilt im System zur Basis -2:

1+1=110,1+11=0, 10+11=1101,
11+11=10, 111+111=11010,
100-111=1 usw.

Wir arbeiten im Dezimalsystem, wobei der Ubergang zum
Dualsystem keine grof3en Schwierigkeiten bereitet, d
Operationen +, - und divsehr &hnlich bleiben. Geht man
dagegen zu einer negativen Basis Uber, so kann man ebenfalls
Algorithmen zur Durchfiihrung dieser Operationen angeben,
diese sind aber ungewohnt. Doch sie kénnten sich als gunstiger
fur kiinftige Computer herausstellen!? Daher muss man
moglichst viele Darstellungen fir elementare Datenbereiche
kennen, untersuchen, erproben usw.

200¢

Eidl© VC, FMI

432 200¢

2.4.12 Die Darstellung der rationalen und der reellen Zahlen

(Q undIR).

Rationale und reelle Zahlen werden meist als Dezimalzahlen
mit (Dezimal-) Punkt und Nachkommastellen geschrieben. So

ist 1/8 = 0.125 oder 2/3 = 0.666666... ode?2 = 1.414241... .

Die Darstellung zu einer Basis geschieht ebenso wie bei den

natlrlichen Zahlen, nur dass man nun auch neg

Exponenten zulasst:

2=2425...429.24Z, ... Z, .... bezeichnet also die Zahl

n-1
®2) =2 Bz)b

i=-c0

Beispiel: (1011001), = 122+ 120+ 121+ 1.24= (5.5625) , .

(vgl. 2.4.8)
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Darstellung in der Programmierung:

Zahlen werden in der Regel im Rechner mit 32, 64 oder 128
Binarstellen beschrieben, was flir die meisten Anwendungen
ausreicht. Hiermit kann man aber ndt @zw. 24 bzw. 228
verschiedene Zahlen erfassen. Jedes endliche Inter@ll in
undIR ist jedoch unendlich grof3 und fast alle hierin liegenden
Zahlen lassen sich nicht durch eine beschréankte Zahl von
Ziffern beschreiben. Folglich lassen sich fast alle ratior

und reellen Zahlen mit einer beschrankten Zahl an Stellen nur
annahern.

Wie kann man ein rationales oder reelles Intervall von -max
bis +max mit 2 Zahlenwerten moglichst gut annéhern (n=32,
64 oder 128)? Im Folgenden seaxdie grof3te Zahl, die man
darstellen méchte.
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Wir betrachten einige naheliegende Méglichkeiten.

Fall 1a gleichmafiige Aufteilung des Intervalls [-max, max].
Dieses Intervall wird in (21) Abschnitte der Lange
2-max/(2-1) unterteilt:

n =3, d.h., 7 Abschnitte

\ 4

Die 2" darstellbaren Zahlen sind dann:
-max + i2-max/(2-1) furi=0,1, 2, ...,/21.

Nachteil: Die Zahl 0 ist nicht exakt darstellbar. Dieser Nathtei
ist in der Praxis nicht akzeptabel.

Daher verzichtet man auf die Darstellung der Zahl max und
endet bei max-Max/2.

Fall 1r gleichmafige Aufteilung des Intervalls [-max, max).
Das Intervall von -max bis max -rBax/2" wird in
2"-1 Abschnitte der Lange @ax/2 = max/2-1 unterteilt:

n =3, d.h., 7 Abschnitte

| ] | ] | ] | ] | >

| | | | | | | %&

0 max-max /21

Die 2" darstellbaren Zahlen sind dann:
-max +i2max/2 furi=0, 1, 2, ..., 1.

Hierbei wird die Null stets exakt dargestellt.
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Der Vorteil ist, dass man die Darstellungen fur die ganzen Zahlen
auch fur die Annaherung der reellen Zahlen verwenden kann;
denn die Zahl

-max + i 2-max/2 = (i-2"1)-max/21 = j-(max/2"Y

wird durch die ganze Zahl j eindeutig bestimmt; dabei lauft j von
-2"1bis +2-1-1 (vgl. Zwei-Komplementdarstellung 2.4.10).

max/2-1heil’t Schrittweite. Sie ist kleinste Zahl in diesem
System, um die sich zwei Zahlen unterschei

Im Falle max = 21 erhalt man die Schrittweite 1 und somit die
ganzen Zahlen von #2 bis +2-1-1.

In der Praxis wahlt man max stets als Zweierpotenz, sodass
(max/2-Y) = 1/ 2 ist. Dadurch erhalt jede darstellbare Zahl im
Binarsystem die Form

<Vorzeichen> <Folge von n-1-d Nullen und Einser#olge von d Nullen und Einsen>

Eidl © VC, FMI 43¢

Man kann dann die reellen Zahlen als ganze Zahlen schreiben,
wobei sich aber an einer festen Stelle (zwischen der d-t und der
(d+1)-letzten Position) der Binarpunkt, also der Beginn der
Nachkommastellen befindet. Dies fuhrt zur

2.4.13:Festpunktdarstellung

Reelle Zahlen werden hierbei wie ganze Zahlen dargestellt,
wobei ein gedachter Binarpunkt die Nachkommaste
bezeichnet. (Man kann auch eine andere Basis statt 2 nehmen.)

Die Zahl der Nachkommastellen d muss bei der Deklaration
angegeben werden, z.B.:

declareY: real binary fixed (d) -- Darstellung mit Binarziffern
declareX: real decimal fixed (d);- Darstellung mit Dezimalziffern
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In Ada verwendet man hierfur das Schlisselwort delta (siehe
1.8.6) und gibt hiermit exakt den Wert maXt2ind zusatz-

lich das Intervall durch seine Grenzen an. Jede Program-
miersprache hat eigene Darstellungsmaoglichkeiten.

Hypothetisches Beispiel:
declareU,V: real binary fixed (3);

U:=1011001 -- U erhalt die Zahl 11.1:
V :=10101; --V erhalt die Zahl 2.625
U=U+V; -- U besitzt nun die Zahl 13.75

(binar: 1101.110)

Fiur Zahlen in U und V sind also die drei letzten Stellen
Nachkommastellen.
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2.4.14 Fall 2Gleitpunktdarstellung

Reelle Zahlen 20 werden hierbei in folgender Form dargestellt
z=mb® mit mOIR, 1/b<|m|<1, b,&Z b=2.

Im Falle z = 0 setzen wir m = 0. In diesem Fall ist die
Darstellung nicht eindeutig, da nun ein beliebiger Exponent e
verwendet werden kann. (Dies stort aber im Weiteren nicht.)

m hei3tMantisst, e heiRExponenvon z bzgl. deBasisb.

Wir missen uns davon tberzeugen, dass die Definition der
Gleitpunktdarstellung "sinnvoll" ist. Von einer solchen
Darstellung werden wir verlangen, dass es sie immer gibt und
dass sie fur jede Basis und jede reelle Zahl eindeutig ist.

Den Fall z = 0 haben wir bereits betrachtet (z=0n=0).
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Der Vorteil dieser Festpunktdarstellung ist, dass man wie mit
ganzen Zahlen rechnen kann: Die Zahlen stellt man im Zwei-
Komplement dar und die Operationen +,lassen sich einfach

im Computer realisieren. Anwendungen liegen z.B. im Banken-
bereich, wo mit zwei Nachkommastellen gerechnet wird.

Dieses Vorgehen, das gesamte Intervall gleichmafigmit 2
Zahlen zu Uberstreichen, hat aber den Nachteil, dass der B

um die Zahl 0, in dem fast immer wesentlich genauer als in
anderen Bereichen gerechnet werden muss, genau so grob
aufgeteilt wird wie die weniger interessanten Bereiche in der
Nahe der Intervallgrenzen. Man verwendet daher in der natur-
und ingenieurwissenschatftlichen Praxis eine andere Darstellung
fur die rationalen bzw. die reellen Zahlen.
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Hilfssatz 2.4.15Existenz und Eindeutigkeit

Es sei = 2 eine nattirliche Zahl. Zu jeder reellen Zakl0z
gibt es genau ein MIR mit 1/b< |m| < 1 und genau ein(&Z
mit z = mb€.

Beweis:Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit der Darstellung:
Wenn fur zwei von Null verschiedene Zahlep=zm,-b® und
z,=m,-b% gilt z,= z, (0.B.d.A. sei g e,), SO muss

m,-bé - m,-b€2 = (m;-b& - m,-b2€*€) = (m, - m,-be2®).-b&1 =0
sein. Wegen %#0 muss m=m, b€ gelten.

Waére nun ¢< e,, also 52€. > b, so wiirde 1/k |m,| < 1, aber

1< |my|-b% € gelten (wegen 1/k |m,|). Dann kdnnen aber,m
und m,-b® € nicht gleich sein.

Folglich muss g= e, sein, woraus sofort & m, folgt. Also gilt

z,= z, und die Darstellung ist folglich eindeutig.
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Fortsetzung des Beweises:

Wir mussen noch die Existenz einer solchen Darstellung zeigen.
Betrachte |z|. Weger#d ist |z| > O.

Falls |z 1, so bestimme die grof3te negative ganze Zahl e, fur
die |z|b® < 1 ist. (D.h., dividiere |z| standig durch b, bis der Wert
kleiner als 1 geworden ist.) Setze dann m-EzMit z und I§'

ist auch m eine reelle Zahl, und da €' maximal gewahlt wurde,
muss 1/t |m| = |z-b® < 1 gelten. Folglich existiert die GI-
punktdarstellung z = iy®'in diesem Fall.

Falls |z| < 1 ist, so bestimme die kleinste naturliche Zah0Dg'

fur die |z|b® < 1, aber |zp®*1> 1 ist. Setze m :=-b®. Dann ist

m eine reelle Zahl, und da e' minimal gewahlt wurde, muss
1/b< |m| < 1 gelten. Folglich existiert auch in diesem Fall die

Gleitpunktdarstellung z = h® (mit e :=-e"). .
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Beispiel: Betrachte n = 16, m ist 11-stellig, e ist 5-stellig.
Seib=2undz=0,1875 = 1/16 + 1/8 = (0,091Dpann ist
m=(0.11)=0.75 und 2= 1/4, also e = -2. Gleitpunktdarstellung:

Information Giber das
\orzeichen von e

Information Uiber das
\Vorzeichen von m

Exponent e,
dargestellt im
Zwei-Komplement

Mantisse m,
dargestellt im
Zwei-Komplement

Proberechnen: (0110, 3 0.5+0.25 = 0.75 —07522=01875
Zwei-Komplement flr e: -16+8+4+2 = gk '
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Beispiel: Betrachte n = 16, m ist 11-stellig, e ist 5-stellig.

Information Uber das
\Vorzeichen von m

Information Uiber das
\orzeichen von e

%/—/

——

Mantisse m,
dargestellt im

Zwei-Komplement

hier: 11 Stellen

Exponent e,
dargestellt im
Zwei-Komplement
hier: 5 Stellen

Insgesamt 16 Stellen
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Beispiel: Betrachte n = 16, m ist 11-stellig, e ist 5-stellig, b=2.

Seiz =-23.6875=-(23 + 1/2 + 1/8 + 1/16) = -(10111.1011)
Dann ist m = -(0.1011110L1)nd Z= 32, also e = 5. Das
Zwei-Komplement zu -(0.101111011®efert 10100001010 .

Information Giber das
\orzeichen von m

Information Uber das
\orzeichen von e

1(0/ 1 0 O O

—

Mantisse m,
dargestellt im
Zwei-Komplement
hier: 11 Stellen

Exponent e,
dargestellt im
Zwei-Komplement
hier: 5 Stellen
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Was ist nun die Summe der beiden Zahlen: 0.1875 + (- 23.6875) ?
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Also fuhrt man die Addition folgendermaf3en durch:

Verschiebe die Mantisse der kleineren Zahl upe,e
Stellen nach rechts (schiebe hierbei vorne Nullen nach
und lasse die rechts rausgeschobenen Ziffern weg),

addiere die Mantissen: m =;fm,,

falls m > 1 ist, verschiebe m um eine Stelle nach rechts
(schiebe vorne eine Null nach und lass die rechts
rausgeschobene Ziffer weg) und erh6, um 1

das Resultat der Addition ist die Zahlbf, d.h., die Zahl,
deren Mantisse m und deren Expongrise

Liegen negative Zahlen vor, so muss man dieses Verfahren
modifizieren.

Die Subtraktion lasst sich in &hnlicher Weise behandeln.
Beispiele siehe Ubungen.

200¢

Eidl© VC, FMI 451

2.4.16: Addition zweier positiver reeller Zahlen

Betrachte zwei positive Zahlepund z und ihre
Gleitpunktdarstellungen,z m;-b® und z = m,-b%.

Falls die Exponenten @nd g verschieden sind, so
wahle als Zahl zdie Zahl, deren Exponent der kleinere
ist. Es gilt also £ e, und folglich m-b%€1<m, < 1.

= m-b%+ rr]z-beZ'el+el
= (my + my beres) b

200¢
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Summe der beiden Zahlen: (- 23.6875) + 0.1875:
e, =5, & = -2, also Mantisse um 7 Stellen nach rechts:

o0j1, 1 6 po0j0OjO[OjOI1LY L 1 O

Stellen Wﬁr\ ﬂ

000 0OpPpOIO|O|11]0/0/O L 0 1

+
0

1/0{1 0 O O0|1/0]{0]|0{0|O0Of O

1H)1

Dies ist die Zahl (-1+1/4+1/64)%2= -32+8+0.5 = -23.5
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Im allgemeinen Fall lasst sich eine Zahl nicht exakt darstellen
oder bei der Rechts-Verschiebung verschwinden Stellen der
Mantisse. Zahlen werden also immer nur angenahert im
Rechner gespeicheBeispiel8207.3 + 271.5 = 8478.8:
(1/2+1/1024)*24 = 8208, g = 14. (Die Zahl 8207,3 muss durch 8208 angenahert

werden, da ohne Vorzeichen nur 10 Mantissen-Stellen vorhanden sind.)
(1/2+1/64+1/128+1/256+1/512+1/1024y-2 271.5, ¢= 9.

lolal oo 6 b b [lalafolal o o]

e-e,= 5 Stellen namtE\ ﬁ

llolol oL o & b hlololofololal 11 o
+

lloliT o ol & b b lolololalal a4l d|

llolalo ol & b hlololo[alola[ 11 o

Dies ist die Zahl (1/2+1/64+1/1024)¥2= 8192+256+16 = 8464.

Fazit:Reelle Zahlen kénnen nur angenéahert dargestellt werden.
Rationale Zahlen werden nicht gesondert betrachtet, sondern
werden entweder als reelle Zahlen aufgefasst oder missen als
eigener Datentyp Rational definiert werden (siehe Kap. 1.6).

Die Darstellung einer reellen Zahl r durch die am nachsten bei
r liegende Zahm-b® bezeichnet man aRundunt. Die hierbel
auftretende Differenz |r - b nennt marRundungsfehler

Die Bezeichnung_"Rundungsfehlererwendet man auch fir
die Fehler, die im weiteren Verlauf von Berechnungen auftreten
und die sich zu groRen Zahlen aufschaukeln kénnen.
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Beispiel: Basis 2, Gesamtstellenzahl n =7,
Mantissenlange (mit Vorzeichen) = 4, Exponentenlange = 3.

Betrachte die reellen Zahlen 3.3 und 0.07 .

Darstellung von 3.3 = 0.82%22; 3.3 =(11.0100110011001,..)
Der Exponent ist somit 2.

Angenéherte Darstellung von 0.825: (0., = 0.75

Also wird 3.3 dargestellt durch die Z

\orzeichen Mantisse Exponent

200¢
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Beispiel: Basis 2, Gesamtstellenzahln =7,
Mantissenlange (mit Vorzeichen) = 4, Exponentenlange = 3.

Betrachte die reellen Zahlen 3.3 und 0.07.

Darstellung von 0.07 = 0.5@3; 0.07 = (0.0001000111101,..)
Der Exponent ist somit -3 = -(011¢wei-Komplement: 101.
Angenéherte Darstellung von 0.56: (0.1, =0.50

Also wird 0.07 dargestellt durch die . G 0100101.

Mantisse

Exponent
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Beispiel: Basis 2, Gesamtstellenzahl n =7,
Mantissenlange (mit Vorzeichen) = 4, Exponentenlange = 3.

Betrachte die reellen Zahlen 3.3 und 0.07 .

Addiere nun 0110010 und 0100101 .

Die kleinere Zahl ist 0100101 mit dem Exponenten -3; die
grofl3ere ist 0110010 mit dem Exponente

Schiebe daher 0100 um 2-(-3) = 5 Stellen nach rechts und
schiebe vorne Nullen nach. Ergebnis: 0000101.

Addiere nun die Mantissen. Dies ergibt die Mantisse 0110.
Uberlauf links durch eine 1 liegt nicht vor.

Ergebnis ist also 0110010, d.h. die Zahl 3.0.
(Folglich wird bei dieser Darstellung 3.3 + 0.07 = 3.0)

Daher: Vorsicht beim Rechnen mit reellen Zahlen!

2.4.17 Die Rundungsfehlersinken mit der Anzahl der Stellen
n und sie wachsen mit der Anzahl der Operationen, die wahrend
einer Berechnung angewendet werden.

Die besondere Warnung: Bei der Division durch betragsméaRig
kleine Zahlen entstehen oft in nur wenigen Schritten schor
grofl3e Rundungsfehler.

Wer reelle Zahlen benutzt, sollte daher stets mit einer moéglichst
grol3en Stellenzahl n arbeiten. Die meisten Programmier-
sprachen erlauben es, die Standarddarstellungen (meist n=32)
auf n=64 oder n=128 usw. zu erh6éhen. Beispiele siehe
Vorlesungen tber Mathematik, Numerik, Simulation usw.
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2.4.18 Selbstdefinierter elementarer Datentyp

Wir vereinbaren nun noch, dass man einen neuen Datentyp im
Deklarationsteil eines Programms mit Hilfe des Schliissel-
wortes typé€' einfihren darf in der Form:

type<Name des Datentyps>(sListe der Elemente>)

Die Reihenfolge in der Liste gibt zugleich die Anordnung der
Elemente ai

Beispiele:

typeWochentage i§Mo, Di, Mi, Do, Fr, Sa, So);
typeFarbe_igweil3, gelb, grin, rot, blau, schwarz);
typeerste _zehn_Primzahlen(,3,5,7,11,13,17,19,23,29)
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Welche Konstruktoren gibt es, um aus elementaren
Datentypen kompliziertere Strukturen zu erhalten?

2.4.19 Hier folgt man den mathematischen Strukturen:
Unterbereichelntervalle (z.B. Einschrankung auf a..b),
kartesische Produkt@®atensatze, "record"),

n-faches Produkeiner Menge (Feld, Vektor, "array"),
(disjunkte)Vereiniguncvon Mengen (varianter record, unic
Potenzmengg@'set of "),

Funktionerzwischen Mengen (function, procedure),

Graphen Relationen (realisiert durch Zeiger, pointer, "reference").

Wir betrachten hier nur kurz Unterbereiche und Felder. Mit den
anderen Datentypen beschéftigen wir uns in Kapitel 3.
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2 4.20 Unterbereiche We.nn man eine Meng(—?- §§Ibst definiert, so er.d die
Reihenfolge in der Definition als Anordnung dieser Menge

Wenn M eine angeordnete Menge ist und a und b zwei Elemente aufgefasst (siehe 2.3.18).
aus M sind, dann ist )

a.b={xOM|asx<h} Vereinbare erneut folgende Menge:
derUnterbereichvon a bis b der Menge M. typeWochentage igMo, Di, Mi, Do, Fr, Sa, So)

dann gilt Mo < Di < Mi < Do < Fr < Sa < So.
GitM#Oundasb,soist a.. & . _ _
ImFallea>bisa. t=0]. Unterbereiche hiervon konnen <

typeArbeitstage isMo .. Fr oder

Unterbereiche von Zahlen sind Intervalle, z.B. typeAusgehtage ig-r .. Sa.

17 .. 35 oder -23..-4 oder -23.6875 ..0.1875. _ o _
In den meisten Programmiersprachen sind nur Unterbereiche Ein anderes Beispiel lautet tyfzol8buchstaben I’ .. Z

zulassig, die endlich sind; insbesondere erlaubt man meist keine als Unterbereich des Datentyps Character. _
Unterbereiche reeller Zahlen. (In Ada verwendet man subtype, wenn nur der Wertebereich
eingeschréankt werden soll; man verwendet "type", wenn man

Zur Definition verwenden wir wieder das Schltsselwort type einen neuen Typ einfiihren méchte. Vgl. 1.9.1.)
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2421 Felder Beispiel:Wir tibernehmen den selbstdefinierten Datentyp:
= typeWochentage igMo, Di, Mi, Do, Fr, Sa, So)

Sehr haufig bendtigt man n Variablen der gleichen Art, auf die mit
einem Index zugegriffen werden kann, vgl. Abschnitt 1.9.2. Diese
fasst man unter einem Namen zu einémld’ (oder Vektor)

Hierzu bilden wir den Unterbereich:
typeArbeitstage isvio .. Fr

zusammen. und dann folgendes Feld aus funf Elementen
Zur Angabe solcher Felder benétigt man den Datentyp, den jede typeArbeitsbeginn isarray(Arbeitstage) of0 .. 23
Variable besitzen soll, und einen Bereich fir den Index. Variablen dieses Typs werden deklariert d
verwendet das Schliisselwoarfay', um ein Feld zu bezeichnen, declarex: Arbeitsbeginn:;

gibt dann den Indexbereich an (meist als Unterbereich) und fligt
daran den gemeinsamen Datentyp der einzelnen Komponenten an,
abgetrennt durchof". Darstellung in einer Deklaration:

Auf ihre Komponenten wird mittels X(i) zugegriffen. Dabei
durchlauft i den Wertebereich des Datentyps Arbeitstage, d.h. i
[1{Mo, Di, Mi, Do, Fr}.

declareX: array(<Datentyp des Index>) afDatentyp>. Hinweis: In Ada wird der Index-Datentyp ebenfatisunde Klammern
eingeschlossen; oft verwendet man in Spracheneckdge Klammern bei
Unterbereichen und bei Feldern. Runde Klammermerimdaran, dass ein
Feld eigentlich eine "Funktions-Tabelle" ist.
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2.4.22 Skalarprodukin IR"

Im n-dimensionalen VektorraulR" werden Punkte durch ihren
Koordinaten beschrieben, also durch den Vektgr{x..,x,). Der
Abstand vom Nullpunkt ist dann die Wurzel aus dem
Skalarprodukt mit sich selbst; 2 x,2 + ... + %2.

Allgemein ist das Skalarprodukt zweier Vektorepxx...,x,) und
(Y1.Yos---1Yy) definiert als -y, + X'y, + ... + 'y, . Folgende:
Programm berechnet dieses Skalarprodukt.

Wir nehmen an, die Zahl n, der Vektor x und der Vektor y stehen in

dieser Reihenfolge in der Eingabe. Wir lesen diese Werte ein,
berechnen dann das Skalarprodukt und geben es aus.

programskalarproduktl is

declarg, n: natural; s: real;
X, y: array(1..n) ofreal,
begin read (n);
if n> 0 then
fori:=1ton doread (X(i)).od
fori:=1tondaread (Y(i))od;

s :=0.0;
fori:=1tondo s:=s+ X(i)- Y(i) od;
write (S)
fi
end
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Hinweis: Grundséatzlich strebt man in der Programmierung an,

dass alle Werte, die an einer Stelle des Programms verwendet

werden, bekannt sind, wenn man sich dort befindet.

Das Programm skalarproduktl erfillt diese Forderung nicht,
weil an der Stelle " x, y: arrgit..n) ofreal; " der Wert von n
noch nicht bekannt ist; denn er wird erst spater eingelesen.

Daher lasst sich das Programm skalarproduktl nicht direkt in
jede Programmiersprache Ubertragen. Meist musBleak-
konzept/orhanden sein, das wir bereits in Abschnitt 1.11.5
vorgestellt haben. Obiges Programm ist also nicht korrekt, da
zum Zeitpunkt der Deklaration von X und Y der Wert von n
noch unbekannt ist.
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In der Feld-Deklaration

array(<Datentyp des Index>) gfDatentyp>
darf der <Datentyp> der Komponenten erneut eine
Felddeklaration sein:

array(<Datentyp des 1.Index>) of
array(<Datentyp des 2.Index>) eDatentyp>

Dies kirzt man ab, z.B. durch
array (<Datentyp des 1.Index, Datentyp des 2.Indeof <Datentyp:

bzw. man schreibt bei Unterbereichen anstelle von
array(3 .. 25) ofarray(-4 .. 7) ofreal

die Deklaration:
array(3 .. 25, -4 .. 7) ofeal

und nennt dies ein zwei-dimensionales Feld. Wiederholt man dies,

so lassen sic-dimensionale Felda@eklarieren, siehe 1.9.2. Man
kann die Grenzen auch noch offen lassen, vgl. 1.9.3.
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Abschnitt 2.5 soll lhnen folgende Inhalte vermitteln:

Zu jedem Programmt gehort eine Abbildung fE - A.

Hierbei ist E die Menge der zulassigen Eingabedaten und A
die Menge der Ausgabedaten des ProgrampieeiBt die von
Tirealisierte Abbildung.

Zur Menge aller korrekten Programme gehort die Menge der
von diesen Programmen realisierten Abbildungeriese

Menge beschreibt alles, was unsere Programme leisten
konnen. In diesem Abschnitt lernen Sie einige Eigenschaften
dieser Menge.

Bei diesen Prazisierungen lernen Sie zugleich die zugehérigen
Formalismen kennen, insbesondere die Begriffe abz&hlbar und
aufzahlbar. Definiert werden die "Menge der Folgen” tUber
einer Menge M (freies Monoid M*) und dort definierte Opera-
tionen (4, #, 0, n, Komplement, Konkatenatiof,

2.5 Realisierte Abbildungen

Programme veréandern Daten, d.h., sie bilden Eingabe-
daten auf Ausgabedaten ab. Genauermi®an korrekt
aufgebautes Programm und seien E und A die Mengen
seiner Eingabedaten bzw. der Ausgabedaten. Dann ordnet
Tjeder Eingabe e die zugehorige Ausgabe a zu, safern

bei Eingabe von e nach endlich vielen Schritten anhélt;
anderenfalls wird e die Ausgabe "undefiniert" zugeorc

Definition 2.5.1 Die von einem Programmmit den
Eingabe- und Ausgabemengen E unceAlisierte(partielle)
Abbildungf: E - Aist definiert durch

{a, sofermtbei Eingabe von e nach endlich vielen
fa(e) =

Schritten anhélt und hierbei die Ausgabe a liefert,
[0 (="undefiniert") sonst.
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Beispiel(= Beispiel 2.4.2):
programfakultaetl is
declareergebnis, i, n: natural;
beqin read(n); ergebnis :=1;

fori:= 1 ton doergebnis := ergebnisod,;

write (ergebnis)
end
Die Eingabemenge E ist hi#; (n ist vom Typ "Natural”),
die Ausgabemenge A ist ebenfédN,. Das Programr
"fakultaetl" terminiert fir jede Eingabe und berechnet die
Fakultat der Eingabe. Also lautet die realisierte Abbildung
fi:INg - IN,

1-2-....n, fur n >0,
fi(n)=n!=

1, furn=0.
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Beispiel(A ist die Menge der Zeichen, siehe 2.4.5 bis 2.4.7):

programg is
declareal, a2, a3: character;
begin readal); reada2); reada3);
if al = a2 them?2 := a3 f]
a3 := al; writéal); write(a2); write(a3)

end

Die Eingabemenge E ist hi&? (die Variablen al, a2 und a3

sind vom Typ "character"), die Ausgabemenge A ist
ebenfallsA3. Das Programm "q" terminiert fiir jede Eingabe

und gibt stets drei Zeichen aus, von denen das erste und dritte
tbereinstimmen. Die realisierte AbbildungA® - A3 lautet:

(x,z,x), fallsx =1y,
fo(x,y,2) =

(x,y,x), falls xzy.
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Definition 2.5.2 Menge der berechenbaren Funktionen

Oega={f:E - A | Es gibt ein Programmmit f_ = f}

heil3t die Menge der von Programmen realisierbaren oder
berechenbaren Abbildungen (oder Funktionen) von E nach A.

Man beachte, dass man die Mengen E und A nicht beliebig
wéhlen kann. Denn es dirfen nur solche Mengen be

werden, die als Eingabe- oder Ausgabemengen von Program-
men zul&ssig sind.

Wie kann man diese Aussage préazisieren? Genau welche
Mengen sind erlaubt? Wir missen dies formalisieren

Das Formalisieren ist eine der wichtigsten Fahigkeiten, die
Sie in dieser Vorlesung erlernen sollen.
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2.5.3 Menge aller elementarer Daten in Programmen:
BOAOZOW mit

D=

W={z | Es gibt natirliche Zahlerek und 1 und eine
Basis b> 2, sodass z 5,32, ... 22,.2.41Z, ... Z,
oder z=-72.2.,... 22,.24Z, ... Z, Qilt

und jedes zine der Ziffern von 0 bis b-1 ist}.

Alle Elemente irD sind genau voneinander zu unterschei

weil die Elemente der Mengé®, A, Z undW paarweise
verschieden dargestellt werden. Ist z.B. die ganze Zahl "zwei"
gemeint, so wird sie als 2 (oder binéar als 10) notiert, ist die
reelle Zahl "zwei" gemeint, so stellen wir sie durch 2.0 dar. Ist
dagegen die Ziffer "zwei" (also als Zeichen) gemeint, so
schreiben wir '2'. (Grundsatzlich schlie3en wir einzelne
Zeichen, um sie von Bezeichnern unterscheiden zu kdnnen, in
Apostrophe ein.)
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"Formalisierefibedeutet, Sachverhalte in eine prazise formale
Schreibweise zu tbertragen, die keine Mehrdeutigkeiten
erlaubt, aber den Sachverhalt korrekt beschreibt; meist ist dies
eine mathematische Schreibweise.

Im vorliegenden Fall muss man vor allem die zulassigen Ein-
und Ausgaben prézisieren. Dies sind Mengen, die aus Folgen
von Elementen aus den elementaren Wertebereichen bestehen,
wobei die reellen Zahlen durch die MerW der (binar ode
dezimal dargestellten) Zahlen mit endlich vielen Nachkomma-
stellen ersetzt werden mussen.

Was ist die Menge von "Folgen von Elementen"? Dies
préazisieren wir auf den nachsten Folien als "das freie Monoid
Uber einer Menge". Was sind beim Programmieren die
"Elemente"? Hierfur werden wir eine Mengeinfihren.

200¢

Eidl © VC, FMI 474

Die Menge

D = {false, tru¢ JAOZO WY mit

W= {z | Es gibt natirliche Zahlerrk und r»1 und eine
Basis b> 2, so dass z 5,22, ... 2,.24Z, ... Z,
oder z=-72.2.,... 225.2,4Z, ... ;. gilt
und jedes zine der Ziffern von 0 bis b-1 ist}.

ist eine abzahlbar unendliche Menge.

(Warum? Koénnen Sie eine Abzé&hlung, also eine bijek

Abbildung zu den natirlichen Zahlen angeben? Beachten Sie:

Fir alle z ist die L&nge der Darstellung endlich, aber nicht
beschrankt.)

Die Eingabe in ein Programm ist nun nichts anderes als eine
Folge von Elementen ailils Wir definieren die "Menge der
Folgen".
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Definition 2.5.4 Es sei M eine Menge. Die Menge aller
endlichen Folgen von Elementen aus M
M*={a,& ...g|n=0und al M furi =1, 2, ...,n}

heilRtMenge der FolgenderWortmengeoderMenge der
Worteroderfreies Monoid tber MDie Elemente von M*
heilRen Worter oder Folge

Far ein Wort u = yu, ... Y, heil3t n =[u| die Langedes
Wortes. Das Wort der Lange 0 heli@&res Worund wird

mit € bezeichnet.gist das Wort, flr das n=0 in der obigen
Definition von M* gilt.)

Auf M* ist die Operation Konkatenatioh (hier im Sinne von
Hintereinanderschreiben) definiert:

Far zwei Worter u =, ... y,und v =\ Vv, ... Vi, ist

UV =UU... 4,V Vs ... V.

Diese Operation ist assoziativ, d.h. fur alle u, ] W* gilt:
u(vw)=(uv)w.

Sie besitze als Einheit, d.h., € =€ u = u fur alle .[J M*.
Offenbar gilt |uv| = |u| + |v|.

Speziell seik (u hoch K) die k-fache Konkatenation eines
Wortes u mit sich. Man kann dies auch induktiv definieren:
wW=¢ und K1l=uuw fur alle k=0.
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D*, die Menge der Worter Ubé, ist ebenfalls eine abzahlbare
Menge. (Warum? Beweisen Sie dies! Vgl. Anhang zu diesem
Kapitel.)

In ein Programm werden Elemente vom Datentyp Boolean,
Integer, Real oder Character eingegeben, also Elemenie aus
Ebenso werden solche Elemente Bw®m Programm
ausgegebededesProgramnitrealisiert somit eine (partielle)
Abbildung t: D* - D*.

Kein Programnttschopft hierbei gan2* aus, vielmehr sind
der Definitionsbereich von,tind das Bild unter,fmeist eine

der "Ublichen Mengen", also etwg: A* — A* oder

fo 23 - 2?2 usw.

Allgemein lasst sich dann die Menge aller von Programmen
realisierbarer Abbildungen wie folgt definieren:
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Definition 2.5.5

U ={f | Es gibt ein Programmmit f =f_: D* - D*}

ist die Menge der von Programmen realisierbaren Abbildungen.
Man nennt diese Menge auch die

Menge der von Programmen berechenb&rarktionenoder

die Menge der partiell rekursivefunktionen(den Begriff
"rekursive Funktion" verwendet man vor allem dann, weni

Vor- und Nachbereiche Zahlenmengen sind).

Die Mengen aus Definition 2.5.2

Oga={f: E — A| Es gibt ein Programmmit f_ = f}
bilden Teilmengen voh! , da alle Eingabe- und Ausgabe-
mengen E und A Teilmengen vB# sind.
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Die Mengell gilt als eine der "grof3en Entdeckungen” des 20.
Jahrhunderts. Sie bildet die grof3te Menge dessen, was man mit
Programmen beschreiben und realisieren, bzw. was man mit
Algorithmen erreichen kann. Sie hat interessante Eigenschaften.

Insbesondere ist die Mengeabgeschlossen gegen gewisse
Operationen. So gilt beispielsweise: Wenn({L§ sind, dann
ist auch die Hintereinanderausfuhrurg 00U
[feg(x) := f(g(x)) fur alle x]. Wenn f1U ist, dann ist auch
dessen "lterierte" &= fof-f- ... f O .

-

i-mal

Wenn f, gJU und b ein Boolescher Ausdruck sind, dann ist auch
cond(b,f,gldt mit cond(b,f,g) (x) =itb(x) thenf(x) elseg(x) fi
fur alle Argumente x.
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Beispiel:Folgendes Programm ist immer terminierend:

programh is
declaren, i: Integer al, a2: character;

beqgin read(al);
i=1;
if al ='J'_themead(n); a2 :='A'
elseread(a2); n := 2 ]
whilen >0 doi:=i+i;n:=n-10d
write (al);write (a2);write (i)
enc
Die Eingabemenge, ] D* dieses Programms h lautet
E,=AZ O AA,
d.h., korrekte Eingaben bestehen aus einem Zeichen gefolgt von
einer ganzen Zahl oder aus zwei aufeinanderfolgenden Zeichen.
Analog lautet die Ausgabemenggdieses Programms
A, =AALZ
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Der Rest von 2.5 kann ubersprungen werden. w

Die MengeD* gilt fur alle Programme. Jedes Programm

hat jedoch genau eine (durch die Datentypen der Variablen
in den Eingabeanweisungen) definierte Mengediner
Eingabedaten und ebenso genau eine (durch den Datentyp
der Variablen oder Ausdriicke in den Ausgabeanweisungen)
definierte Menge von Ausgabedatey Aeide Mengen E

und A, sind Teilmengen vob* und nur mittels Vereini-
gungen und Hintereinanderschreiben aus den Me

IB, Z, W undA aufgebaut (beachtli, [1Z).

Folglich gibt es zu jedem Programmeine Eingabemenge
E,., die genau die Menge aller Folgen von Eingabedaten
definiert, die von dem Programrkorrekt vollstandig ein-
gelesen werden. Wir sagen, das Programtarminiert
immer, wennrtfur alle Eingabedaten aus, BEach endlich
vielen Schritten anhalt (ggf. mit Fehlerabbruch).
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N

Beispiel, Fortsetzung:

Die Eingabemenge kst zu unterscheiden von der Menge
derjenigen Eingaben, fur die das Programm ohne Abbruch
arbeitet. Gibt man in obiges Programm beispielsweise 'J''J'
ein, so bricht das Programm mit einem Fehler ab, da es nach
Einlesen des Zeichens 'J' versucht, eine Zahl einzulesen, aber
in der Eingabe statt dessen ein Zeichen vorfindet. Die Menge,
fur die h ohne Fehlerabbruch arbeitet, la

Kp={xy|x="JOAundyOZ} O {xy | x,y A und x# 'J'}
={J}Z20 (A{J}) A.
Diese Menge der fehlerfrei bearbeiteten Eingabglagst sich

im Allgemeinen nicht exakt bestimmen (siehe spéater; diese
Menge ist generell "nicht entscheidbar").

Geben Sie die realisierte Funktiqreh! -
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N

Definition 2.5.6

O={f | Es gibt ein Programmm, das immer terminiert, mit f =¥

ist die Menge der von stets anhaltenden Programmen realisier-
baren Abbildungen. Man nennt diese Menge auch die

Menge der von Programmen total berechenbBusktionen

oder dieMenge der total rekursiverunktionen

Die in [ liegenden Abbildungen sind total in dem Sinne,
dass sie fur jede Eingabe zu einem Ende kommen entweder
durch einen Fehlerabbruch, weil die Datentypen bei der
Eingabe nicht stimmen oder ein Fehler bei der Bearbeitung
geschieht (z.B. Division durch 0), oder durch Erreichen des
Endes des Programmes.

N

Hinweis:

Diese Formalisierung der "realisierten Abbildung" erfolgte
in den 1930er Jahren. Mit den ersten Arbeiten wurde auch
gezeigt, dass es nicht-aufzahlbare Mengen gibt.

Wir haben uns viel Zeit genommen, um die Formalisie
durchzufiihren. Dieser Schritt ist fiir jede Ubertragung eines
Problems bzw. seiner Lésungsverfahren in ein Programm
wichtig und ist insbesondere von der konkreten Program-
miersprache unabhangig. Wir werden dieses Vorgehen noch
Ofter in dieser Veranstaltung anwenden und eintiben.
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Abschnitt 2.6 soll lhnen folgende Inhalte vermitteln:

Ein Programm ist eine Folge von Zeichen, die gewissen
Regeln gehorchen missen. Eine Menge von Zeichenfolgen
(Wortern), die nach bestimmten Regeln aufgebaut sind, nennt
man (formale) Sprache. Programme bilden daher eine
Sprache, namlich die "Programmierspract

Sie lernen die fur "Sprachen" und einige ihrer Operationen
erforderlichen Definitionen und ein paar typische Beispiele.
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2.6 (Kunstliche) Sprachen

Wir haben Algorithmen mit Hilfe von Programmen be-
schrieben. Jetzt wollen wir den zulassigen Aufbau von
Programmen mit Hilfe eines Regelsystems beschreiben.

Programme bestehen aus einer Folge von Zeichen. Diese
Zeichen sind:
(1) Die Elemente voA, die auf der Tastatur zu finden sind.

(2) Besondere Worter $thlisselwortérder Programme)
und zwar bisher die Elemente der folgenden Menge

SW = {procedureis, beqgin end declareif, then else fi,

(Man erkennt sie u.a. daran, dass sie unterstrichen werden.)
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Ein Programm ist eine Zeichenfolge, wobei die Zeichen aus
dem "Alphabet"A 0 SW stammen.

Ein Programm ist also ein Wort aus[] SW)*.

Eine Programmiersprache L ist daher eine Teilmenge des
freien Monoids, also 0 (A 0 SW)*.

Man muss nun genau festlegen, welche Zeichenfolge ein
Programm ist und welche nicht. Meist wird dies durch
"Regeln” festgelegt, die wir in Abschnitt 1.10 bereits
betrachtet haben.

Wir erlautern hier an dem Beispiel "Bezeichner” mehrere
Moglichkeiten der prazisen Definition.

Als einfihrendes Beispiel untersuchen wir einen bekannten
Fall, namlich den Aufbau von "Bezeichnern". Bezeichner sind
Zeichenketten Uber Buchstaben, Ziffern und dem Unterstrich
" " Seien also

®;={A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,O,P,Q,R,S,T,U,
V,W,X,Y,Z,ab,c,d,efg,hijk,I mno,p,q,rs}t,
u,v,w,x,y, z}
die Menge der Buchstaben und
®,={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} die Menge der Ziffern und
® =@, 0P, 0{_}die Menge der 63 Zeichen,
die fur einen Bezeichner verwendet werden durfen.
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Definition 2.6.1(umgangssprachlich): Edezeichneist eine
Folge von Elementen ads die mit einem Buchstaben (d.h. mit
einem Element au®g) beginnt und dann endlich viele Zeichen
aus® besitzen darf.

Es folgt eine formalere Definition der Bezeichner.
2.6.2 Induktive Definition:
(1) Jedes Element ad®y ist ein Bezeichne

(2) Wenn w ein Bezeichner ist undi®, dann ist auch wa ein
Bezeichner.

(3) Nur Zeichenfolgen, die ausschlief3lich mit den Regeln (1)
und (2) aufgebaut wurden, sind Bezeichner.

Zum Beispielist Hz4 ein Bezeichner.
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2.6.3 In unserem einfachen Fall kann man die Menge der
Bezeichner Beauchdirektangeben:

Bez= {wO®* | w = by, 0I®; und Wd*} = Oy O*,
Man kann die Menge der Bezeichner auch erzeugen lassen:

2.6.4 Es sef3 ein neues Zeichen. Betrachte folgeRgeln:
By fur jedesyldg,
B - Ba furjedesadod.

Eine Herleitung (oder "Ableitung"”) beginnt mit dem Zeiclfien
In jedem Schritt darf man ein Zeichen, das links veri in der
Regel steht, durch die davon rechts stehende Zeichenfolge
ersetzen. (In unserem Fall haben nur das eine Zefg;hdas
ersetzt werden darf.) Man leitet solange ab, bis das Zefhen
nicht mehr auftritt. (BNFB ::=pB a |y fur alleyd®dg undad.)
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Bezist dann die Menge der Zeichenfolgen, die manfans
endlich vielen Schritten herleiten (oder "ableiten") kann.

Zum Beispiel kann man Hz 4 wie folgt ableiten:

Beginne mif3 und wende die Reg@l- B a speziell fira=4 an:
B B4
B-PB4-pz4
B-pB4-Bz4- Hz4

Da man Hz4 auf diese Weise ableiten konnte, ist diese
Zeichenfolge also ein Bezeichner.

Wende die Regel erneut fiicz an:

Wende nun die RegB — ymit y=H an

Allgemein ist
Bez= {w®* | Es gibt eine Ableitung vofd nach w}.
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Auf die Regeln und die Herleitung von Zeichenfolgen aus
speziellen Zeichen, die im Laufe einer Herleitung verschwinden
missen, gehen wir in Abschnitt 2.7 ein.

Wir halten fest: Die uns interessierenden Mengen ("Sprachen™)
bestehen aus Zeichenfolgen, die Uber einer festen Menge (z.B.
® oder ADSW) gebildet werden. Wir definieren daher:

Definition 2.6.% Eine endliche Menge A = , &,, ..., &}, deren
Elemente linear angeordnet sing €aa, < ... < ), heil3t ein
(endlichesAlphabet

Jede Menge von Zeichenfolgen tber A bezeichnen wir als
Sprachdiber dem Alphabet A (engl.: "language").

D.h.: L ist eine Sprache Uber A genau dann, wenhA*.
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2.6.6 OperationerDbige Definition hat den Vorteil, dass wir
alle Operationen, die wir fir Mengen und fir Wortmengen
kennen, auch fir Sprachen nutzen kénnen. Zum Beispiel:

Vereinigungvon SprachenWenn L, und L, Sprachen tGber dem
gleichen Alphabet A sind, dann ist aucjilL, Sprache tber A.

Durchschnittvon SprachenWenn L und L, Sprachen uber dem
gleichen Alphabet A sind, dann ist auc, n L, Sprache tber

Komplementvon SprachenWenn L eine Sprache uber Aiist,
dann ist auch das Komplement A*\L = L eine Sprache Uber A.

Konkatenation("Verkettung") von Sprache&ind L, und L,
Sprachen uber A, dann ist auch ihre Konkatenation
L,cL,={uv|ulL,,vOL,} eine Sprache lUber A.

Man schreibt wie bei Wortern kurz,IL, anstelle von L-L,.
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2.6.6 Operationen (Fortsetzung)

Iteration von SprachenWenn L eine Sprache Uber Aist, dann ist
auch L-L = LL, also die Konkatenation von L mit sich, eine
Sprache Uber A. Seier? E {€} und L' die i-fache Konkatenation
von L mit sich, dann séi* die Vereinigung aller dieser Mengen
Lifar i >0 (bzw.L™ fur i > 0). Formale Definition:

LO={e} BeachtelL{e} =L, also LLO=L1=L.
L+l =LLi furallei=0 Die Iterierte von L
oder
L* = |:| L= L°OLiOoL20oL3gL4... dasvonl erzeugte
i>0 Untermonoid in A*
L*= |:| L=L'0L20Le0L4.... Dievon L erzeugte
i>1 Unterhalbgruppe in A*

Es gilt: L* = L* O {&}.

Eidl© VC, FMI 49t 200¢
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Beispiele: Sei A = {0, 1} das zugrunde liegende Alphabet.

Sei K = {0},|dann ist R = KK = {00}, K3 = {000} usw.,

Krx=K0OK!OK2OK3O...={g 0, 00, 000, ...}
={0"]i=0} und

K* ={0, 00, 000, ...} = {0] i > 0}.

Sei L = {, 0, 01}/ dann ist £= {, 0, 00, 01, 001, 010, 0101},

L3={g, 0, 00, 01000, 001, 010, 0001, 0010, 0100, O:
00101, 01001, 01010, 010101} usw.,

L*=Lo0L10L20L30... = ?

Das lasst sich nicht mehr einfach hinschreiben! Jedes Wort aus

L* muss man als Folge von Woértern aus L darstellen kdnnen.
Gehort zum Beispiel 0100101000010 zu L*?
Ja, wegen der Zerlegung 01 0 01 01 0 O O 0OUL©O
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Beispiel 2.6.7 Alphabet A = {0, 1, 2}. Sei L die Menge aller
Worter Uber A, in denen kein von 0 verschiedenes Zeichen vor
einer 0 und kein von 2 verschiedenes Zeichen nach einer P im
Wort stehen darf.

Skizze, wie solche Worter aussehen:

Hier durfen nur
Zweien stehen

Hier durfen nur
Nullen stehen
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Beispiel 2.6.7 Alphabet A ={0, 1, 2}. Sei L die Menge aller
Worter Uber A, in denen kein von 0 verschiedenes Zeichen vor
einer 0 und kein von 2 verschiedenes Zeichen nach einer R im
Wort stehen darf.

Hier durfen nur
Nullen stehen

Skizze, wie solche Worter aussehen:

Hier durfen nur
Zweien stehen
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Beispiel 2.6.7 Alphabet A = {0, 1, 2}. Sei L die Menge aller
Worter Uber A, in denen kein von 0 verschiedenes Zeichen vor
einer 0 und kein von 2 verschiedenes Zeichen nach einer R im
Wort stehen darf.

Skizze, wie solche Worter aussehen:

Hier durfen nur
Zweien stehen

Hier durfen nur
Nullen stehen

Folglich kbnnen diese Worter nur die Form
000...00111....11222.....2 #@ miti, j, k=0 besitzen.
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Beispiel 2.6.7 Alphabet A = {0, 1, 2}. Sei L die Menge aller
Worter Uber A, in denen kein von 0 verschiedenes Zeichen vor
einer 0 und kein von 2 verschiedenes Zeichen nach einer P im
Wort stehen darf.

Es gilt also L ={Mi2k|i,j, k=0} OA*

Mit Hilfe unserer Operationen kann man L auch wie folgt
beschreibel

L= {0y {0y (2

Wie sehen Regeln zur Ableitung der Woérter, die zu L gehoren,
aus?

Dies ist einfach. Finden Sie die L6sung selbst!
Wir geben eine Losung auf der folgenden Folie an.
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Beispiel 2.6.7 Alphabet A = {0, 1, 2}. Sei L die Menge aller
Worter Uber A, in denen kein von 0 verschiedenes Zeichen vor
einer 0 und kein von 2 verschiedenes Zeichen nach einer P im
Wort stehen darf.

Wir hatten auch folgende Regeln verwenden kénnen, um genau
die gleiche Menge L abzuleiten (R entfallt hierbei):

S . 0S S-B B - 1B

Beispiel fur die Ableitung des Wortes 0112 mit diesen Regeln:
S-0S-0B- 01B - 011B - 011C - 0112C- 0112
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Beispiel 2.6.7 Alphabet A ={0, 1, 2}. Sei L die Menge aller
Worter Uber A, in denen kein von 0 verschiedenes Zeichen vor
einer 0 und kein von 2 verschiedenes Zeichen nach einer R im
Wort stehen darf.

Wir verwenden vier neue Zeichen B, C, Rund S.
Die Regeln lautere(ist das leere Wort):

S - RBC

R- € R - OR
B - ¢ B - 1B
C- ¢ C-2C

Beispiel fur die Ableitung des Wortes 0112:

S - RBC - ORBC - 0BC - 01BC - 011BC
- 011C - 0112C- 0112
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Beispiel 2.6.7 Alphabet A = {0, 1, 2}. Sei L die Menge aller
Worter Uber A, in denen kein von 0 verschiedenes Zeichen vor
einer 0 und kein von 2 verschiedenes Zeichen nach einer R im
Wort stehen darf.

Esgilt L={012%]i, |, k=0} OA*
Mochte man zuséatzlich, dass die Zahl der Nullen und der

Zweien gleich sein soll, so erhélt man die Spr:
L'={0'12k|i,j, k=0 mit i =k} OA*

Aufgabe:Versuchen Sie, Regeln fur die Ableitung genau der
Worter aus L' zu finden.

Weitere Beispiele in den Ubungen.
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Abschnitt 2.7 soll lhnen folgende Inhalte vermitteln:

Um Sprachen, insbesondere Programmiersprachen beschreiben
zu kdnnen, lernen Sie kontextfreie Grammatiken kennen, mit
denen die zulassigen Worter der Sprache aus einem Startsymbol
abgeleitet werden. Sie werden vor allem mit dem Begriff der
Ableitung vertraut gemacht.

Als Beispiel lernen Sie, wie man Bezeichner und einf:
arithmetische Ausdriicke mit Grammatiken exakt beschreibt.
Zugleich wird der Begriff der Eindeutigkeit herausgearbeitet.

Schliel3lich wird der allgemeine Grammatikbegriff vorgestellt.
Am Ende des Abschnitts sollten Sie in der Lage sein, zu
einfachen Sprachen eine Grammatik anzugeben.

200¢

2.7 Grammatiken

Definition 2.7.1 Einekontextfreie Grammatikst ein
ViertupelG = (V, Z, P, S)mit

(1) V ist eine nicht-leere endliche Menge (die Menge der
NichtterminalzeichewderVariabler),

(2) Z ist eine nict-leere endliche Menge (die Menge
Terminalzeichepmit Vn z =1,

(3) SV ist ein Nichtterminalzeichen (d&artsymbo),
(4) POV x(VOX)* ist eine endliche Menge (die Menge
derRegelnoderProduktionei

(Englisch: contextfree grammar.)

Eidl© VC, FMI 50¢ 200¢

Beispiel: Betrachte die Grammatik,G (V,, Z;, P, S)) mit
Vi={S} 2:={0,1}, P, ={(S;,1), (8, 80), (S, S1)}

Die Idee ist ausgehend von dem Startsymbpsé&hrittweise alle
Nichtterminalzeichen (hier ist dies nur das Zeichgrd8rch

ihre rechten Seiten in,Ru ersetzen. Alle Worter, die man auf
diese Weise erhéalt und die kein Nichtterminalzeichen mehr
enthalten, bilden die Sprache, die von dieser Grammatik er
wird. Bei der Ersetzung ("Ableitung" oder "Herleitung") hat man
Freiheiten, da man sich willkurlich fur eine Regel entscheiden
kann, sofern Pmehrere Regeln mit der gleichen linken Seite
besitzt.

Betrachte unser Beispiel: Da de linke Seite von drei Regeln
ist, hat man in jedem Schritt mehrere Auswahlmadglichkeiten.

200¢
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Grammatik G = (V, 24, P, §) mit
Vi={S} 2,={0, 1}, P, ={(S1,1), (8, 50), (S, S}

S, ersetzen durch 1 (fertig, denn das Wort 1 enthalt kein
Nichtterminalzeichen mehr). Andere Moglichkeiten:

S, ersetzen durch,8, hierin § wieder ersetzen durch@® so

dass 00 entsteht; hierin,Srsetzen durch 1; Ergebnis ist das
Wort 100 (fertig, da 100 kein Nichtterminalzeichen enth

S, ersetzen durch,$, hierin § ersetzen durch,8, so dass

S,01 entsteht; hierin,Qrsetzen durch,$, wobei $101

entsteht; hierin Sersetzen durch 1; Ergebnis ist das Wort 1101
(fertig, da dieses Wort kein Nichtterminalzeichen mehr enthalt).

Welche Wodrter entstehen auf diese Weise gdgSchreiben
Sie diese Menge hin.) n

Eidl© VC, FMI 507 200¢
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Um die Ersetzung der linken Seite A durch die rechte Seite w
eines Paares (A,wW) P deutlicher hervor zu heben, schreibt
man statt (A,w) im Allgemeine\ - w.

P, ={(S,,1), (S, 5,0), (S, S,1)} schreibt man also
folgendermal3en:

Wir missen nun den Ableitungsprozgssiau definieren.
Ein Wort xAy darf man durch das Wort xwy in einem Schritt
ersetzen, sofern A w eine Regel ist. Wiederholt man dies
endlich oft (auch "keinmal"), so erhalt man ekigeitung

200¢

Definition 2.7.2 Gegeben sei eine kontextfreie Gramma-
tik G = (V, 2, P, S). Die Regelmenge P definiert auf der
Menge (MJX)* die "Ableitungsrelationen'= und =* :

(1) Es gilt u= v genau dann, wenn man die Woérter u und v
in der Form u = xAy, v = xwy mit X,y (V O Z)* und
(A,w) O P schreiben kann. Man sagt: v ist aus @ainem
Schritt ableitbapder v I&sst sich ausin einem Schritt
ableiter.

(2) Es gilt u=* v genau dann, wenn entweder u = v ist oder
wenn es Worterzz;, ..., z O (VO X)* fur ein k= 1 gibt
mtu=z, v=%, z=12z, furallei=0,1, ..., k-1.

Man sagt dann, v ist ausherleitbaroderableitbar
(Die Zahl k heil3t.ange der Ableitung

Hinweis: =* ist der so genannteéflexive und transitive
Abschlus§von =.  (Englisch: Ableitung = derivation.)
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Definition 2.7.3

Die von einer kontextfreien Grammatik G = §/,P, S)
erzeugte Sprachengl.: generated language) ist die Menge
L(G)={wlx*| S=*w} OZX*

Eine Sprache L Z* heildtkontextfreie Sprachavenn es

eine kontextfreie Grammatik G mit L = L(G) gibt.

Die Nichtterminalzeichen dienen also dazu, das:
Ableitungsprozess durchgefuhrt werden kann; zur erzeugten
Sprache zahlen dagegen nur die Worter, die ausschliel3lich
aus Terminalzeichen bestehen.

Wir werden im Abschnitt 2.8 sehen, wie man Programmier-
sprachen mit Hilfe von kontextfreien Grammatiken erzeugt.
Hier betrachten wir "Bezeichner" und "Ausdricke".
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Beispiel 2.7.4:Betrachte erneut die Grammatik

G,=(Vy, 2y, P, S) mit V, ={S;}, ,={0, 1} und

P,={S; -1, S-S0, S-S}

Aus dem Startsymbol,&ann man mit der zweiten und der
dritten Regel § und $S1 ableiten, hieraus mit den gleichen
Regeln $00, S10, S01 und $11, hieraus mit den gleichen
Regeln :,000, £100, 010, 110, 001, 101, 011 und
S;111 usw., also alle Worter der Formx Siir ein beliebiges
Wort x[J 2*. Um das Nichtterminalzeichen zu entfernen,
muss irgendwann die erste Regel verwendet werden, welche
hieraus das Wort 1x fur ein beliebiges WdrtX* herleitet.

Da andere Worter nicht herleitbar sind, gilt:
L(G) ={1x | xOx*} = {1} =*

Eidl© VC, FMI 511 200¢
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Beispiel 2.7.5:Menge der Bezeichner, vgl. Definition 2.6.1 und
Regeln 2.6.4.

Erinnerung:Seien®,={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},

®;={A,B,C,D,E,F,G,H,l,J,K,L,M,N,O,P,Q,R,S, T, U,
V,\W, X,Y,Z,a,b,c,d,e,fg,h,ijkl mno,p,q,rs,tu,
vV, W, X,Y,z},

®=d; 0P, 0{_}, dann ist die Menge der Bezeichner

Bez= {w®* | w = bv, i1®g und VJP*} = Dy d*.

Definiere die kontextfreie Grammatik,G (V,, Z,, P,, S,) mit
V,={S,S,,S,"} und Z,=.
P, bestehe aus folgenden 66 Regeln:
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Es gilt dann:

Aus S’ sind in einem Schritt genau alle Buchstaben ableitbar,
d.h.: S'= y genau dann, wenriidg.

Aus S" sind in einem Schritt genau alle Ziffern und der Unter-
strich ableitbar, d.h.: ;5= y genau dann, wenriy®, [0 {_}.

Mit den letzten beiden Regeln sind ayg&nau alle Worter
der Form ,x mit xL{S,', S,"}* ableitbar.

Aus S sind mit den letzten drei Regeln genau alle Worter der
Form S'x mit xC{S,', S,"}* ableitbar.

Da aus $ nur Buchstaben und aug'8ur die Ziffern und der
Unterstrich ableitbar sind, so sind folglich ayg8nau alle
Worter der Form zx mitlzdg und XJP* ableitbar, d.h.:

L(G,) = {zx | Z0Pg und XJP*} = P, d* = Bez -

P, =
{Sz'—»A,SZ'—»B,Sj—»C,%‘—»D,Sj—»E,S—»F,%‘—»G,

S -HS-18-38-KS LS -MS N,
$-0,%-PS-QS-RS§-58-T5-U,
S -V WS -XS-YS -2 -a8-b
$-¢8-dS-e8-£5-05-hs-i
S -8 -KS LS -mS' -n S -0, - p,
$-08-15-58-tS-uS-vS -w
S -xS Y8 -2
S'-0S8"-18"-28"-35"-45"-5,
$'~68 75 -88"-98 ~_

$-%, $-55 S-S }
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Beispiel 2.7.6:Einfache arithmetische Ausdrticke

Definiere die kontextfreie Grammatik;G (V3, Z3, P;, S;) mit
V3: {83} und 23:{ (!)l al +1 Ty * }'
P; bestehe aus folgenden vier Regeln:

S-a - ($+S), -5, - (S

Die Sprache L(t) lasst sich nun nicht mehr in einfacher Fc
angeben. Man erkennt jedoch, dass sichvallistandig
geklammerten arithmetischen Ausdriicke, die nur den
Operanden "a" enthalteraus S ableiten lassen, z.B.:

S;=a, S=(S+S)=(a+S) = (a+a),
S=(S$+S)=>@+rS)=(at+ (5 ) = (a+ S5+ a))
=@+ (S-Syra)=(a+((@-S+a)=(a+((a-aya).

200¢
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S, Ableitungslange 0
7 N > >

a ($+S) (S-S (S5 S 1

Regeln:§ - a, - ($5+S), $ - (5-5), $- (5 S

S, Ableitungslange 0
7 N > >
a  ($+S) (S-S (S3+ S5) 1
e\ >

=
@+s) (S+H+9) (5-S5H+S (S*SH+S)
Sta) S+ (&) (S+H(5-S) (S+(5+Sy)
/4 N > =
(@a+a (S+SH+a (S-S +a ((SxSy)+a 3

Uberprifen Sie die Ableitung von Wortern aus (VZ,)*,
4 verschiedene Worter werden aysrSgenau einem Schritt abgleitet,
24 verschiedene Worter werden aysnSgenau 2 Schritten abgleitet,
230 verschiedene Worter werden ayeyenau 3 Schritten abgleitet,

mehr als 1000 verschiedene Worter werden gurs & Schritten abgeleitet.

Viele Wérter lassen sich auf verschiedene Art literhe(z.B. ?).

@+3) ($+S) +9

S Ableitungslange 0
7 N > >
a (59 (S-S Y !
e\ >

(S50 +S) (S S)+S)
Sia)  (S+(S+S) (S+(S-S) (Si+ (S Sy)

Regeln: § - a, - ($+S), - (5-5), $- (5 S

200¢ Eidl© VC, FMI 51¢
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Betrachten Sie zum Beispiel das W@t (a- a))
Ableitung 1:
S= (St =(@+S) =@+ (S-S = (a+ (a-Sy))

= (a+ (a-a)).
Ableitung 2:
$= (51 8) = (51 (S5-5)) = (St (55-)) = (St (a- @)

= (a+(a-a)).
In Ableitung 1 wurde immer das am weitesten links im Wort
stehende Nichtterminalzeichen ersetzt; in Ableitung 2 ist es das
am weitesten rechts stehende. Bei Ableitungen hat man also
Wahlfreiheiten. (Wirde man aber die beiden Ableitungen
wirklich als "wesentlich verschieden" auffassen? Wir werden
dies prazisieren und anschliel3end sehen, dass dann diese beiden

speziellen Ableitungen als gleich angesehen werdgrg.7.10)
| |
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Aus diesem Beispiel erkennen wir:

(1.) Es lassen sich alle Ableitungans dem Startsymbol S
einer kontextfreien Grammatik entsprechend ihrer Lange
grafisch gut als sog. "Baum" veranschaulichen.

(2.) Hierin ist jede einzelne Ableiturgines Wortes als ein Pfad
enthalten, bei dem sich in jedem Schritt die Lange der Able
um eins erhoht. Zum Beispiel S (S;+ S;) = (S;+a) = ...
(mit der Ableitungslangen 0, 1, 2, ...). Auch jede einzelne
Ableitung lasst sich als ein Baum veranschaulichen (2.7.9).

Beide Aspekte werden wir nun genauer beleuchten und
insbesondere die Darstellung als Baum herausarbeiten.

200¢
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Die Menge der hergeleiteten Worter, die nur Terminalzeichen
enthalten, bilden hierbei die erzeugte Sprache)(G

In dieser Menge aller Ableitungen kdnnen Waérter mehrfach (sogar
unendlich oft) vorkommen. Zum Beispiel in obiger Grammatik G

Sy Ableitungslange0
N
(S3+Sy)
/
(a+$s) (S;+a) 2
SR
(a+a) . .. f(a+a) ..
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Aspekt (1.)Aus Beispiel 2.7.6 erkennen wir folgendes.

Alle Ableitungenaus dem Startsymbol S einer kontextfreien
Grammatik, d.h., die Herleitung aller moglicher Wérter, lassen
sich gleichzeitig in folgender Form schreiben:

/ S Ableitungslange0
i N / \
Il u' I3 1 1 u‘ ul7 uI8 ul uk

|

/N

RYCTAR
\

RTINS

"
c
©

N\ /Zi
|

200¢ Eidl © VC, FMI 52z

BemerkungSolch ein Gebilde, bei dem von jedem Punkt aus
mehrere Linien abgehen, nirgends aber Linien zusammenlaufen
kdnnen, nennt man ein@aum(engl.:treg). Das Gebilde sieht ja
auch baumartig aus:

[y
C

INETARNN

uy u u uy, Uy Uy ... Uy,

ol
N /NATIN \/\\ i

/‘11|“/“\3A\|\5/|\6/ VNIRRT A

Allerdings wéchst dieser Baum nach unten statt nach oben.
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Bezeichnungen 2.7.Bei "Baumen":

Bei den Linien spricht auch vatweigen meist aber von
Kanten(engl.:edge$;

eine Folge aneinander nach unten sich anschlie3ender Kanten
nennt man eineRfad(oder einefVeg engl.:path,

die Stellen, an denen die Worter stehen und von denen K
ausgehen, heil3étmoten(engl.:nodes;

ein Knoten, von dem keine Zweige mehr weiterfihren, heif3t
Blatt (engl.:leal);

der Knoten, an dem alle Pfade beginnen, heil3i\iliezeldes
Baums (engl.root).
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92S

INd 'OA @ 1P 5002

:(I@1s9bep yaipabwn Jaly) uswneg 1aq usbunuyolazag abiuig

Feststellung 2.7:8lle Ableitungen einer kontextfreien Gram

matik zusammen bilden einen (i.A. unendlich grof3en) Baum.

In der Wurzel des Baumes steht das Startsymbol S.

Jeder Ableitung

U=%=>2=>2,=>23=>..2> 4, =>2=V
entspricht in diesem Baum ein Pfad (= eine Folge von Kanten)
beginnend an einem Knoten, in dem u steht, und endend an
einem Knoten, in dem v stel

Knoten, in denen Worter aus Terminalzeichen stehen, bilden
stets Blatter; alle diese Worter bilden die erzeugte Sprache
L(G).

Die Ableitungen von Wortern der erzeugten Sprache beginnen
(als Pfad) stets in der Wurzel S und enden bei dem jeweiligen
Wort in einem Blatt.
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Aspekt (2.) Die Ableitung eines speziellen Wortes aus dem
Startsymbol einer Grammatik haben wir wie folgt dargestellt:

S=(S+S)=>@+r3)=(a+a)

Diese Ableitung kann man umstellen, indem man zuerst das
zweite § durch a ersetzt und danach erst das erste S

$= (St S) = (S;+a)=(a+ta)
Dies ist im Wesentlichedie gleiche Ableitung

Um dies prazise zu definieren, schreiben wir auch die
einzelnen Ableitungen baumartig auf, wobei in jedem
Knoten genau ein Terminal- bzw. Nichtterminalzeichen
steht.

200¢

Genauer:Eine Regel A- X X)X3 ...
notieren wir in der Form

X, mit x,0(VIOZ)

Die Regel A- ¢ (mit dem leeren Wort auf der rechten
Seite) schreiben wir in der Form:

A
|
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Die Ableitung §$= (S;+ S;)) = (S5;+ a)= (a+ a) wird dann
durch folgenden Baum dargestellt:

—7 N
| |

a a
2.7.9

Dieses Gebilde heithleitungsbaunfengl.:derivation tregzu
obiger Ableitung fur das Wort (a+ a) in der Grammatik G

Dieser Baum ist zugleich der Ableitungsbaum zur Ableitung

S=(S+S)=>@+3)=>(@+a)
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Als weiteres Beispiel betrachten wir (aus 2.7.6) die Ableitung

S$=(S+S =@+ =@+ (§*S)) = (@+(S+a)
=@+ (S-S a)=(a+(@-3+a)=(a+((a-aa).

Ableitungsbaum

hierzu: (/|\\
/
// \\\ \

a a

Eidl© VC, FMI 531 200¢
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Als weiteres Beispiel betrachten wir (aus 2.7.6) die Ableitung

S=(S+S =@+ =@+ (§* S)) =(@+(S*a)

=@+ (§-S)ra)=(a+((@-9+a)=(a+ ((@a-a) a)).

Geht man von

links nach rechts
die Blatter durch,

so erhalt man das
abgeleitete Wol

a a

Diesen Ableitungsbaum besitzen auch andere Ableitungen, z.B.:

S =S+ = (S+ (5 ) = (S5+ (5% a))
= S+ (S-S )= (S+ ((a- 9+ a))
= (S+ ((@-aya)=(a+((a-aya))

oder:

S = (55 =2(S+(5 ) =@+ (§*S)
= (8+ ((S5-S9)* ) = (a+ ((e- S * &)
=(a+(@-9+a)=(a+((a-aya)).

2.7.10 Ableitungen, die den gleichen Ableitungsbaum besitzen,
sehen wir als gleich arsie unterscheiden sich nur in der
Reihenfolge, in der Regeln auf Nichtterminalzeichen angewendet
werden, die an voneinander unabhangigen Stellen im Wort stehen.
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Das Wort, das sich aus einem Ableitungsbaum ergibt, wenn man
die Blatter von links nach rechts durchlauft, heif3t das mit diesem
Ableitungsbaunabgeleitete Wort

Definition 2.7.11 Es sei G = (VZ, P, S) eine kontextfreie
Grammatik und W L(G) ein Wort der erzeugten Sprache.

(1) w hei3teindeutig(bzgl. G), wenn es nur genau einen
Ableitungsbaum gibt, dessen abgeleitetes Wort v

(2) Gibt es mindestens zwei verschiedene Ableitungsbaume fir
w, so heil3t wnehrdeutigbzgl. G).

(3) G heil3teindeutig wenn alle Worter vid L(G) eindeutig sind.

(4) G heil3tmehrdeutigwenn mindestens ein WortwL(G)
mehrdeutig ist.

(Englisch: mehrdeutig ambiguouseindeutig =unambiguous

Eidl © VC, FMI 534

Beispiel 2.7.12Wir untersuchen die folgende kontextfreie
Grammatlk G=(\V, 2, P, S) mit V,={S,}, Z,={a} und
={8, - SS, § - a}

Offenbar kann man mit der ersten Regel aygg@& nicht-leere
Folge des Zeichens, 8rzeugen; mit der zweiten Regel lasst
sich hieraus dann jedes nicht-leere Wort (heableiten, d.h.,
L(G) =%, = {a"| n=1}.

Die Worter a und aa sind eindeutig bzg|. §ie besitzen nur
die Ableitungsbaume:

Sy
s, /N
S, 5

a ]
a a
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Hinweis zu naturlichen SprachebDort sind Grammatiken gut bekannt. Ein

Jedes Wort Ubex,, das mindestens die Lange 3 besitzt, ist Ausschnitt aus der deutschen Grammatik (Nichtterminalzeichen sirid di... >
eingeschlossenen Zeichenfolgen) kénnte lauten:

. . . . . |
mehrdeung."aaa besitzt z. B. die beiden verschiedenen (!) <Satz>... <Subjekt> <Pradikat> <Objekt>
Ableitungsbaume <Subjekt>-. <Artikel im Nominativ> <Substantiv im Nominativ>
<Objekt> - <Artikel im Dativ> <Substantiv im Dativ>
S4 84 <Objekt> - <Artikel im Akkusativ> <Substantiv im Akkusativ>
<Artikel im Nominativ> - das <Artikel im Nominativ>- die
<Artikel im Dativ> - dem <Artikel im Dativ>- der
<Artikel im Akkusativ> - den <Artikel im Akkusativ>- die
S S S S <Substantiv im Nominativ>, Kind <Substantiv im Nominativ>, Luft
4 4 4 4 <Substantiv im Dativ>. Fernrohr <Substantiv im Dativ> Fernrohr
‘ / \ / \ ‘ <Substantiv im Akkusativ.» Manr
<Pradikat>- <Verb, 3.Person,Praser
a S, S, S, S, a <Verb, 3.Person,Prasenz> sieht <Verb, 3.Person,Prasenz>lernt
‘ ‘ | ‘ <Verb, 3.Person,Prasenz> hort <Verb, 3.Person,Prasenz>rennt
a a a a Aus dem Startsymbol <Satz> kann man z.B. folgendes "Wort" atoleite
<Satz>= <Subjekt> <Pradikat> <Objekt>
. . P . . . = <Artikel im Nominativ> <Substantiv im Nominativ> <Pradikat> <Gtije
B_eachten S.le. Damit zwei Baume glel_ch sind, muss sich der — das <Substantiv im Nominativ> <Pradikat> <Objekt>
eine Baum in der Ebene deckungsgleich auf den andern = das Kind <Pradikat> <Objekt> ... = das Kind sieht den Mann
i i i i | Leiten Sie weitere Worter ab. Stellen Sie weitere RegginWeisen Sie Mehrdeu-
schieben lassen. Splegelungen sind nicht erlaubt! u tigkeiten nach wie "Das Kind sieht den Mann mit dem Fernrohu$w. usw.
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Die Anwendung kontextfreier Grammatiken auf Program- Definition 2.7.13
miersprachen, erfolgt im nachsten Abschnitt. Hier wollen wir G = (V,3, P, S) heiR{Chomsky-) Grammatigenau dann, wenn:

abschlie3end den allgemeinen Grammatikbegriff vorstellen. o . _ .
(1) Vist eine nicht-leere endliche Menge (die Menge der

Die bisher eingefiihrten Grammatiken heif3en "kontextfrei", NichtterminalzeichederVariabler)
weil die Ableitung eines Nichtterminalzeichens "ohne
Beachtung des Kontexts" erfolgt, d.h., eine Regel %

kann auf das Nichtterminalzeichen A in einem V Term_lnalz_e|cr.1e)) _ _
angewendet werden, ohne die links und rechts von A (3) SOV ist ein Nichtterminalzeichen (diStartsymbc),

stehenden Zeichen zu beachten. (4) POV*x(VOX)* ist eine endliche Menge (die Menge
derRegelnoderProduktionei

(2) Z ist eine nicht-leere endliche Menge (die Menge der

Darf man eine Regel A w aber nur anwenden, wenn links
von A das (Teil-) Wort x und rechts das (Teil-) Wort y stehen, Wir haben an Definition 2.7.1 also nur eine Kleinigkeit geandert,
dann wiirde man die Regel xAyxwy verwenden miissen. indem wir in (4) die Menge V durch*\(siehe 2.6.6) ersetzt

Dies fiihrt zu den "kontextsensitiven" Grammatiken. Wir haben. Die Begriffe "Ableitung” und "erzeugte Sprache” konnen

. . : unverandert aus 2.7.2 und 2.7.3 tbernommen werden (bei der
verallgemeinern diesen Gedanken noch einmal und erhalten: Ableitung ist nur p- q statt A— w zu schreiben).
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Definition 2.7.14 Gegeben sei eine Grammatik

G=(V,Z, P, S). Die Regelmenge P definiert auf der Menge
(VOZX)* die "Ableitungsrelationen'= und =* :

(1) Es gilt u= v genau dann, wenn man die Worter u und v
in der Form u = xpy, v = xqy mit xy(V OZZ)* und
p - qUP schreiben kann. Man sagt: v ist aus ginem
Schritt ableitbaoder v lasst sich ausiieinem Schritt
ableiter.

(2) Es gilt u=* v genau dann, wenn entweder u = v ist oder
wenn es Worterz z;, ..., z O (VO X)* fur ein k= 1 gibt
mtu=z, v=%, z=>12z, furallei=0,1, ..., k-1.

Man sagt dann, v ist ausherleitbaroderableitbar
(Die Zahl k hei3t.ange der Ableitung

Hinweis: =* ist der so genannteéflexive und transitive
Abschlus§von =.  (Englisch: Ableitung = derivation.)

Definition 2.7.15%

Die von einer Grammatik G = (¥, P, S)erzeugte Sprache
(engl.: generated language) ist die Menge

L(G) ={wlZ*|S=*w} 0O x*.

Ableitungen kann man nun nicht mehr als Baum darstellen,
vielmehr bilden sie ein "Netz", das aus Gebilden der Form

P P

R
e \qﬂ

0 9 O

fur eine Regel p,p; ... f —» 04003 --- Gy Mit p OV, q;T(V O %),
r=>1, m>0, aufgebaut wird. Wir betrachten ein Beispiel.

200¢
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Beispiel 2.7.16:Gegeben sei folgende Grammatik %5

Vg, 25, P, S) mit Vo = {S;, A, B, C}, 3. = {a, b} und

P;={Ss - AS;B, § - CC, AC- BA, CB - BC,
BAB - C, AB - a, CC- b}.

Um die "Arbeitsweise" der Grammatik zu verstehen,
versucht man zunachst, einige Worter herzule

S=CC=b
SS=AS;B=ACCB=BACB=BABC=CC=b

Hinweis: Dies sind offensichtlich zwei wesentlich verschie-
dene Ableitungen, d.h., die Grammatiki& mehrdeutig.

Man kann jetzt aber nicht mehr mit BAumen argumentieren,
sondern man muss "Ableitungsnetze" betrachten.

Eidl © VC, FMI 54z

Zunachst stellen wir die einzelnen Regeln dar:

S
L AS.B |
S 5 A/é\B |55
$-CC N A C
AC - BA ©c e
- r— B/\A
CB - BC N
7N\ B A B
B C
BAB - C \||/ A B
AB & C .
N C C |
. a
CC — b |
b
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Nun kleben wir die einzelnen Regeln zu Ableitungen zusammen: Nun kleben wir die einzelnen Regeln zu Ableitungen zusammen:

S - ASB S - AS.B > S,
/l\
S, -~ CC s, S - CC = ASB
1 / \ \
AC - BA A AC - BA £ = ACCB
F SOKS
CB - BC T CB - BC /\ /\ = BACB
b
BAB - C BAB - C \|// — BABC
AB - a AB - a \/ =CC
I
CC-b CC-b b =b
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Suche nach weiteren Ableitungen: BNF und kontextfreie Grammatiken sind im Wesentlichen

das Gleiche. Wir listen den Formalismus hier auf, ohne auf

S$=AS;B=ACCB=ACBC=ABCC=aCC=ab Details noch einmal einzugehen.

S, =AS.B = AAS.BB = AACCBB = ABACBB

Definition 2.7.17 Backus-Naur-Form
= ABABCB ==ACCB=ACBC=ABCC=aCC=ab

EineBNF ist ein Viertupel (VZ, P, S) mit

Es gibt noch viele weitere Ableitungen, aber sie alle erzeugen (1) Vist eine nicht-leere endliche Menge (die Menge der
eines der beiden Worter b oder ab, d.h.,J}¢Gb,ab}. Nichtterminalzeiche) alle Elemente sind von der Form
< Zeichenkette >(in "Zeichenkette" treten '<' und ">' nicht ¢,

Stimmt das wirklich? Wie kann man so etwas beweisen? Wie e . : ,
kann man die Menge L(G) fir eine Grammatik bestimmen bzw. (2) 2ist €ine m_cht-leere endliche Menge (die Menge der
wie kann man zu einem Wort w und einer Grammatik TerminalzeichepmitVnx =0 und [z,

feststellen, ob diese Grammatik das Wort erzeugt oder nicht (3) SOV ist ein Nichtterminalzeichen (d&artsymbod),
(sog.Wortproblen)? 4) POV{:=HV O2)*{|}(Vv OX)*)* ist eine endliche

Hinweis: In Theorievorlesungen wird beweisen, dass dieses Menge (die Menge déregelnoderProduktionej

Problem (wie das Halteproblem!) algorithmisch unlGsbar ist. (Zu Beispielen siehe Kapitel 1.10.)
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Umwandlungeiner kontextfreien Grammatik in die BNF:
Gegeben sei eine kontextfreie Grammatik &/'P’, S').

1. Sortiere die Regeln nach dem links stehendenttgichinal-
zeichen.

2. Ersetze jedes Nichtterminalzeicher A/ durch einen
aussagekraftigen Namen A der Form <Zeichenkettebgi die
Zeichen '<' und ">' in dieser "Zeichenkette" niabttreten
dirfen. Dies ergibt die neue Menge der Nichtteriagiahen V
mit dem Start-symbol S (anstelle S'). Fiihre diesetzung fur
alle Regeln durch.

3. Wenn A- u;, A - U, ..., A= u, alle Regeln im neuen P' mit A
als linker Seite sind, dann ersetze diese k Regjgich

A=u | b ..|y.
So entsteht die Regelmenge P der BNF.

Beispiel 2.7.17.aArithmetische Ausdrickeéhier als_eindeu-
tige () Grammatik mit korrekter Punkt-vor-Strich-Prioritat).
Gegeben ist die kontextfreie Grammatik £V,P, E) mit

V={B,EFTZ},2={a z() + - * /} und den Regeln

P={B-a Z-2z F-(E), E-T, E-T+E, E~ T-E,
T-F T-F*T, T-F/T, Fo B, F- Z)

Schritt 1: Sortiere alle Regeln nach dem links stehenden
Nichtterminalzeichen:

E_-T E-T+E, E-T-E,
ToFR T-F*T, T F/T,
F-B, F- Z, F-> (E),

B - a,

Z -7
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Schritt 2: Ersetze die Nichtterminalzeichen durch
aussagekraftige Namen in spitzen Klammern:

<Ausdruck>- <Term>, <Ausdruck>, <Term> + <Ausdruck>,
<Ausdruck>- <Term> - <Ausdruck>

<Term> - <Faktor>, <Term>. <Faktor>* <Term>,

<Term> - <Faktor>/<Term>

<Faktor>- <Bezeichner>, <Faktor> <Zahl>,

<Faktor>- (<Ausdruck>),

<Bezeichner> a, <Zahl>- z

Schritt 3: Fasse die rechten Seiten mit gleichem linken
Nichtterminalzeichen getrennt durch "|" zusammen und

ersetze L. " durch "::=" .

<Ausdruck> ::= <Term> | <Term> + <Ausdruck> | <Teram<Ausdruck>
<Term> ::= <Faktor> | <Faktor>* <Term> | <FaktdrzTerm>
<Faktor> ::= <Bezeichner> | <Faktor> ::= <ZahlxA@sdruck>)
<Bezeichner>:=a

<Zahl>:=z

Eidl © VC, FMI

Der Rest von 2.7 kann Ubersprungen werden.

Definition 2.7.18 Gegeben sei (siehe 2.7.13) eine
Grammatik G = (VZ, P, S). Die Grammatik G heif3t

(1) vom Typ loderkontextsensitigenau dann, wenn alle
Regeln von der Form xAy xwy sind mit AJV, x,yOV*
und wi(V OZ)* (beachte: w g).

(2) vom Typ 2oderkontextfreigenau dann, wenn alle
Regeln von der Form - w sind mit A0V und
wlO(V OX)* (w =¢gist hier erlaubt).

(3) vom Typ 3oderrechtslineagenau dann, wenn alle
Regeln von der Form A uB oder A- u sind mit
A, BOV und uJz*.

(4) linkslineargenau dann, wenn alle Regeln von der Form
A - Bu oder A-u sind mit A, BIV und uJ*.

55C

N
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Definition 2.7.19 Eine Sprache heif3t "xxx", wenn es eine
"xxx" Grammatik G mit L = L(G) gibt fur
"xxx" [J {kontextsensitiv, kontextfrei, rechtslinear, linkslinear}.

Die Einteilung in Grammatiken vom Typ O (= keine Ein-
schrankung), Typ 1 (kontextsensitiv), Typ 2 (kontextfrei)
und Typ 3 (rechtslinear) stammt aus der Originalarbeit von
Noam Chomsky 1959 und hat sich bis heute gehalten. E
aber mittlerweile sehr viele weitere Grammatikklassen.

Hinweise:Die Sprache der Bezeichner Baxd die Sprache

der korrekten Zahldarstellungen sind rechtslinear. Die Sprache
der korrekt geklammerten arithmetischen oder Booleschen
Ausdrucke ist kontextfrei, aber nicht rechtslinear.

200¢
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Einige Aussagefohne Beweis):

Fugt man zu einer "xxx" Sprache eine endliche Sprache
hinzu oder zieht man eine endliche Sprache ab, so bleibt das
Ergebnis eine "xxx" Sprache.

Eine Sprache genau dann rechtslinear, wenn sie linkslinear
ist.

Die Sprache
{a"b" | n= 0} ist kontextfrei, aber nicht rechtslinear.

Die Sprache
{a"b"a" | n= 0} ist kontextsensitiv, aber nicht kontextfrei.

Es gibt Sprachen vom Typ 0, die nicht kontextsensitiv sind
(leider lassen sie sich nicht mit einer kurzen Ferbeschreiben)
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Anwendung dieser Grammatiken

Alle in der Praxis verwendeten Programmiersprachen sind
kontextsensitive Sprachen; sie lassen sich als kontextfreie
Sprachen mit zusatzlichen Einschréankungen beschreiben.

Dies werden wir spater erlautern. Zuvor wird noch eine
grafische Schreibweisen fur kontextfreie Grammat
eingefuhrt, n&mlich die Syntaxdiagramme.
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2.7.20: Zum Formalismus der BN¥/elche Elemente sind

in der Menge V{::=}(VOX)*{|}(V OX)*)* 2

Dies ist die Konkatenation von vier Mengen, wobei die
dritte und die vierte Menge beliebige Konkatenationen
enthalten kbnnen. Betrachten wir diese Menge genauer:

V= (vOD* (I} (vOX)*)*
e

Menge der . ) Menge der Folgen von
Nichttermi- Einelementige Menge der Worter Wt’)rt%rn die m(i]t einem
nalzeichen Menge, die aus Nichtterminal- " begin’nen und dann
nur aus dem und Terminalzeichen Nichtterminal- und Ter-
Element "::= minalzeichen enthalten.
besteht.
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Beispielwort das in dieser Menge liegt, fur
V = {<Program>, <Deklara>, <Anweis>} un@d ={0, 1, ;}:

V=t (Vv O2)* {IHv O0)*)
Menge der / \
Nich?termi- Einelementige Menge der Worter %%?%?nd%rig%%eer}nvgrg
nalzeiche Menge, die aus Nichttermini- I begin,nen und dar

nur aus d"em" und Terminalzeichen Nichtterminal- und Ter-
Element "::=

besteht. l mlnalTlchen enthalten.
<Program> ::= 0<Deklara>; <Anweis>1 €
ein Zeichen  ::= Wort der Lange 5 Gber ¥ 2 leeres Wort
200¢ Eidl © VC, FMI 557

Folglich gilt mit den obigen Mengen V urid

<Program>::f<Deklarax<Anweis>1
Ov{z=p (v 02)* {3V O)*)*

und

<Anweis>::5);<Anweis>l|<Anweis><Deklara>)1| 1
OV {=p (v O02* {I}v O05*)
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Noch ein Beispielwortdas in dieser Menge liegt, fur
V = {<Program>, <Deklara>, <Anweis>} un&d ={0, 1, ;}

V{z= (v O ({IHv D))
Menge der / \
Nich?termi— Einelementige Menge der Warter \'\,"V%Ttge?n‘f'%ﬁg?rﬁeer}n"ecm

nalzeiche Menge, gie aug l_\rlicht;erTinle-h "I" beginnen und dan
nur aus dem  und Terminalzeichen jichtterminal- und Ter-

minalzeichen enthalten.

Element "::="
besteht. / /\

- = —
= 0;<Anweis>1 | <Anweis><Deklara>|01 |1

<Anweis>

ein Zeichen = Wortder Lange 4 3 Worter, die jeweils mit "|" beginnen
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Umgekehrt kann man mit dieser Anleitung auch eine BNF in
eine "normale" kontextfreie Grammatik zuriick verwandeln.

Der Ableitungsbegriff der BNF ist daher der gleiche wie der
fur kontextfreie Grammatiken. Somit sind die Ableitungsrela-
tionen = und =* sowie die erzeugte Sprache L(G) auch fur
die BNF definiert (vgl. 2.7.2 und 2.7.3).

Die BNF wird, wie bereits definiert, um einige hilfreic
Abkurzungen zur EBNF erweitert (Schltsselworter
hervorheben, eckige und geschweifte Klammern).

200¢
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Beispiel 2.7.21Darstellung zur Basis b fir2b < 16 in Ada.

Diese Zahlen werden in der Form

2#10010# oder 8#60175# oder 16 # A2F03 #
dargestellt, wobei zwischen den #-Zeichen mindestens eine
Ziffer stehen muss und nur die Basen von 2 bis 16 zugelassen
sind. Ansatz, um dies mit einer EBNF zu beschreiben:

< Darstellung mit Basis > ::= <Basis> # <Ziffernfolge> #

Doch dieser Ansatz wird nicht erfolgreich sein, da zu j

Basis eine andere Menge von Ziffern gehort. Wir gehen daher
den aufwendigen Weg, zu jeder Zahl von 2 bis 16 die Regeln
neu aufzuschreiben, wobei sich eine offensichtliche Regel-
mafigkeit ergibt.

Abklrzend schreiben wir <DarBa2> fur die

<Darstellung zur Basis 2> und analog fur die anderen Basen
sowie <DarBa> fur das Startsymbol <Darstellung mit Basis>.

200¢

Eidl© VC, FMI 561

N

Uberlequng 2.7.22

Diese Schreibweise ist ziemlich aufwendig. L&sst sie sich
irgendwie vereinfachen?

Wie musste man die EBNF erweitern, damit man etwas k Mal
wiederholen kann statt beliebig oft? (Hier ist k = 15.)

Wir machen im Folgenden hierzu einen Vorschlag. Er stellt eine
rein gedankliche Uberlegung dar, deren Ergebnis nicht i
erweiterten BNF benutzt wird. Dies soll Sie anregen, die
verwendeten Formalismen auf deren Nutzlichkeit hin zu
hinterfragen.

200¢
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<Ziffern2> = 0] 1

<DarBa2> ::= 2 # <Ziffern2> {<Ziffern2>} #
<Ziffern3> ::= <Ziffern2>| 2

<DarBa3> ::= 3 # <Ziffern3> {<Ziffern3>} #
<Ziffernd> ::= <Ziffern3>| 3

<DarBa4> ::= 4 # <Ziffernd> {<Ziffern4>} #

.. USW. ...
<Ziffern11> ::= <Ziffern10> | A

<DarBall> ::= 11 # <Ziffern11> {<Ziffern11>}
.. USW ...

<Ziffern16> = <Ziffern15> | F
<DarBal6> ::= 16 # <Ziffern16> {<Ziffern16>} #

<DarBa> ::= <DarBa2> | <DarBa3> | <DarBa4> | <DarBa5> |
<DarBa6> | <DarBa7> | <DarBa8> | <DarBa9> |
<DarBal0>|<DarBall>|<DarBal2>|<DarBal3> |
<DarBal4> | <DarBal5>|<DarBal6>

200¢
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noch: Uberlequng 2.7.22

Es ist wenig sinnvoll, finfzehn Mal im Wesentlichen das
Gleiche immer wieder hinzuschreiben. Kénnte man ein neues
Sprachelement zur EBNF hinzufiigen, welches "fiir k von 2
bis 16" diese Wiederholungen vornimmt?!

In Ada-ahnlicher Notatiokdnnteman das Sprachelement
forkin 2..16loop <Folge von Regeln enc loop

einfuhren. In den Regeln wollen wir diese Variable k benutzen,

aber wir kbnnen nicht einfach "k" dort verwenden, da nicht klar

ist, ob die Variable oder das Zeichen gemeint ist. Wir schlie3en
k daher in ein Sonderzeichen (z.B. $) ein und erlaukieh,

oder allgemeine$"Ausdruck, in dem k vorkommt'th den

Regeln zu verwenden. Dies wird am Beispiel der Darstellungen
zu einer Basis Klar.

200¢
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Die Zahldarstellungen zur Basisad < 16 kann man dann
folgendermal3en aufschreiben, wobei wir die einzelnen Ziffern
von O bis b-1 hier in der Form (0), (1), (2), ..., (b-1) notieren:

<Ziffern2> ::= (0) | (1)
<DarBa2> ::= 2 # <Ziffern2> {<Ziffern2>} #
<DarBa> := <DarBa2>

forkin3.. 16 loop

<Ziffern$k$> = <Ziffern$l1$> | ($+-19)
<DarBa$k$> ::= $k$ # <Ziffern$k$> {<Ziffern$k$>} #
<DarBa> ::= <DarBa> | <DarBa$k$>

endloop

Die Zeile <DarBa> ::= <DarBa> | <DarBa$k$> soll hier
bedeuten: Es wird das alte <DarBa> um <DarBa$k$>
erweitert und das Ergebnis heil3t wiederum <DarBa>.
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Warum gibt es solche Erweiterungen nicht in der Praxis?

Zunachst ist anzunehmen, dass es sehr viele solcher
Erweiterungen der EBNF gibt, die von einzelnen Labors
oder Firmen auf ihre Bedtrfnisse zugeschnitten sind.

Das Problem ist die Bedeutung der Sprachelemente,
insbesondere Eindeutigkeit und Verstandlichkeit:

- Bleiben die zwischenzeitlich aufgebauten Nichttern-
zeichen erhalten?

- Wenn solche feKonstrukte geschachtelt ineinander und
dort in Alternativen vorkommen, ist dann das, was entsteht,
stets eindeutig bestimmt?

- Und wenn man dies alles exakt definieren kann, ist der
Formalismus dann noch leicht erlernbar?

Ende der Uberlegung 2.7.22 W

200¢
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Hatte man das Symbol "nichts" oder "leere MergeZur
Verflgung, so kdnnte man auch folgende etwas einfachere
Definition verwenden:

<Ziffern1> ::= (0)

<DarBa> :=[]

forkin2 .. 16 loop

<Ziffern$k$> 1= <Ziffern$l-1$> | ($+-19)
<DarBa$k$> ::= $k$ # <Ziffern$k$> {<Ziffern$k$>} #
<DarBa> ::= <DarBa> | <DarBa$k$>

endloop

Problem: Was wurde nun eigentlich definiert? Nur <DarBa>
oder auch <Ziffern3>, <Ziffern4>, <DarBa3>, <DarBa4>
usw.? (Doch dies lasst sicher prazise definieren.)

200¢
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2.8 Syntaxdiagramme

2.8.1: Grafische Darstellung von EBNF-Regdiiir jede linke

Seite (also flr jedes Nichtterminalzeichen) legen wir ein egyene
Diagramm an, das mit dem Nichtterminal bezeichnet wird.

Betrachte eine solche Regel mit dem Nichtterminalzeichen A:

A=ty ] .y
Dann zeichne hierzu das Diagra

A
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Ist ein yvon der Form W, ...v. (Konkatenation von Zeichen),

so ersetze —| . |— durch:

e Vl V2 V3 e V —

Ist ein yoder yvon der Form {v}, so ersetze es durch

\'

Ist ein y oder yvon der Form [v], so ersetze es durch

200¢
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2.8.3: Prazisere Beschreibung der Bedeutuong
Syntaxdiagrammen: Gegeben sind Syntaxdiagramme und
eine anfangs leere Ausgabe.

Ziel ist es, das Diagramm, das zum Startsymbol gehort, in
Richtung der Pfeile vom Eingangspfeil bis zum Ausgangs-
pfeil zu durchlaufen. Trifft man hierbei auf Zeichen in
Kreisen, so schreibt man diese in der Durchlaufreihenfolge
hinter die bereits vorhandene Ausgabe. Trifft man auf ein
Rechteck mit dem Nichtterminalzeichen A, so klebt mar

zu A gehdrende Diagramm an dieser Stelle ein und durch-
l&uft das neu entstandene Diagramm weiter. (Gibt es kein zu
A gehdrendes Diagramm, so bricht man ergebnislos ab.)

Alle moglichen Ausgaben, die zu einem vollstandigen
Durchlauf vom Eingangspfeil bis zum Ausgangspfeil des
Startsymbol-Diagramms gehoren, bilden die erzeugte
Sprache.

Zum Schluss ersetzt man bei allen Terminalzeichen und
Schlusselwortern die rechteckigen Umrandungen durch
Kreise.

2.8.2 Dieses Vorgehen liefert schlie3lich fur jede
Grammatik bzw. EBNF eine grafische Darstellung,
das sogSyntaxdiagramm

Um Worter aus einem Nichtterminalzeichen A zu erzeu
durchlauft man das zu A gehdrende Syntaxdiagramm vom
Eingangspfeil bis zum Ausgangspfeil. Hier gibt es i. A. viele
Wege. Fur den gewahlten Weg sammelt man die hierbei
besuchten Terminalzeichen (= die in Kreisen stehenden
Zeichen) in der Durchlaufreihenfolge auf. Alle diese
Zeichenfolgen bilden dann die Menge der von A erzeugten
Worter. Eine genauere Formulierung und Beispiele folgen.
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Beispiel 2.8.4:
<Ziffernfolge> ::= <Ziffer> {<Ziffer>}

Eidl © VC, FMI 57C

<Ziffer> == 0]1]2|3]4|5|6|7|8]9

Ziffernfolge Ziffer

—| Ziffer L J
Ziffer

©EWE@EO®E@E®EE
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Ziffernfolge

©EWEO®@M®EE

Man kann Diagramme
in andere einsetzen.

©EPWE@EO®@E®EE
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{<label>} <compound_statement>

sequence_of |

— Statemen

statements

statement

Beispiel 2.8.5:Nochmals: Ada-Anweisungen

<sequence_of_statements> ::= <statement> {<statement>}
<statement> ::= {<label>} <simple_statement> |

L statemer

-

simple_
statement

label

compound |

statement

SETTS

57¢

200¢

Eidl© VC, FMI

57¢

Ziffernfolge ohne fihrende Nullen

©EAEO®O®EE

Man kann Diagramme
leicht abandern.

©EWEOO@O®EE

<statement> ::= {<label>} <simple_statement> |
{<label>} <compound_statement>

simple_

statement
statement

compound |
statement

simple_

statement
statement

compound |
statement

Es gibt oft Vereinfachungen bei der grafischen Bditng.
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Beispiel 2.8.6:Nochmals: Ada-Anweisungen

<simple_statement> ::= <null_statement> |
<assignment_statement> | <exit_statement> |
<simple_return_statement> | <procedure_call_statement> |
<entry_call_statement> | <goto_statement> |
<requeue_statement > | <delay_statement> |
<abort_statement> | <raise_statement> | <code_statement>

Beispiel 2.8.7:Nochmals: Ada-Anweisungen

label ::= '<<" label statement_identifier=>"
statement_identifier ::= direct_name

null_statement ::=null' ";"

assignment_statement variable_name ‘=" expression;"
exit_statement ::=eXit' [loop_name] fvher condition] ;"
goto_statement ::gotd label name ™

@ statement |
> identifier ( )

simple_
statements
‘null_statement‘
null assignment exit return code :
L — - L e — assignment_ :
statement | statement | statemen} | statement statement statement e expression— —
exit_ @ O
statement
o, usw.
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Beispiel 2.8.8:Alternative in Ada

if_statement ::=f' conditiontherl sequence_of_statements
{"elsif conditiontheri sequence_of_statements}
[‘elsé sequence_of statementspd if' ";"

if _statement

" sequence_( %
—*@—' condition " ctatement end i

U

L sequence_of —
condition
_statement

"2}

—

@ sequence_(q
€S8 statements

2.9 Sprachen zur Beschreibung von Sprachen

2.9.1 Aspekte von Sprachdgine Sprache, mit der man eine
andere Sprache beschreiben kann, nenntivieasprache
Dabei muss man zwischen mehreren "Ebenen” unterscheiden:

Eben€'Syntax" Hier geht um den korrekten Aufbau der

Worter bzw. Satze einer Sprache. Der oft zitierte Satz
"Der Tisch ist ein Saugetier."

ist syntaktisch (oder grammatikalisch) korrekt, vollig unab-

hangig davon, ob er inhaltlich zutrifft.

Kritischer ist dies bei einem Satz wie

"Nachts ist es kalter als drauf3en."
da es moglicherweise von der deutschen Grammatik her nicht
zul&ssig ist, eine Temperaturangabe mit einer Ortsangabe zu
vergleichen. Dennoch klingt der Satz syntaktisch korrekt.
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Die formal richtige Anordnung der Sprachelemente lasst sich
insbesondere durch Grammatiken oder gleichwertige Kalkile
festlegen. Dies wurde in der Informatik in den letzten vierzig
Jahren gut untersucht und hier liegen zugleich umfangreiche
Erfahrungen aus der Praxis vor.

Will man die Syntax von Programmiersprachen oder anderen
Sprachen im mathematisch-technisch-naturwissenschatftlichen
Bereich beschreiben, so verwendet man spezielle konte»
Grammatiken, die folgende Eigenschaft besitzen: Ist der Auf-
bau der Worter bzw. Séatze einer Sprache hierin formuliert, so
kann man automatisch einen Algorithmus (einen seayset)
erzeugen lassen, der das Wortproblem in relativ kurzer Zeit
l6st, d.h., der zigedemWort tiber dem Terminalalphabet
feststellt, ob es zur Sprache gehdrt oder nicht, und zwar in
einer Zeitspanne, die proportional zur Ladnge des Wortes ist.

Eben€'Semantik® Die Semantik ordnet jedem Wort bzw.
Satz einer Sprache seine Bedeutung zu. Die Bedeutung
kann recht unterschiedlich sein: Die Bedeutung von Satzen
der natirlichen Sprachen ist meist eine Handlung oder eine
Information; bei mathematisch-ingenieurwissenschaftlichen
Aussagen geht es meist um deren inhaltliche Korrektheit,
"logische Gultigkeit" und Widerspruchsfreiheit; bei Pro-
grammiersprachen weist die Semantik jedem Programm
seine realisierte Abbildung zu.

Eine genaue Semantik ist unverzichtbar fur die Sicherheit von
Software. Zum einen muss das Programm korrekt sein, also
genau das durchfiihren, was (in einer sog. "Spezifikation™)
vorgegeben ist, zum anderen muss es zuverlassig arbeiten,
also z.B. gegenuber Veranderungen der Semantik, bedingt
durch eine neue Umgebung, stabil sein.

200¢
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Mit der Semantik ist der Begriff der Program#ejuivalenz
verbunden: Zwei Worter einer Sprache heil3en aquivalent,
wenn sie die gleiche Bedeutung besitzen. In der Praxis

mdochte man oft ein Programm durch ein anderes ersetzen, das
das Gleiche leistet, aber in irgendeiner Hinsicht besser ist.

Der Benutzer soll allerdings hiervon nichts mitbekommen.

Die beiden Programmstiicke (declxreY, i, A, B, C: natural)
(1) i:=0; whilei < X do X:=X+Y; Y:=X+Y; i:=i+1 od
(2) A:=1; B:=1; fori:=2 to 2*X do C:=A+B, A:=B; B:=C od

if X>0 thenC:=(B-A)*X+A*Y; Y:=A*X+B*Y; X:=C fi _
sind aquivalengwirklich?), wenn man nur die Variablen X und
Y betrachtet. In der Semantik untersucht man u.A., wie man

Aquivalenzen beweisen oder wie kann man aus dem einen das
andere Programm automatisch erzeugen lassen kann.

Eidl © VC, FMI 582

Ebene Pragmatik: Die Pragmatik untersucht und beschreibt
die Beziehungen zwischen der Sprache und deren Benutzern
(Menschen, Maschinen) bzw. der jeweiligen Umwelt. Dies
kénnen einfache Fragen der Auswirkungen von Wartern bzw.
Satzen sein, aber auch verwickelte Zusammenhange zwischen
Interessen, die man mit der Benutzung einer Sprache verfolgt.

Die Pragmatik fuhrt aus dem Bereich der tUber Alphabeten
aufgebauten Sprachen hinaus ("welche Wirkung soll ein
erzielen?"), wirkt aber auch in sie von auf3en hinein, indem sie
z.B. die Begruindung fir Sprachelemente oder Darstellungen
von Daten ist ("wir flhren arrays ein, weil man hiermit die in
der Technik verwendeten Vektoren wiedergeben kann").

Der Pragmatik wurde in der Informatik bisher wenig Aufmerk-
samkeit gewidmet; dies andert sich aber zurzeit.

200¢
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Fast jede naturliche Sprache (Deutsch, Chinesisch, Latein,
Englisch usw.) kann als Metasprache verwendet werden, z.B.,
indem wir mit dieser Sprache eine andere nattrliche Sprache
beschreiben und erlernen (Fremdsprachenunterricht).

Naturliche Sprachen besitzen die Eigenscisafh selbst
beschreiben zu kénnen (Muttersprachunterricht einschil.
Grammatikkunde). Diese Eigenschaft finden wir bei vielen
kunstlichen Sprachen auch: Oft lasst sich in einer Sprache die
Sprache selbst beschreiben; insbesondere kann man hiermit
die Sprache erweitern, indem man die Syntax und die Bedeu-
tung der zuséatzlichen Sprachelemente in der Sprache selbst
formuliert. Naturliche Sprachen und Programmiersprachen
kénnen sich auf diese Weise standig weiterentwickeln und
neue Gebiete der Beschreibung und Bearbeitung erschliel3en.

Wir demonstrieren diese "Selbstbeschreibungsfahigkeit" an
einem Beispiel, indem wir kontextfreie Grammatiken mit
Hilfe der EBNF erzeugen (die EBNF ist eine kontextfreie
Grammatik, siehe Abschnitt 2.7).

Hierzu miussen wir Grammatiken als Worter einer Sprache
aufschreiben. Die Grammatik, Gus Abschnitt 2.7

G, =(Vy, 2y, P, ) mit V= {S},

2, =10, 1}, P1={(S1,1), (5, S,0), (51, S, 1)}
kann man als folgendes Wort der Lange 25

S1;0,1;(S,1)(S,8,0)(S,§,1);S, D A*
uber dem AlphabetA={",9)",%,%,0,1,5'"}
auffassen.

Auf diese Weise erzeugen wir nun (kontextfreie) Grammatiken
aus einer EBNF.
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Beispiel 2.9.2Folgende EBNF (¥, 5, Ps;, <Grammatik>)
umfasst die Sprache aller kontextfreien Grammatiken, deren
Terminalzeichen alle von der Form Tz und deren Nichttermi-
nalzeichen alle von der Form Nz sind mi{z}{0,1}*:

Vs = {<Ntz>, <Tz>, <P>, <rSeite>, <Grammatik>},
ZG:{I('1')'1'1I1';'1'0I1I1I1'N'1'Tl}s

Regeln:

<Grammatik> ::=
<Ntz> {!,' <Ntz>} "' <Tz>{, <Tz>} ;' <P> ' <Ntz>

<Ntz>:=N"1{0]1}
<Tz>:=T'"1{0]1}
<P>:={( <Ntz> ] <rSeite>)"}
<rSeite> ::= { <Ntz> | <Tz>}

Eidl © VC, FMI 58¢

Syntaxdiagramme hierzu zeichnen

Grammatik

<Grammatik> ::=
<Ntz> {!, <Ntz>} "' <Tz>{, <Tz>}";' <P> ' <Ntz>

200¢

Eidl© VC, FMI 587 200¢

Eidl © VC, FMI 58¢



Syntaxdiagramme hierzu zeichnen

Grammatik

<Ntz> :=N'"1' {0 | 1} <Tz>:=T''1'{0 |1}

200¢ Eidl© VC, FMI 58¢

Grammatik

Ntz

Gesamtansicht der
Syntaxdiagramme

Syntaxdiagramme hierzg<rSeite> kann man leicht einsparen)

Grammatik

<P> ;= {{( <Ntz> <rSeite>)'} <rSeite> ::= {<Ntz> | <Tz>}

200¢
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Nun erzeugen wir ein Wort u mit dieser EBNF, z.B.:
N1,N11;T10,T101;(N1,NIN11)(N1,T10)(N11,T101);ND Z;*

Zugehdrige Grammatik: G (V,, Z,, P, §) mit V,={N1, N11},
>,={T10, T101} und P,={N1-N1IN11,N1-T10,N11- T101}.
Die erzeugte Sprache lautet |JG {T10}{ T101}*.

Indem man die Zeichen nach irgendeiner Vorschrift umco
(zB::N1 o S, N11 - Y, T10 o a, T101 - b), gewinnt man

aus G eine gleichwertige Grammatik G, die bis auf Umbenennung
von Zeichen genau dem oben abgeleiteten Wort u entspricht:

G=MZZ P S) mtV={S, Y}Z={a, b} und
P={S- SY, S- a, Y- b}. Die erzeugte Sprache lautet
L(G) = {aH{b}* = {ab | k=0}.

200¢
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2.9.3 Hinweise

Hinweis 1:Beliebige Grammatiken lassen sich auf die gleiche
Weise beschreiben; man muss nur als "linke Seite" der Regeln
eine nicht-leere Folge von Nichtterminalzeichen zulassen.

Hinweis 2:Manches lasst sich nichtit einer EBNF darstellen,
namlich alle "Kontext bezogenen" Bedingungen. Insbesohdere

- Alle Nichtterminalzeichen miissen paarweise verschiedel

- Alle Terminalzeichen missen paarweise verschieden sein.

- Alle Zeichen, die in den Regeln vorkommen, missen in den
Auflistungen der Terminal- bzw. Nichtterminalzeichen
vorkommen.

Hinweis 3:Uber die Eindeutigkeit der dargestellten Grammatik
kann man hier keine Aussage machen. Sie muss i. A. fur jede
Grammatik einzeln bewiesen werden.

200¢

Hinweis 4:Bei der Definition von Programmiersprachen setzt
man bei der Semantik gerne ein schrittweises Vorgehen ein:
Zuerst definiert man eine sehr kleine Sprache, wie wir es z. B.
mit den Forderungen 2.1.5 (Al) bis (A9) (ohne A8Db, c, d; in
A7 reicht die einseitige Alternative) getan haben. Ist die Be-
deutung dieser "Kern"-Sprache bekannt, so erweitert man sie
und fuhrt die Bedeutung der neuen Sprachelemente auf die der
Kernsprache zuriick. Z.B. kann man auf diese Weise die for
und dierepea-Schleife, die zweiseitige Fallunterscheidu
eine_exitAnweisung usw. schrittweise hinzunehmen und
durch aquivalente Programmstlcke beschreiben.

Im Ubersetzerbau ist dieses VorgeherBalststrapping

bekannt, wobei man immer machtigere Ubersetzer einer
Sprache in eine andere erhalt. Am Ende kann man sogar einen
optimierenden Ubersetzer in der Sprache selbst schreiben und
von einem "schlechten” Ubersetzer realisieren lassen.
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2.9.4 Bemerkungen zur Definition von Programmiersprachen

Die Syntax wird durch eine kontextfreie Grammatik bzw. eine
EBNF definiert, der man Zusatzbedingungen umgangs-
sprachlich hinzufiigt (vgl. Hinweis 2). Oft lasst sich aus der
EBNF ein Parser automatisch erzeugen.

Die Semantik wird meist anhand vieler Beispiele erlautert. Es
gibt jedoch auch formale Methoden, um einem Programm die
realisierte Abbildung zuzuordnen (Stichwdrter: denotatio
Semantik, axiomatische Semantik, vgl. spateres Kapitel 7).

Bei der Definition geht man meist schrittweise vor, wobei
man die Sprache standig um neue Sprachelemente anreichert.
(Dies entspricht gerade dem "Bootstrapping”.)

Die Eindeutigkeit der EBNF einer Programmiersprache muss
getrennt nachgewiesen werden (diese Eigenschatft ist "unent-
scheidbar").

200¢
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Skizzezu Syntax und Semantik:

EBNF-Formalismus

konkretes zu
I6sendes Problem

Eingaben
aus E

S~ -

Ausgabe
inA,

definiert| eine Grammatik

-

Grammatik fur eine .
ein Programnmt

Programmierspracl 6{\9/"
O
erzeugt Sprachg,@‘\/ °
Menge aller | __Semantik | zygeordnete Abbildungen
Programme o Orc o(m) = f; E- A,
aqui valente

Umwandlungen
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2.10 Historische Anmerkungen

Zum BegqriffAlgorithmus Hiermit verbindet man das

griechische Wort arithmas (Zahl), vor allem aber den arabisch-
persischen Mathematiker Mohamad Ibn Musa Al-Chwarismi;
dieser lebte von 780 bis ca. 850 n.Chr., stammte aus der Region
suddstlich des Kaspischen Meeres, arbeitete am Hof des Kalifen
von Bagdad und hat neben anderen das "Kitab al-jabr w'al-
mugabala” (das Buch uber die "Regeln der Wiedereinse

und Reduktion") geschrieben; es behandelt die Losungen von
linearen und quadratischen Gleichungen; im Titel tritt das hier
mit "Wiedereinsetzung" Gbersetzte Wort "algebra” erstmals in
der Mathematik auf. In der lateinischen Fassung wird der Autor
mit "Algorithmi" bezeichnet. Hieraus entstand das Wort
Algorithmus als Begriff fir "exaktes Rechenverfahren”.

200¢

Algorithmen sind als mathematische Lésungsverfahren
recht alt. DeiEuklidische Algorithmugzur Berechnung
des gréf3ten gemeinsamen Teilers natirlicher Zahlen

while b20 do r := a.modb, a:=b; b :=r od
stammt aus der Zeit um 300 v. Chr. D&swvtonsche
Verfahrenzur Berechnung einer einfachen Nullstelle von
stetig differenzierbaren Funktionen f (wéhle einen
Anfangswert fur x und die Genauigkd geeignet

while [f(x)| >0 do x :=x - f(x)/f'(x) od

wird seit ca. 1670 verwendet. D@swul3sche Elimina-
tionsverfahrerzur Losung linearer Gleichungssysteme
wird seit Anfang des 19. Jahrhunderts eingesetzt.
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Die formale Definition fur "Algorithmus " erfolgte 1936
unabhangig voneinander in drei Arbeiten, und zwar Gber
den Lambda-Kalkul (dieserKalkul bildet die Grundlage
der funktionalen Programmierung) von Alar@burch
(1903-1995), Uben-rekursive Funktione(dies sind
einfache Programme mit den Konstruktoren ";", "if-then"
und "while") von Steven Col€leene(1909-1994) und
Uber eine auf Zeichen arbeitende MaschineTuring-
maschingvon Alan MathisonTuring (1912-1954).

Ab nun wurde es mdglich, Aussagen Uber Algorithmen
herzuleiten und "Unmadglichkeitsbeweise" wie den Satz
2.3.2 exakt zu fuhren. In der Folgezeit wurden weitere
Kalklle als gleichwertig zu den drei oben genannten
Darstellungen fur Algorithmen nachgewiesen.

200¢
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Zur Darstellung der Grundbereichgir Boolean und
character sind sie recht alt (vor dem griechischen Alphabet
plus Satzzeichen gab es bereits bei den Phdniziern und bei
den Agyptern vor 1300 v. Chr. ein buchstabenorientiertes
Alphabet). Der ASCII-Code wurde Anfang der 1950er Jahre
fixiert.

Das dezimale Stellenwertsystem flr natirliche Zahlen hat
sich ab dem 7. Jahrhundert in Indien entwickelt und gel:
durch die Araber bis Ende des 12. Jahrhunderts nach Europa.
Das mathematische Standardwerk "liber abbaci", das "Buch
der Rechenkunst" von Leonardo Pisano (gendibbnaccl)

aus dem Jahre 1202, verwendete und verbreitete dieses
System im Westen. Hier traten erstmals negative Zahlen auf.
Somit gibt es bereits seit 800 Jahren die uns gelaufige
Darstellung fur den Datentyp Integer.
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Gottfried Wilhelm Leibniz beschreibt 1697 das Binarsystem,

das vieles vereinfacht. Aber erst nach 1930 werden diese Ideen

technisch fur den Bau von Rechenmaschinen umgesetzt.

Erweitert man das Dezimalsystem auf Briiche, so erhalt man
die Darstellung des Datentyps Real. Diese Erweiterung
nahm erstmals +-Kasi, Direktor der Sternwarte v«

Samarkant, 1427 vor.

Die Darstellung im Zweierkomplement erfolgte mit der
Entwicklung digitaler Rechenautomaten in den 1940er
Jahren.

200¢
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Zu Grammatiken und BNFEine wesentliche Arbeit hierzu
stammt 1959 von Noam Chomsky. Hierin sind die Typ O, 1, 2
und 3 Grammatiken und Sprachen und deren diverse
Eigenschaften beschrieben. Es folgen viele Arbeiten, vor
allem Uber kontextfreie Grammatiken. Die Backus-Naur-
Form BNF entstand im Rahmen der Entwicklung der
Programmiersprache ALGOL ab 1957; sie ist nach i
wesentlichen Erfindern, dem Amerikaner J. Backus und dem
Dénen P. Naur, benannt. Die Syntax der meisten heutigen
Programmiersprachen wird in EBNF formuliert. Die
Syntaxdiagramme wurden als Veranschaulichung von BNF
und kontextfreien Grammatiken in den 1960er Jahren
vorgeschlagen.
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Zur ProgrammierungDer englische Mathematik&harles
Babbagg1792-1871) entwirft ab 1838 die "Analytical
Engine”, eine modern anmutende Rechenmaschine mit
Steuerwerk, Rechenwerk und Programmspeicher. Seine
Assistentin isAda Augusta Countess of Lovel#&815-

1852, Tochter von Lord Byron), die in Erganzung eines von
ihr Gbersetzten Artikels die Verwendung von Programmen
anregt und hierfur erste Programme schreibt. So wurde sie
zur "ersten Programmiererin”. Alle diese Arbeiten ger
jedoch in Vergessenheit und werden erst nach dem Bau der
ersten Computer wieder entdeckt.

Die "moderne" Programmierung beginnt ab 1940 mit Folgen
von Maschinenbefehlen, zwischen 1956 und 1961 mit Pro-
grammen in den ProgrammierspracR&RTRAN, ALGOL,

LISP, APLUNdCOBOL. Das Programmieren wird ein Kern-
gebiet der neuen Wissenschaft "Informatik".
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2.11 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1 Division

Beschreiben Sie die Division zweier natirlicher Zahlen; das

Ergebnis sei eine Gleitpunktzahl beschrankter Lange.

i) Verwenden Sie eine iterierte Subtraktion.

ii) Beschreiben Sie den zeichenweise arbeite
Algorithmus, den Sie aus der Schule kennen.

li) Nehmen Sie an, die Zahl a besitzt n Stellen, die Zahl b
besitzt m Stellen und das Ergebnis mdge genau k Stellen
besitzen. Wie viele Schritte fuhrt der Algorithmus ii)
dann durch?
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Aufgabe 2 Zahldarstellungen nattrlicher Zahlen

a) Schreiben Sie die Zahlen 5, 26, 144, 5040 jeweils zur
Basis 2, 3, 7, 16, -2 und -3.

b) Schreiben Sie diese vier Zahlen als Viertupek{rrs, r,)
wobei ¢ die Reste bzgl. der Zahlen€3, ¢, =11, g = 17
und g, = 26 entsprechend Hinweis 3 nach 2.4.8 sind.
Multiplizieren Sie 5 und 26 sowie 144 und 5040 in dieser
Rest-Darstellung und prifen Sie Ihre Result

Aufgabe 3 Zahldarstellungen rationaler Zahlen

a) Schreiben Sie die Zahlen 3.4, 169.52 und -888.88 zur
Basis 2 und 12 mit 9 Nachkommastellen (vgl. 2.4.12) sowie
in der Gleitpunktdarstellung mit Mantissenlédnge 11 und
Exponentenlange 5 (vgl. 2.4.14 bis 16).

b) Schreiben Sie -8.86 und -0.14 zur Basis 2 mit dem Zwei-
Komplement und addieren Sie sie in dieser Darstellung.
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Aufgabe 5 Operationen auf Sprachen (vgl. 2.6.6)

Es sei A die zweielementige Menge A = {a, b}.

(1) Bilde zur Menge L ={a,bb} die Mengen LL und LLL.
(2) Skizzieren Sie ein Verfahren, das zu einem WarAtv
feststellt, ob WIL* ist oder nicht.

(3) SeiJ ={ab}. Beschreiben Sie die Mengen J* und A*\J*.
(4) Sei K = {b, ab}. Beschreiben Sie die Mengel{K)*.

(5) Beschreiben Sie die Menge {(a" | n>0} mit Hilfe der
Sprachen J und K und der Sprachoperationen Vereinigung,
Differenz, Durchschnitt, Konkatenation und/oder Iteration.
(6) Sei H = {ba, bb}. Geben Sie einen Algorithmus fur das
Wortproblem der Menge (HJ)* an, d.h., geben Sie ein Ver-
fahren an, das zu jedem WortM* feststellt, ob wi(H O J)*
gilt oder nicht.
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Aufgabe 4 Datentypdeklarationen

Beschreiben Sie folgende Daten mit Hilfe der in Kapitel 1
vorgestellten Datentypen und Konstruktoren:

a) Liste der Nummern der GrolRbuchstaben im ASCII-Code.

b) Menge der Vornamen aller Freunde und Freundinnen.

¢) Zuordnung der Geburtsjahre zu jedem/r Freund/Freundin.

d) Datentyp fur die Wochentage und Datentyp fur funf selbst zu
definierende Wetterlagen (kuihl, regnerisch, sonnic

e) Zuordnung von Wochentag und Wetterlage zu der bei dieser
Situation geeigneten Kleidung.

f) Jede Teilmenge einer angeordneten Menge M mit n Ele-
menten lasst sich durch einen n-stelligen Booleschen Vektor
beschreiben, dessen i-te Komponente genau danistruenn

das i-te Element in der Teilmenge liegt. Definieren Sie askdie
Weise den Datentyp "Menge der Teilmengen von M".
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Aufgabe 6 Erzeugte kontextfreie Sprachen
Es seien V = {S, A} un& = {0, 1}. Welche Sprachen;lwerden
von folgenden kontextfreien GrammatikenQ3V, Z, B, S)
erzeugt mit
P,={S-0,S-1}
P,={S-1,5S-S,S-0,A- 0}
P;={S - 0S, S- 00}
P,={S-S51,¢{-00,¢-1,A-1,A-AS}
P;={S - 0A0, S- 1,A- 0S0}
Ps={S - 0AS, S-0,A- 1A1,A- 1}
P,={S - AA,A - 0A0,A- 1}
P;={S-AS,A-¢A-0S1, S A}
Py={S - SAS,A- 10, A- 0S1A, S- A}
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Aufgabe 7 Eindeutige kontextfreie Grammatiken?
Betrachten Sie folgende Grammatiker=QV, Z, P, S) mit

V={S, A B}undZ ={0, 1, 2, 3}. Welche sind eindeutig? Be-

grinden Sie Ihr "ja" oder geben Sie ein mehrdeutiges Wort an.

P]_:{S—>0, S—»A,A—»O}

P,={S-1,S- S}

P;={S - 0SS, S- 1}

P,={S-S1,¢{-0,A-AA A-1A-AS}

P;={S - 00B01S11, S-00B01S10S11,S 2,B- 3}
Ps={S - A0S, S- A /A -B1A, A- B, B - 2S2, B> 3}
P,={S-AB,A -0A1,A-¢B-0B,B-¢}

P;={S - Al1B, S- B1A,A - 0A0,A-1,B- 0B, B- 0}
P,={S - AS,A- 1B, B-0S, B~ 1AS, S~ 0B, S- 2}
Anmerkung: B hat etwas mit der ein- und zweiseitigen Fallun-
terscheidung, Petwas mit arithmetischen Ausdriicken zu tun.
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2.12 Einschub:Was Sie in der Mathematik lernten (oder
hatten gelernt haben sollen).

EineMengeist eine Zusammenfassung von paarweise
verschiedenen Elementen zu einem Ganzen.

Eine Menge kennzeichnet man stets durch geschweifte
Klammern {" und '}".

Man kann sie beschreiben, indem man ihre Elemente auf-
listet, evtl. mit "...", sofern das Bildungsgesetz klar ist, z.B.:

Dezimalziffer ={0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8,,9}
IB = {0, 1} £ {false, true} (Menge der Binarziffern
bzw. der Booleschen Werte),
Wochentag = {Mo, Di, Mi, Do, Fr, Sa, Sp}
INy={0, 1, 2, 3, ...} (Menge der natiirlichen Zahlen mit der 0)
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Aufgabe 8 Syntaxdiagramme

Geben Sie zu folgenden kontextfreien Grammatiken
G=MZP,S)ymitV={S,A, Bundz={0, 1, 2, 3}
moglichst einfache Syntaxdiagramme an:

P,={S - 0SS, S- 1}

P,={S-AA, S-0,A-AA A-1A-AS}
P;={S-0B1S3, £ - 0B1S2S3, £- 00, E - 11}

P,={S - A0S, S- A A -Bl1A A-B,B-2S2, B> 3}
P;={S-ABS,A-0Al1,A-¢B-0B,B-¢g S-2}
Ps={S - AlB, S- B1A,A - 0A0,A-1,B- 0B, B- 0}

Aufgabe 9
Definieren Sie die Syntax der BNF mit Hilfe der BNF.
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Oder man kann eine Menge M durch eine charakteristische
Eigenschaft beschreiben nach dem Schema
M = { a | a besitzt die Eigenschatft .... }.

noch Einschub

Beispiele

G ={a | a ist eine Dezimalziffer und a ist als Zahl durch 2 tdilbar

T ={w | wist ein Familienname und w kommt im Telefonbi

von Stuttgart des Jahres 2009 yor}
Prim = {p | p ist eine naturliche Zahl, p > 1 und p ist nur durch die
Zahlen 1 und p teilbar}
E ={w | wist der Name eines Ortes, dessen kulrzeste Entfernung
nach Stuttgart 50 km betragt}
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noch Einschub w

Wenn M eine Menge ist und a zur Menge M gehort, so sagt
man, a ist eiklement von Mund schreibt hierfir: @ M.
Gehort a nicht zu M, so schreibt mari] M.

In einer Menge kommt kein Element mehrfach vor. Die
Reihenfolge, in der die Elemente aufgeschrieben werden, spielt
keine Rolle. Die drei Mengen {1, 3, 1, 2, 3, 3, 3}, {1, 2, 3} und
{3, 1, 2} sind also gleict

Gleichheitzweier Mengen: M= N genau dann, wenn
(1) fur jedesal M giltallN und
(2) fur jedes &l N giltall M.

Wenn M nicht gleich N ist, dann ist MhgleichN, geschrieben
M #N. M# N gilt also genau dann, wenn es ein Element a gibt,
das in N, aber nichtin M, oder das in M, aber nicht in N liegt.
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noch Einschub
Ubliche grafische Darstellung fir zwei Mengen M und N:
M={g,we,r,t} N={rt, z, u}

M

(Hop,
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noch Einschub
Vereinigungzweier Mengen M und N:
M ON={a|alM oder &IN}.

Durchschnitzweier Mengen M und N:
M n N={a|alMund alN}.
Differenz zweier Mengen M und N
M\N={a|alM und alN}.

Machen Sie sich diese Operationen auf Mengen an der
folgenden grafischen Darstellung Klar.
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noch Einschub

Definition: "Enthalten, "Teilmengé:
M heil3t Teilmenge von N, im Zeichen: MIN oder N[ M,
genau dann, wenn fir jede§lav gilt a [0 N.

Ist M nicht Teilmenge von N, so schreibt man[MN.

M und N sind genau dargleict, wenn M in N und N in M
enthalten sind. Formel hierfir: M=N M ON und NO M.

Die spezielle Menge, die kein Element besitzt, nennt man die
leere Mengeind bezeichnet sie mit dem Symbaol Sie ist
Teilmenge jeder Menge.
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noch Einschub
Zu grundlegenden (Zahlen-) MengernMathematik und

Informatik: siehe Beginn von Abschnitt 2.4: von den natirlichen

Zahlen bis zu den komplexen Zahlen.

EineAbbildungf: M - N ordnet jedem &M héchstens ein
Element f(a)JN zu. M heil3MorbereichoderUrbildbereich
(engl..domain, N hei3tNachbereicloderBildbereich(engl.:
codomain.

Wird hierbei jedenadM ein Element f(e(IN zugeordnet

so heil3t die Abbildungptal.

Falls es moglich sein kann (aber nicht muss), dass manchen
alJM kein Element durch die Abbildung zugeordnet wird, so
spricht man von eingrartiellenAbbildung. Wird einem &M
kein Element durch die Abbildung f zugeordnet, so sagt man,
f(a) ist "nicht definiert" oder "undefiniert". Insbesondere ist
jede totale Abbildung auch eine partielle Abbildung.
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noch Einschub

Eine Abbildung f: M- N heif3tinjektiv genau dann, wenn
fur alle a, iIM mit a# b gilt: f(a) # f(b).

Eine Abbildung f: M- N heil3tsurjektivgenau dann, wenn
es zu jedem @dN mindestens einl@M mit f(a) = c gibt.
Beachte: f ist genau dann surjektiv, wenn f(M) = N gilt.

Eine Abbildung f: M- N heil3tbijektiv genau dann, wer
f injektiv und surjektiv ist.

Wenn f: M - N eine bijektive Abbildung ist, dann gibt es zu
jedem dIN ein eindeutig bestimmtesdaM mit f(a) = c.
Setze daher -f(c) = a. Dies definiert eine bijektive Abbildung
f-1. N - M. Diese Abbildung f heif3t dieUmkehrabbildung
oder dielnversezu f. Bijektive Abbildungen besitzen also stets
eine Inverse, die ebenfalls bijektiv ist.
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noch Einschub

Statt "Abbildung" sagt man ofEunktiorf’, auch wenn dieser
Begriff in der Mathematik meist auf Abbildungen beschrankt
ist, deren Vor- und Nachbereiche Zahlenmengen sind.

Die Menge der Elemente

Def(f) ={allM | es gibt ein bIN mit f(a) = b} M
hei3tDefinitionsbereichvon f.

fM - N ist also genau dann total, wenn Def(f) = M

Die Menge der Elemente

f(M) ={b OON | es gibt ein &M mit f(a) = b} O N

heil3tBild von foder Bild von M unter f.

Die Menge der Abbildungen von M nach N bezeichnet man
mit NM oder mitAbb(M,N) = {f | f: M - N} = NM,

(Achten Sie bei Blichern genau darauf, ob jeweitSgie oder totale
Abbildungen gemeint sind!)

200¢

Eidl © VC, FMI 61¢

noch Einschub

Wir fuhren folgende Begriffe fiir Mengen M élandlich”,
"unendlich”, "abz&hlbar", "Uberabzé&hlbar", "aufzahlbar"
und "beschrankt". Mi#M oder|M| bezeichnen wir die
Anzahl der Elemente der Menge M.

M ist endlich = M ist leer oder es gibt eine natirliche Zahl n
und eine Bijektion f: M- {1, ..., n}.
(In diesem Falle ist #M = 0 IN,.)

M ist unendlich« M ist nicht endlich.

M abzadhlbafunendlich)< Es gibt eine Bijektion von M
zu den naturlichen ZahléN.

M ist hochstens abzahlbar
M ist endlich oder M ist abzahlbar unendlich.
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noch Einschub

Beispiele:
{1, 7,12, 16, 19, 21, 22} und {Mo,Di,Mi,Do,Fr,Sa,So}
sind endliche Mengen (mit jeweils 7 Elementen).

Die Menge der geraden natirlichen Zahlen
G={0,2,4,6,8,10,12, ..} ={2| nOIN,}
ist eine abzahlbar unendliche Menge. Eine Bijektion
f.IN - G lautet: f(n) =-(n-1) fur alle nOJIN.

Auch die Menge der Primzahlen
Prim= {p | p ist eine naturliche Zahl, p > 1 und p ist nur
durch die Zahlen 1 und p teilbar}
ist abzéahlbar unendlich, weil es unendlich viele Primzahlen
gibt (denn: gabe es nur endlich viele Primzahlen, so musste
deren um 1 erh6htes Produkt eine weitere Primzahl sein).
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noch Einschub

M ist Uberabzéhlbar M ist nicht "hdéchstens abzahlbar".

M ist aufzéhlbar= M ist leer oder es gibt einen Algorithmus,
der jeder natlrlichen Zahl n ein Element der Menge M
zuordnet, und zu jedem Element von M gibt es
mindestens eine hierdurch zugeordnete nattrliche Zahl.

Andere Formulierunt

M ist genau dann aufzahlbavenn entweder M eine endliche
Menge ist oder wenn es eine bijektive Abbildunif- M

gibt, die berechenbar ist (d.h., es gibt ein Programm, so dass
dieses Programm zu jeder natlrlichen Zahl n das n-te Element
von M nach endlich vielen Schritten ermittelt).

Damit eine abzahlbar unendliche Menge M aufzahlbar ist, ver-
langt man also zusétzlich, dass es mindestens eine Bijektion

f: IN -~ M gibt, die man mit einem Programm berechnen kann
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noch Einschub

Folgerung Wenn eine Menge M hdchstens abzéhlbar ist,
dann ist auch jede Teilmenge von M hichstens abzahlbar.

Beweis:

Es sei M hochstens abzahlbar und M eine Teilmenge von M.
Falls K endlich ist, so ist K nach Definition hdchstens abzahlbar.
Sei also K unendlich. Dann muss auch M als Obermenge von K
unendlich sein. Weil M abzahlbar ist, gibt es eine Bijek

f: IN -~ M. Wir bezeichnen mit g=f(n) das n-te Element von

M und kdnnen M in der Form M={mm,, m,, ...} schreiben.

Unter diesen Elementen missen auch die Elemente von K
vorkommen. Setze g(1) = erstes Element von K, das in der
Reihenfolge m m,, m, ... vorkommt, g(2) = zweites Element
von K, das in der Reihenfolge,ym,, m,, ... vorkommt usw.

Dies definiert eine bijektive Abbildung tN - K, d.h., auch K

ist abzahlbarDieser Beweis ist nicht konstruktiv!)
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noch Einschub

Folgerung:
Jede aufzahlbare Menge ist héchstens abzahlbar.

Die Umkehrung gilt jedoch nicht. Ein Beispiel ist das
"Komplement des Halteproblems”, z.B. die Menge aller
Texte, die zu Algorithmen gehéren, die bei Eingabe ihres
eigenen Textes nicht anhalten.

(Anderer Beweis: Siehe am Ende dieses Abschr

Hieraus kann man folgern: Eine aufzahlbare Menge besitzt in
der Regel Teilmengen, die nicht aufzéhlbar sind.

(Es gilt sogar: Jede unendliche aufzahlbare Menge hat
unendlich viele nicht-aufzahlbare Teilmengen.

Hinweis: Malen Sie diesen Sachverhalt auf und versuchen
Sie, ihn sich auf diese Weise zu veranschaulichen.)
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noch Einschub

Der Begriff "beschrankt" ist ein relativer Begriff; er bezieht
sich auf die jeweils betrachtete Umgebung. Hierzu muss man
vorhereine Schranke k festlegdBei abzéahlbaren Mengen
lautet eine solche Definition dann beispielsweise:

M ist beschrankt Es gibt eine vorab festgelegte nattrliche
Zahl k, so dass M nicht mehr als k Elemente be

Eine beschrankte Teilmenge vibhist endlich, aber aus der
Eigenschaft "endlich” folgt nicht "beschrankt”, da man im
Allgemeinen die Schranke k nicht vorab festlegen kann.

N

noch Einschub Beispiele

Die leere Mengé] ist endlich. Sie besitzt'# = 0 Elemente.

Fir jede naturliche Zahl n ist die Menge {1, 2, ..., n} endlich.
Die Menge der naturlichen Zahléh= {1, 2, 3, ...} bzw.

={0, 1, 2, 3, ...} und die Menge der ganzen Zahlen
Z={..-2,-1,0,1, 2, 3, ... } sind abz&hlbar unendlich und
selbstverstandlich aufzéhlbar.

Die Menge der rationalen Zahlen
Q = {n/m | nO0Z, mOIN, n und m teilerfremd}
ist abzahlbar unendliaimdaufzahlbar (wie zeigt man dies?).

Die Menge der reellen Zahld® und die Menge der komplexen
ZahlenC sind Uberabzahlbar (Beweis lUber das Cantorsche
Diagonalverfahren, vgl. Mathematikvorlesungen).
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noch Einschub Beweisidee
DassQ aufzahlbar ist, zeigt folgende Skizze {8, mUIN):

m o 1 -1 2 -2 3 3 4 4 5 -5
1 o 1 1 2 -2 3 3 4 4 5 5
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 o0 1 1 2 -2 3 3 4 4 5 5
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 o 1 1 2 -2 3 3 4 4 5 5
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
4 6 1 1 2 -2 3 3 4 4 5 5
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
5 0o 1 1 2 -2 3 3 4 4 5 5
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
6 0o 1 1 2 -2 3 3 4 4 5 5
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
7 o6 1 1 2 -2 3 3 4 4 5 5
7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
Nun geht man dieses Schema diagonal von rechtsrammlinks

unten durch, wobei man bereits aufgetretene rdgafahlen
wegstreicht. So entsteht eine "Aufzahlung" deoratlen Zahlen.
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noch Einschub
DassQ aufzahlbar ist, zeigt folgende Skizze {8, mUIN):

m01-12-23-34-45-5
1 _1_1_1_2 13 _25_28 ° 11_31541 204 25 3@.5 37
1 2 3 5 -5
2| & 54~ 6% % “21&—2% 9% 7 953
3 g _1_7_19 ?1 21 B 431435 -5
3 3 3 3 3
1 1 2396-3 5 5
4| % ‘Zlc"lg% I s v S S
114-1182 222273733374 -4
5% gl 4 g g
119-12 5 -5
6| & 6%%%%%%% 6 6
154-1982 342 3 4 -4 5 5
AR S s Bt e S B B
Die grinen Zahlen geben den Anfang einer Bijekiiatschen
IN und den rationalen Zahléhan. Die Reihenfolge beginnt mit
0,1,-1,1/2,2,-1/2,1/3,-2,-1/3,1/4,3,2/3,-1/4,1/53/2,-2/3, .
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Wenn M eine aufzahlbare Menge ist, dann ist stets auch die
Menge M* aufzahlbar (Argument analog wie kg

noch Einschub

Zu Sprachen siehe 2.6.5 und 2.6.6. Aus den Definitionen
folgt:

Jede Teilmenge einer abzahlbaren Menge ist abzahlbar.
Zu jeder aufzahlbaren Menge gibt es einen Algorithmus,
der diese Menge aufzahlt; folglich kann es nicht n
aufzahlbare Mengen (Uber einem festen Alphabet) geben,
als es Texte fir Algorithmen gibt, d. h., die Menge aller
aufzahlbaren Mengen muss aufzéhlbar und somit auch
abzéhlbar sein.

Die Menge aller Teilmengen Uber einem festen Alphabet
ist aber Uberabzahlbar, folglich muss es unendlich viele
abzahlbare Mengen geben, die nicht aufzahlbar sind.
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3. Daten und ihre Strukturierung

Hinweis zur Syntax: Der aktuelle Stand ist als Anhang P unter
http://www.adaic.org/standards/05rm/RM.pdf

zu finden. Siehe auch:
http://www.iste.uni-stuttgart.de/ps/ada-doc/rm2G38/TOC.html

3.1 Programmaufbat (speziell in Ada 200!

3.1.1 Syntax
subprogram_declaration ::=

[overriding_indicator] subprogram_specificatipn

subprogram_specification ::=
procedure_specification | function_specification

3. Daten, ihre Strukturierung und Organisation

3.1 Programmaufbau

3.2 Lexikalische Einheiten

3.3 Uberblick Datenstrukturen - Kontrollstrukturen
3.4 Zeigertype

3.5 Listen

3.6 Referenzkonzept

3.7 Baume

3.8 Relationen und Graphen

3.9 Beispiele

Eidl © VC, FMI 63C

procedure_specification ::=
proceduredefining_program_unit_name parameter_profile
function_specification ::=
functiondefining_designator parameter_and_result_profile

subprogram_body ::= [overriding_indicator]
subprogram_specificatida declarative_part
begin handled_sequence_of_statemeetsl[designator}
overriding_indicator ::=rjof] overriding

defining_prograr parameter

@—' _unit_name profile
@®
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not
L declarativg handled_sequenge :
_part _of_statements end O_’
(function_specification fehlt hier noch) designatﬂr
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Ein Programm bekommt einen Namen
defining_program_unit_name

Ein Name bezeichnet ein Programmobjekt. In der Regel ist

ein Name ein "Bezeichner" (= identifier), in Ada 95:

identifier ::= identifier_letter {{underline] letter_or_digit}

Bezeichner wurden bereits behandelt (2.1.5, 2.6.2, 2.7.5). In
Ada 2005 kann man Bezeichner noch etwas anreichern. Ein
reserviertes Wort darf nicht als Bezeichner verwendet we

Ein Name kann aber auch ein indizierter Bezeichner sein,
z.B. X(i), oder ein Operatorsymbol (siehe Ende von 1.7).
In Ada 2005 lautet die Syntax fur einen Namen:

name ::= direct_name | explicit_dereference | indexed_component
| slice | selected_component | attribute_reference |
type_conversion | function_call | character_literal

Der Anweisungsteil folgt nach dem Deklarationsteil in Form
einer handled_sequence_of statements . Dies ist eine Folge
von Anweisungen (sequence_of_statements), der eine
Ausnahmebehandlung (exception) folgen darf.

handled_sequence_of_statements ::=
sequence_of statements
[exceptionexception_handler {exception_handler}]

Eine Anweisung (statement) ist eine einfache Anwei
(simple_statement) oder eine zusammengesetzte Anweisung
(compound_statement), der eine oder mehrere Marken
(label) vorangestellt werden dtrfen. Dies hatten wir bereits

in 1.11 besprochen, Syntaxbeispiele ab 2.8.5.

Den "exception-Teil" (Ausnahmebehandlung) nehmen wir
zunachst nur zur Kenntnis. Er soll Abweichungen von der
normalen Berechnung und Fehler abfangen.
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3.1.2 DeklarationsteiProgramme beginnen nach dem "is" mit
einemDeklarationstei(declarative_part). Syntax:

declarative_part ::= {declarative_item}
declarative_item ::= basic_declarative_item | body

basic_declarative_item ::=
basic_declaration | aspect_clause | use_clause

basic_declaration ::=
type_declaration | subtype_declaration |
object_declaration | number_declaration |
subprogram_declaration | abstract_subprogram_declaration |
package_declaration | renaming_declaration |
exception_declaration | generic_declaration |
generic_instantiation | null_procedure_declaration

Eidl © VC, FMI 634

Hier erkennt man erneut, wie umfangreich die Sprache
Ada ist. Fur unsere Zwecke benétigen wir zunachst nur die
Typdeklaration (type_declaration) und die Einfihrung von
Variablen (mit oder ohne Indizierung).

Die komplette object_declaration lautet:
object_declaration ::=
defining_identifier_list: [aliase( [constar]
subtype_indication:f expression] |
defining_identifier_list [aliased [constarnit
access_definitionf expression] |
defining_identifier_list [aliased [constarnit
array_type_definition:E expression] |
single_task_declaration |
single_protected_declaration

200¢
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Wir benétigten bisher nur den Teil, mit dem man einfache und
indizierte Konstanten und Variablen vereinbart:
object_declaration ::=
defining_identifier_list [constant
subtype_indication f expression] |
defining_identifier_list [constanit
array_type_definition:E expression]
defining_identifier_list ::=
defining_identifier { defining_identifier}
defining_identifier ::= identifier
subtype _indication ist fir uns zuné&chst nur der Bezeichner fir
einen Datentyp. Die array_definition wurde bereits behandelt.

"body" bezeichnet den Implementierungsteil einer vereinbarten
Programmeinheit (Prozedur, Task, Paket usw.).

200¢

3.2 Lexikalische Einheiten(in Ada)
3.2.1 Zeichensatz

Wir wahlen exemplarisch die Sprache Ada. Andere Sprachen
sind ahnlich aufgebaut. Zunachst zdeichensatz

Friher: Ada-95-Programme wurden im Zeichensatz Latin-1
gemal ISO-Standard 8859 geschrieben. In 1.8.4 ist Latin-1
komplett abgedruckt. Latin-1 umfas$t-2256 Zeichen
einschliellich einiger Steuerzeichen, die sich nicht au
Tastatur befinden. Der au$2 128 Zeichen bestehende ASCII-
Code (siehe 2.4.6) ist hierin enthalten. Man kann durch "Val"
und "Pos" auf alle Zeichen zugreifen (vgl. 1.8.1 und 1.8.4).
Heute: Ab Ada 2005 wird der "Multiple octet-coded character
set" der Norm ISO/IEC 10646:2003 verwendet. Einige Zeichen
werden hierbei verboten, die Bedeutung mancher Zeichen
(insbesondere der grafischen Zeichen) ist abhangig von der
Implementierung. (Ada stellt viele Zeichensatze bereit.)
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3.2.2 Lexikalische Einheiten

Ein Programm ist eine Folge Zeichen aus dem Zeichensatz. Diese
Folgen sind nicht beliebig aufgebaut, sondern sie bilden eine
Folge von textuellen Einheiten, genannt "lexikalische Einheiten”.

Ada kennt die folgenden lexikalischen Einheiten:

- Bezeichner zur Identifizierung von Programmobjekten,

- Literale zur Bezeichnung von Wert(numerisch, Zeichen, Strir,

- Begrenzer ("delimiter”) mit spezieller Bedeutung, die zugleich
lexikalische Einheiten voneinander trennen, und zwar:
&' ()*+,-./:;,<=>]|==> 2= /[z> <= << >> <>

- 72 reservierte Worter mit spezieller Bedeutung, siehe 1.4,

- Trennzeichen ("separator”) zur besseren Aufbereitung

Eidl © VC, FMI 63¢

Beispiel:Betrachte folgende Programmzeile:

foriin 15..N loop K1Z:=K6T+1; L:=N; end loop- Mache etwas

Begrenzer Literale  Bezeichner Wortsymbol Kommentar

15 i for -- Mache etwas
= 1 N in
+ K1z loop
; KeT end
L

(Zwischenraum, Tabulatorzeichen, Zeilenende)
- Kommentare zur besseren Verstandlichkeit.

Trennzeichen sind der Zwischenraum (auf3erhalb von Strings und

Kommentaren), das Zeilenende und Formatierungszeichen.
|
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Bezeichner=Identifikator fir Programmobjekte wie Variablen,
Funktionen, Typen, Marken usw.

Literal = Bezeichnung eines festen Wertes, vor allem Zahlen,
Zeichen oder Zeichenketten (Text, String).
Begrenzer= Symbol zum Begrenzen lexikalischer Einheiten.

Es kann aus einem oder mehreren Zeichen bestehen.
Oftmals ein Operator.

Wortsymbo = Reserviertes Wc der Sprache wie for, if, and, mod u
(oft unterstrichen oder fett oder farbig geschrigbe

Trennzeicherr Trennt lexikalische Einheiten voneinander, maist
Griinden der Lesbarkeit.

Kommentar= Zeichenfolge vom Doppelstrich -- bis zum Zeilenende
Dient der Erlauterung und Lesbarkeit. Es solltésste
ein langerer Kommentar am Anfang stehen, und sie
sollten zur Erlauterung ins Programm eingetreut.sei

200¢

comment ::=-{non_end_of_line_character}
numeric_literal ::= decimal_literal | based_literal
decimal_literal ::= numeraljumeral] [exponent]
numeral ::= digit {[underline] digit}
exponent ::=E [+] numeral [E - numeral
digit::=0]1]2|3|4|5]|6]7]8]|9
based _literal ::=

base# based_numeraldased_numeral} [exponent]
base ::= numer
based_numeral ::= extended_digit {{underline] extended_digit}
extended_digit ::=digitA |B|C|D |E|F
character_literal ::=graphic_character
string_literal ::="{string_element}
string_element ::=" | non_quotation_mark_graphic_character
In Bezeichnern wirdn Adanicht zwischen grofRen und kleinen Buchsta-
ben unterschieden! Alg und alG sind hier also ldielgen Bezeichner.
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3.2.3 Wortsymbole

auch "reservierte Worter" oder "Schliusselworter” genannt.

Diese Worter haben eine feste Bedeutung in der jeweiligen
Programmiersprache. Sie durfen nicht als Bezeichner
verwendet werden!

In Ada 95 waren es 69 Worter, in Ada 2005 kamen die drei
Worter "interface", "overriding" und "synchronized" hin:

siehe 1.4. In der Sprache Java gibt es 50 reservierte Worter, in
Delphi sind es 62.

Es gibt/gab Programmiersprachen, bei denen die reservierten
Worter umdefiniert oder als Bezeichner benutzt werden
konnen (Standardbeispiel ist PL/I). Dies dient aber nicht der
Lesbarkeit und Durchschaubarkeit von Programmen.

200¢
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Gewisse Worter haben eine vordefinierte Bedeutung, kénnen
aber vom Benutzer anderweitig verwendet werden. Beispiele
in Ada sind Integer, storage_error, Float, Boolean, True usw.
Die in der Ada-Umgebung vordefinierte Bedeutung geht dann
innerhalb der jeweiligen Programmeinheit verloren.

Beachte: In Ada darf man auch nicht AND oder aNd als
Bezeichner verwenden, da die Grol3- und Kleinschreibung hier
(im Gegensatz zu den meisten anderen Programmierspri

nicht unterschieden wird.

Hinweis:Manche reservierte Worter haben in einer anderen
Umgebung eine andere Bedeutung, z.B. bedeutet or in einem
Booleschen Ausdruck das logische "Oder", wéhrend es in
einer select-Anweisung eine nichtdeterministische Auswabhl
bezeichnet.
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3.3 Uberblick Datenstrukturen - Kontrollstrukturen

Datenstrukturen und Kontrollstrukturen stehen in einer engen
Beziehung zueinandelede Datenstruktur sollte nur mit der
zu ihr gehdrenden Kontrollstruktur bearbeitet werden.

Hat man umgangssprachlich eine Lésungsidee oder einen
Lésungsalgorithmus aufgeschrieben, so formalisiere man
zunéachst die Datenbereiche und formuliere anschliel3end, wie
das Losungsverfahren hierauf arbeiten ¢

Datenstrukturen, die in der Praxis haufiger auftreten, werden
in den heutigen Programmiersprachen in Form von Moduln
(Pakete, Klassen, ...), die in "Bibliotheken" abgelegt sind,
mitgeliefert. Ein Grol3teil der detaillierten Programmierung
entfallt daher fur die Informatiker(innen), die sich zunehmend
darauf konzentrieren, Probleme mit HitferhandeneStruk-
turen zu beschreiben und zu I6sen.

200¢ Eidl© VC, FMI 64&

Bezeichnung Mathem.Symbal  Datenstruktur Kontrollstruktur in Ada
Aufzéhlung {m;,m,...m} Aufzéhlungstyp | mit Succ Succ, Pred und
einer Menge und Pred andere Attribute
Zushéngende [a..b] range .. _for=abydtob| foriina..b
Teilmenge
kartesisches | M;xM,x...xM,, | record ; ;

Produkt
kartesisches Mmn array <Index> fori:=1ton foriin 1..n
Prod. mit sich of <Kompon.>
disjunkte M,0M,0...0M,, | record case case ...
Vereinigung mit cast wher ... when ... =>.
Folgen, m* seq of ... while while
Wortmenge oder Listen
Baume, Term, Aus- BinBaum, AVL, | Rekursion Rekursion
Graphen druck, Graph | Graph usw. (selten whilg (oder while)
Potenz- M set of ... _fomit Eigen- | simulieren mit
menge schaften arrays, Listen usw.
Menge der | app (M,N), N | function..result | Aufruf, Aufruf, Zeiger
Abbildungen P procedure Applikation auf Prozeduren
Menge der Hierarchien Referenzen, newund new und .all
Namen M, M,, ..M} Zeiger dereferenzieren (evtl. aliased)

Zusammenspiel von Daten-diKontrollstrukturen

Welche Konstruktoren gibt es nun, um aus elementaren
Datentypen zusammengesetzte Strukturen zu erhalten?

Mathematische Operatoren, um Bereiche zusammenzusetzen, sind
(wir kopieren hier aus der Folie 2.4.19):

Unterbereichelntervalle (z.B. Einschrankung auf a..b),

kartesische Produkt@®atensatze, "record"),

n-faches Produl einer Menge (Feld, Vektor, "array
(disjunkte)Vereinigungvon Mengen (varianter record, union),
Potenzmengg@'set of "),

Funktionernzwischen Mengen (function, procedure),

Graphen Relationen (realisiert durch Zeiger, pointer, "reference").

Diese Konstruktoren, die zugehdérigen Kontrollstrukturen und
ihre programmiersprachliche Beschreibung im Uberblick:

200¢
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3.4 Zeiger (access-Datentypen)

3.4.1 Begriffsbestimmundstatt die Werte von Variablen direkt
zu manipulieren, kann man auch mit Verweisen ("Zeiger" oder
Pointer auf die Variablen) arbeiten. Man deklariert dann den
Datentyp "Verweis auf ..." oder "Zeiger auf ...".

In Ada schreibt manaccessDatentyp>.

Dies sieht zunachst etwas gekunstelt aus, ist aber ein gangiges
Konzept aus dem Alltag: Die gesuchte Information liegt r
unmittelbar vor, sondern befindet sich an der Stelle ... oder an
der Adresse ... .

Solche Verweise auf die Stellen, wo sich die eigentlichen Daten
befinden, sind zum Beispiel Adressbilicher, Standortangaben von
Buchern in einer Bibliothek, Verweise in diesem Skript der Art
"siehe Kapitel ...." oder "siehe Lehrbuch ..., Seite ...", Hinweise
auf Paragraphen im Rechtswesen usw.

200¢
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Umgangssprachliches Beispiélddiere die Euro-Barbestande
zweier Bankfilialen; die eine befindet sich in Stuttgart in der
Bankengasse 3 und die andere in Frankfurt, Geldallee 16.

[0}

(9]

% —
) £9
52 50
o0 L®
£ co
28 So
"o Lo

X= Y=
AX AY Stuttgart, Frankfurt,

Bankengasse 3 Geldallee 16

Mit AX+AY meinen wir dann, dass die beiden Variablen zu
addieren seien, die sich an den Adressen befinden, die in AX
und in AY gespeichert sind.

200¢
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3.4.2 Externe und interne Namen

Jede bisher betrachtete Variable besitzt einen im Programm
verwendeten "externen" Namen (meist ein Bezeichner,
eventuell mit Zusatzen). Sie muss sich aber zugleich irgendwo
im Speicher befinden. Die Stelle, ab der die Variable (bzw. ihr
Wert) im Speicher steht, nennt man den "internen Namen"
oder dieAdressi der Variablen

Der (externe) Name der Variablen ist dann nichts anderes als
die symbolische Bezeichnung fur die (Speicher-) Adresse.
Diese Auffassung erklart auch, warum verschiedene Variablen

innerhalb eines Blocks verschiedene Namen besitzen missen:

Zu jedem Block gehort ein eiger@peicherbereichnd in
jedem Speicherbereich ist jedem Bezeichner genau eine
Adresse zugeordnet.

200¢
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Umgangssprachliches Beispiel (Fortsetzurigjeser Sachver-
halt wird grafisch durch Zeiger ausgedruckt, die auf Variablen
zeigen:

VL

Stuttgart, Frankfurt,
AX AY Bankengasse 3 Geldallee 16

Mit AX+AY meinen wir also: Folge dem Zeiger, der von
AX, und dem Zeiger, der von AY ausgeht, und addiere die
Werte, die sich in den referenzierten Variablen befinden. =

200¢
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Der Wert einer Zeiger-Variablen, die auf eine andere Variable
verweist, ist (logisch betrachtet) der Name und gleichzeitig
(physisch betrachtet) die Adresse der referenzierten Variablen.

In Ada darf einer "normalen” Zeigervariablen nur ein interner
Name zugewiesen werden, also eine Variable, die man nicht
mit einem externen Namen im Programm ansprechen kann,
sondern die man nur Uber Zeigervariablen erreichen kann. Mit
"allgemeinen" Zeigervariablen kann man auch auf Varia

des Kellerspeichers zugreifen (die zugehdrigen reservierten
Worter lauten in Adaall und aliaseq.

Zusatzlich trennt Ada die Variablen, die durch Deklarationen
(also durch die Vereinbarung eines externen Namens) definiert
werden, sorgfaltig von denen, auf die nur verwiesen werden
kann. Die ersteren stehen im Kellerspeicher, letztere in der
"Halde".

200¢
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3.4.3 Speichereinheitehm Berechnungsmodell fur die

Sprache Ada gibt es also drei grof3e Speichereinheiten:

- Der Speicherbereich fur das Programm.

- Der ("Keller"-) Speicher fur die deklarierten Variablen.
Dieser Speicher unterliegt der Blockstruktur, die zugleich die
Lebensdauer und den Sichtbarkeitsbereich festlegt.

- Die "Halde" (in Ada "storage podlgenannt) flr dynamisch
erzeugte Variablen oder Speicherbereiche, die keinen externen
Namen, sondern nur noch interne Namen, d.h., nach i

nicht-sichtbare Adressen besitzen.
Gesamter Speicher

Kellerspeicher: Pul-
siert mit dem Wechsel
zwischen Blocken und

Programmspeicher,
wird beim Ablauf
des Programms nicht

Halde: Wo Platz ist,
werden referenzierte
Daten abgelegt. Wird

verandert. Prozeduren. dauernd aktualisiert.
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X
(]
X:= newT;

Ergebnis der Deklaration und
dieser Wertzuweisung.

200¢ Eidl© VC, FMI
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1. Mit der ! "
Deklaration '\
wird die !
Zeiger-

Pro gramm

\

7
3. Durch die Wert-

X sei eine Zeiger-| variable X/
variable, die auf _
Variablen des Typs . --
T zeigendar | __--- -t e -

/" zuweisung erhalt X '\
angelegt | / die Adresse des \
--------- ) // erzeugten Objekts. \

,,,,,, - " neues Objektvom Typ T
1 in der Halde angelegt.

Skizze, wie eine Zeigervariable in
der Programmierung eingesetzt wird.

200¢
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3.4.4 Verwendung von Zeigertypen

Mit Zeigern lassen sich vor allem Daten, deren Struktur sich
standig andert, gut beschreiben. Solche durch Zeiger zusam-
mengehaltene Daten heil3etytiamische Datenstrukturen

Die einzelnen Teile solcher Strukturen brauchen keinen
externen Namen zu besitzen. Man muss nur wissen, wie man
zum nachsten Element oder zu einer Menge von benachbarten
Elementen gelangt. Statt des externen Namens genigt der
"Verweis" (Referenz oder Zeiger) auf den internen Namen.

Von auf3en muss nur mindestens ein Zeiger auf mindestens
ein Element der Struktur (z.B. das "Anfangselement")

bekannt sein.

Wir beginnen mit der Darstellung eines arithmetischen
Ausdrucks und erlautern Listen und ihre Operationen.

200¢
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Beispiel:Array-Darstellung Aarray(1..6)of Character
A

(la|+]2]3])
1 2 3 4 5 &6

Andere Darstellung (anschaulich):

( @ a| e + | @ Der Anker nenn
/ den Ort, wo das

erste Element '(’
J /

steht, dort steht
"Anker"

dann, wo das
zweite Element 'a’
abgelegt ist, usw.

Darstellung in Adanittels "acces%

Zelle
typeZelle; ?
] Zelle
typeRef_Zelleis accesZelle;
type Zelleis recorc
Inhalt: Character; oL2elle |
Next: Ref Zelle; Inhalt Next

end record

Prinzip: In einigen Programmiersprachen wie Ada misdkrBestandteile

einer Deklaratiorzuvordefiniert werden. Daher muss eine "Vor-Information"
typeZelle gegeben werden, die auf die kommende Pegiaisy hinweist. Dies
haben wir bereits bei rekursiven Funktionen, sitffeviertes Beispiel, kennen
gelernt. In anderen Programmiersprachen verlangtdies in der Regel nicht.

200¢

Eidl© VC, FMI 657

typeZelle; -- orab-Information, dass spéter "Zelle" definieitd
typeRef Zelleis accesZelle;
typeZelleis record
Inhalt: Character;
Next: Ref Zelle;
end record

Z: Zelle; Anker: Ref Zelle;

Hierdurch werden zwei Variablen im Kellerspeicher ange
In Ada werden Zeigervariablen stets mitll (="kein Verweis")
initialisiert:

4 Anker
o o—
Inhalt Next

— bedeutet "kein Verweis" (null)

200¢
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Will man eine Variable in der Halde anlegen, auf die nur
verwiesen werden soll, so verwendet man das Schlisselwort
newmit Angabe des zu erzeugenden Datentyps (new ist ein
"Generator flr Speicherplatz”, enghllbcatot’).

Anker: Ref_Zelle; ... Anker :newZelle;
Veranschaulichung:

Anker := new Zelle;

ImKeller->~~__ 7 N eeeeee
speicher: ! Dies wird
! durch diel

| Wertzu-i

o o+ i weisung

Inhalt Next | _ erzeugt)

Nun kénnen wir eine beliebig lange Kette von Verweisen bilden:

200¢

Eidl© VC, FMI 65¢

200¢

Eidl © VC, FMI 66C



Anker, p, q: Ref_Zelle; ...
p :=newZelle; p.Inhalt :='A"; p.Next :5aull; Anker := p;

foriin 1..3loop
g:=newZelle;
g.Inhalt := Character'Val (65+i);
p.Next :=q; p:=q;

end loop ...

Veranschaulichun

Al e

Inhalt Next
Anker X q

o1 | el o

Anker, p, q: Ref_Zelle; ...
p :=newZelle; p.Inhalt :='A"; p.Next :5aull; Anker := p;

foriin 1..3loop
g:=newZelle;
g.Inhalt := Character'Val (65+i);
p.Next :=q; p:=q;

end loop ...

Veranschaulichun

d o o 1

200¢

Eidl© VC, FMI

Anker, p, q: Ref_Zelle; ...
p :=newZelle; p.Inhalt :='A"; p.Next :5aull; Anker := p;

foriin 1..3loop
g:=newZelle;
g.Inhalt := Character'Val (65+1i);
p.Next :=q; p:=q;

end loop ...

Veranschaulichun

A B | e

Inhalt Next Inhalt Next
Anker X q\ i

é h » 1
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Anker, p, q: Ref_Zelle; ...
p :=newZelle; p.Inhalt :="'A"; p.Next :5aull; Anker := p;
foriin 1..3loop
g:=newZelle;
g.Inhalt := Character'Val (65+i);
p.Next :=q; p:=q;
end loop ...

Veranschaulichun

Al e B | e+
Inhalt Next Inhalt Next

Anker p q \ i

d » 2

200¢
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Anker, p, q: Ref_Zelle; ...
p :=newZelle; p.Inhalt :='A"; p.Next :5aull; Anker := p;

foriin 1..3loop
g:=newZelle;
g.Inhalt := Character'Val (65+i);
p.Next :=q; p:=q;

end loop ...

Veranschaulichun

A o B C| e
Inhalt Next Inhalt Next Inhalt Next
Anker p q [
é ¢ 2
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Anker, p, q: Ref_Zelle; ...
p :=newZelle; p.Inhalt :='A"; p.Next :5aull; Anker := p;

foriin 1..3loop
g:=newZelle;
g.Inhalt := Character'Val (65+1i);
p.Next :=q; p:=q;

end loop ...

Veranschaulichun

Al e B O C D | e
Inhalt Next Inhalt Next Inhalt Ne Inhalt Next
Anker p j

d o o 3

66¢

Anker, p, q: Ref_Zelle; ...
p :=newZelle; p.Inhalt :='A"; p.Next :5aull; Anker := p;

foriin 1..3loop
g:=newZelle;
g.Inhalt := Character'Val (65+i);
p.Next :=q; p:=q;

end loop ...

Veranschaulichun

Al e B o C| e
Inhalt Next Inhalt Next Inhalt Next
Anker P / i
d o o 3

200¢
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Anker, p, q: Ref_Zelle; ...
p :=newZelle; p.Inhalt :="'A"; p.Next :5aull; Anker := p;

foriin 1..3loop
g:=newZelle;
g.Inhalt := Character'Val (65+i);
p.Next :=q; p:=q;

end loop ...

Veranschaulichun

Al e B o C| e D | e
Inhalt Next Inhalt Next Inhal Inhalt Next
Anker p q

é o

o

66€
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Anker, p, q: Ref_Zelle; ...
p :=newZelle; p.Inhalt :='A"; p.Next :5aull; Anker := p;
foriin 1..3loop
g:=newZelle;
g.Inhalt := Character'Val (65+i);
p.Next :=q; p:=q;
end loop ...

Veranschaulichun

Al e B | e C| e D | e

Inhalt Next Inhalt Next Inhal Inhalt Next
Anker / L
P 9 Dies ist das
é o L g Ergebnis!
Eidl © VC, FMI 66¢

: ) . |3.4.5 Allgemeines
with Ada.Text_1O;useAda.Text_I0O; Programm zum Aufbal

procedureChar_Listes einer Verweiskette.
typeZelle; typeRef_Zelleis accesZelle;

typeZelleis recordinhalt: Character; Next: Ref_Zellend record
Anker, p, q: Ref_Zelle; Anzahl: Natural;

begin ...
p :=newZelle; Get(p.Inhalt); Anker := p; Anzahl := 1;
while not End_Of_Fileloop

g:=newZelle;

Get(g.Inhalt); Anzahl := Anzahl+1,

p.Next :=q; g.Next:sull; --g.Next:=null; ist hier iberfliissig

p:=q; Die einzelnen Zeichen der Eingale
end loop werden nacheinander eingelesen

und in eine "Verweiskette", auf

deren Anfang die Variable Anker
end zeigt, abgelegt. Zugleich wird die
Lange der Liste in "Anzahl" notiert.

Zurtck zu unserem Beispiel. Die Aufgabe lautet: Wir wollen
anstelle des Feldes

A

(la|+]|2]3])
1 2 3 4 5 6

eine Struktur der folgenden Form aufbauen:

(| @ a| e + | @

Wir formulieren

die Losung
2 | e dieser Aufgabe
J als Programm
"Anker" / auf der folgen-

nker .
3| e ) o—— den Folie.
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3.4.6 Wertzuweisungen bei Zeigern

Es sei X eine Zeigervariable. Was bedeutet dann die Wertzu-
weisung X := genau? Und wie darbX" aussehen?
Wir klaren zunachst:

Was bewirkt eine Deklaration (z.B. die Deklaration von X)?

- Sie fuhrt ein Objekt ein und gibt ihm einen "externen"
Namen

- Sie ordnet dem Objekt einen "Typ" zu und klart somit die
Verwendungsmadglichkeiten und Beschrankungen.

- Mit der Deklaration wird Speicherplatz fir das Objekt im
Kellerspeicher angelegt, dessen (Anfangs-) Adresse

("interner" Name) fesiit dem externen Namen verbunden
wird.
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"Normale" Zeigervariablen erhalten als Werte nur die
internen Namen von Variablen in der Halde. Diese werden
nicht durch eine Deklaration, sondern durch "new" erzeugt.

"Allgemeine" Zeigervariablen kdnnen dagegen auf Variablen,
die im Kellerspeicher stehen, verweisen (siehe 3.4.3).

Hier kann man bei der Typdefinition durch "access constant”
den Variablenzugriff auf lesenden Zugriff beschranl

Fur normale Zeigervariablen ist in X o=der Ausdrucla

beschrankt auf

- null,

- auf eine einzelne Zeigerkonstante oder -variable jeweils vom
gleichen Typ wie X oder

- auf die Erzeugung eines neuen Objekts mittels new ... .

200¢

Wenn T ein Datentyp ist, dann ist
type Ref_Tisaccess T
der zugehorig&eigertyp
G,H, L:Ref T;
sind Deklarationen entsprechender Zeigervariablen.
R, S:constanRef_T,
sind Deklarationen entsprechender Zeigerkonstanten.

Konkrete Beispielévgl. auch 3.4.5):

typeRationalis recordzanhler: Integer; Nenner: Positivend recorg
typeBel_Vektoris array(Integer range& >) of Rational;
typeRef_Bel Vektois accesBel_Vektor;

X: Ref_Bel_Vektor; Y: Ref_Bel_Vektor (1..50);

Z: constanRef_Bel_Vektor :mnewBel_\Vektor (1..50 => (0,1));..

X :=newBel_Vektor (1..50);

Y :=Z; X:=Y; Yall(25).zanler := 3; Zall(25).Nenner := 28;
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Oft dienen die Zeiger nur als elegante Moglichkeit, die Werte
der Variablen, auf die verwiesen wird, zu manipulieren.

Es sei X eine Zeigervariable, die auf die Integer-Variable mit
dem (internen) Namen und dem Wert 18 zeigt.

X J
e 18

Mit X.all wird dann die Variable J bezeichnet. Man nennt
diesen Ubergang vom Zeiger zur Variablen, auf die gezeigt
wird, "Dereferenzierung(= man folge dem Zeiger) und drickt
dies in Ada durch ein nachgestelltedl aus ( vgl. Y.all(25) ).

Der Typ dieser Variablen ist meist ein Record oder eine andere
Datenstruktur, und das "all" deutet an, dass die gesamte Daten-
struktur das Ergebnis der Dereferenzierung ist.

200¢
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Prinzipiell muss man in Ada die Verweise explizit mittels™all
angeben. Im Falle, dass eine Zeigervariable auf ein Record
verweist, darf man das "all" weglassen und direkt die
Punktnotation verwenden (die Punktnotation zeigt bereits an,
dass eine Derefenzierung erfolgen muss). Beispiel:

typeZelle;
typeRef_Zelleis accesZelle;
type Zelleis recorc
Inhalt: Character;
Next: Ref Zelle;
end record
X: Ref_Zelle; R: Zelle := ('B'null);
X :=newZelle'('S',newZelle'('E',null));
X.Next.Inhalt :='m", -- eigentlich: X.all.Next.all.Inhalt
R.Inhalt := X.Inhalt; -- eigentlich: R.Inhalt := X.all.Inhalt
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In Ada gibt es keine automatische Dereferenzierung (aulRer bei der 3.4.7 Gleichheit bei Zeigern

Punktnotation). Grundsétzlich gilir jede Wertzuweisumgass Auf Zeigertypen .iS'[ stets auch dle Gleichheit (:!efiniert. Wenn
Xund Y zwei Zeigervariablen gleichen Typs sind, so bedeutet

X:=a X =Y, dass X und Y auf dieselbe Variable zeigen.
nur zulassig ist, wenn X uravom gleichen Datentyp sind. Dies typeRef_Intis accessnteger;
gilt auch fur Zeiger. Beispiel: X,Y, Z: Ref_Int;
typeRef_Intis accessnteger; é = Eg&vmgggég X
X, Y: Ref_Int; K: Integer := 0; 7= X g ’ e o
X := newlInteger'(3); Y :=newlnteger'(5); D:;mn ;:ind X = 7 true und v
K:=X; -- verboten, da verschiedener Datentyp X = Y false E_benso sind o— | 8
X:=Y.all; -- verboten, da verschiedener Datentyp X/;Y und Y./:Z true
X = K+4; -- verboten, da verschiedener Datentyp Weiterhin ist Yall = Z.all Z
K:= X.all; -- zuldssig, da gleicher Datentyp da sich diese Bedingung auf o
X.all :=K; -- zuléssig, da gleicher Datentyp den Inhalt und nicht auf die
X.all:=Y.all; -- zulassig, da gleicher Datentyp Zeiger bezieht.
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3.5 Listen . . .
_ _ _ Anschauliche Darstellung einer Liste:
3.5.1Fur die Menge M* der endlichen Folgen Uber einer
Menge M (= Menge der Warter oder freies Monoid tber M) El e E E| ol E| o
gl A 1 2 3 — o b
M* = {ala? - &l nz0und alMfuri=1, 2, ...} Inhalt Next Inhalt Next Inhalt Next Inhalt Next
kann man ein Feld I
typeM_Folgenis array(<indexdatentyp>pf <Datentyp>
verwenden, allerdings ist man dann begrenzt auf den (in der Anker ) . Ende
Praxis beschrankt groRen) Indexbere ¥ Vo_n aul3en muss/so_ll mindestens ein Ze \.
(hier: "Anker") auf ein Element der Liste

Wie im Beispiel 3.4.4 veranschaulicht stellt man Folgen von

Elementen meist durch eine Verweiskette dar. Eine solche Kette : . N )
. . , . : q der Liste erreicht werden kdnnen, indem man

von Verweisen, in der die Elemente wie auf einer Perlen-schnur den Zeigern folat. Es kann weitere Zeiger von

angeordnet sind (also keine Verzweigungen enthalten), nennt Igern 101gt. =5 ke - 9

man einelneard Liste. auf3en in die Liste hinein geben (hier: Ende, Q).

Hinweis: n = 0 ist zulassig (leeres Wort). Hierzu gehort die :—||ferbe| ts_,lnd mit Inh_aI: Sastjewe':'geflﬂemf?t@% wglltere ¢
"leere Liste" null (= kein Verweis). nformationen gemeint. Next zeigt auf das folgende Element.

zeigen, von dem aus alle anderen Elemente
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Erinnerung: Eine oder mehrere Mengen ("Wertebereiche")
zusammen mit hierauf definierten Operationen nennt man
einen (konkreten) Datentyp.

Auch eine Liste ist ein Datentyp. Seine Wertemenge ist die
Menge der Folgen M* zusammen mit mindestens den Mengen
IB undIN,, um Vergleiche und Anzahlen (etwa die Lange einer
Liste) beschreiben zu kénnen. Was sind die Operationen?

Zum Beispiel: Initialisierung einer Liste:

Leere Liste (d.h., kein Element, leeres Wort).
Zum Beispiel: Suchen nach einem Element:

Stelle fest, ob ein Element in der Liste vorhanden ist.
Zum Beispiel: Einfugen:

Flge ein Element in die Liste ein (aber wo??).
Wir betrachten folgende sechs Grundoperationen fir Listen
und formulieren sie in Ada.

3.5.2 Grundoperationen auf (linearen) Listen

Wir bendétigen einen "Rahmen”, in dem wir die Operationen
realisieren. Dieser Rahmen ist ein Block, der die Deklaration
einer Liste enthalt, also den Datentyp und einen Anker. Die
zu definierenden Operationen sind dann Funktionen oder
Prozeduren, deren formale Parameter die Funktionalitat der
Operationen widerspiegeln.

Der Rahmen wird auf der nachsten Folie beschri

Prinzipiell Iasst sich jede der hier betrachteten Operationen
als Funktion schreiben, die eine Liste und Zusatzinformatio-
nen erhalt und einen Wert oder ein Tupel von Werten (auch
vom Typ access ...) als Ergebnis zuriick gibt. Manchmal
formulieren wir diese Operationen aber auch als Prozeduren,
wobei die Ergebnisse den jeweiligen aktuellen Parametern
zugeordnet werden.

200¢
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3.5.2.0 Der Rahmen firr unsere Operationen:

proceduréAnwendungs

typeltemis ... -- Datentyp der Elemente der Liste
typeZelle; typeRef_Zelleis accesZelle;

typeZelleis recordinhalt: Item; Next: Ref_Zelleend recorg
Anker: Ref_Zelle; -- Verweis auf die Liste

Anzahl: Natura -- Lange der List

function.... -- hier sind die Operationen einzufligen
procedure... -- hier sind die Operationen elnzufugen
-- sonstige Deklarationen

begin ... -- Rumpf der Prozedur "Anwendung'
endAnwendung;

Hier fiigen wir die im Folgenden formulierten Funktionerd Prozeduren ein.
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3.5.2.1 Erste Operatiomitialisieren als leere Liste

functionEmptyreturnRef_Zelleis
begin return null endEmpty;

3.5.2.2 Zweite Operatio®rufen, ob eine Liste leer ist

functionlsempty (A: Ref_ZellejeturnBooleanis
begin return(A = null); endlsempty;

3.5.2.3 Dritte OperatiorErstes Element der Liste

functionFirst (A: Ref_Zelleyeturnltemis
begin if notlsempty (A)then returrA.Inhalt;
else raisecAusnahmebehandlung ... endFirst;

Man folgt hier dem Zeiger "A", trifft auf eine "Variable", die
eine Komponente "Inhalt" besitzt und ermittelt deren Wert.

200¢
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3.5.2.4 Vierte Operatiomdinzuftigen eines Elements am Anfang

functionin_Front (E: Item; A: Ref_ZellejeturnRef_Zelleis
begin return neviZelle'(E, A); endIn_Front;

Aktuelle Parameter

fur die Funktion

-

7 RN
/ X \\ El E2 E3 .——> e
( /,Inhalt Next Inhalt Next Inhalt Next
. Anker| &7 ,
N '
S o -—— -
// \\ X e——| E; E, E;| e4— -
[ linhalt Next ~ Inhalt Next Inhalt Next Inhalt Next
\\ ] ./
~ _b"/ Beachten Sie: Das Ergebnis der Funktion ist
Ergebnis — » ker ein Zeiger auf ein Objekt vom Typ Zelle. Der

der Funktion alte Verweis von Anker bleibt erhalten.

3.5.2.5 _Funfte Operatiohlinzufiigen eines Elements am Ende
functionAppend (E: Item; A: Ref_ZellgeturnRef Zelleis

p, q: Ref Zelle;
begin -- p und q laufen bis ans Ende durch die Liste,
-- wobei p auf das jeweils betrachtete und g auf
-- das unmittelbar vor p stehende Element zeigt.
-- FUr p=null zeigt q auf das letzte Elemente detd.i
p:=A;q:=null

while p /=null loopq := p; p := p.Nextend loop
if g=nullthenq :=newZelle'(E,null); returng;
else q.Next :=newZelle'(E,null); returnA; end if;
endAppend;

Aufruf dieser Funktion z.B. durch (X sei vom Typ Item)
Anker := Append (X, Anker);
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Append (X, Anker) liefert einen Zeiger auf ein Objekt vom
Typ Zelle.

Fall 1: Anker ist der leere Zeiger.

Aktuelle Parameter fir die

Funktion Append
P - -~ ~ . — - <
;7 X N ’ A X | e
I ' ‘ ! / ! Inhalt Next
‘. Anker o )/ S .
< P - = Ergebnis
~ - der Funktion
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Fall 2: Anker ist nicht leer.

Aktuelle Parameter flr
die Funktion Append

- -
-~ N\
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s N
¢ X \ El @ En-l (] En o—
( " VInhalt Next Inhalt Next  Inhalt Next
\ Anker| @7 /
s ~ ~ - g
lokale Variable
. L. i i q ? von Append
Zwischenzeitliche Situation: 1
El .——> pae — En—l En )
" Inhalt Next Inhalt Next  Inhaj#Next
Anker| @
X | et
Inhalt Next
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Fall 2: Anker ist nicht leer, Ergebnis:

Aktuelle Parameter fir
die Funktion Append

- ~

- ~

3.5.2.6 _Sechste Operatidtdschen des ersten Auftretens
eines Elements E aus der Liste

Idee:Man durchlauft die Liste von vorne nach hinten.

Fall 1: Hierbei trifft man auf das Element E. Dann entferne
man dieses Listenelement. BeachMan I6scht den Zugriff
und nicht das Listenelement! Man setzt also den Zeiger des
Vorgangers auf den Nachfolger, siehe Skizze.

Fall 2: Das Element E ist in der Liste nicht enthalten. C
bleibt die Liste unverandert.

Skizze zu Fall 1: Entferne E erfolgt durch "Ausklinken™:

. — SR [E[F—[U[F[F[}~ -

- —[G[F-K7 [E[F-[U—[F[F- -

7
¢t X \\ El @ En—l @ En o
( " VInhalt Next Inhalt Next  Inhalt Next
\ Anker| @7 /
/ - T T~ ~
VEOTT—{E ] o E. el E
Ergebng ==~ ~ L% T n
der Funktion " Inhalt Next Inhalt Next Inh}(Next
Anker X | et++
Inhalt Next
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Loschen des ersten Auftretens eines Elements aus der Liste

functionDelete (E: Item; A: Ref_ZellaeturnRef Zelleis
p, g: Ref Zelle;

begin -- p und q laufen bis ans Ende durch die Liste,
-- wobei p auf das jeweils betrachtete und g auf
-- das unmittelbar vor p stehende Element zeigt.

p:=A;q:=null;
while p /=null anc ther p.Inhalt /= Eloop
g:=p; p:=p-Nextiendloop
if p/=nullthen -- E wurde gefunden, p zeigt dorthin, g davor
if g =null then return null --die Liste besteht nur aus E

else g.Next := p.NextreturnA; end if; -- ausklinken
else returri; -- E wurde nicht gefunden
end if;
endDelete;

200¢
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Diese Funktion Delete gibt keine Auskunft dartber, ob das
Element in der Liste vorkam oder nicht. Man kann eine
Prozedur schreiben, die die Liste als globale Variable
auffasst und eine Boolesche Variable auf True setzt, falls das
Element einmal geléscht wurde, anderenfalls False.

Dies sollten Sie selbst programmieren.

Wir I6sen das allgemeinere Problem: Losalle Auftreten
des Elements E und informiere zugleich dariber, wie viele
Ldschungen vorgenommen wurden.

Hierfir muss man im Wesentlichen nur das Ausklinken in die
while-Schleife verlagern und bei jedem Ausklinken einen
Zahler Z weiterzahlen.
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Sechste Operation (erweitert)
Loschen aller Auftreten eines Elements aus der Liste mit
Anzahlangabe der Loschungen

Idee:Man durchlauft die Liste von vorne bis ans Ende.

Jedes Mal, wenn das Element E gefunden wird, klinken
wir das zugehorige Objekt vom Typ Zelle aus der Liste
aus und zéhlen den Zahler Z wei

Wir schreiben hierflr eine Prozedur, die neben dem zu
l6schenden Element E den Anker der Liste als in-out-
Variable Ubergeben bekommt sowie eine out-Variable flr
den Zahler Z.

Entfernung aller Vorkommen eines Elements aus der.Liste

procedurdRemovel (E: Item; AnoutRef Zelle; Zout Natural)is
p, g: Ref Zelle;
begin Z:=0; p:=A; q:=ull;
while p /=null loop
if p.Inhalt = Ethen  -- entferne dieses Element nun aus der Liste
if q=null thenA:=A.Next; --erstes Element der Liste
else g.Next := p.Next;encif; --ausklinkel
Z:=7+1;
end if,
g:=p; p:=p.Next; --zum nachsten Element der Liste gehen
end loop
endRemovel;

Vorsicht: Diese Prozedur ist falsch. Untersuchen Sie sie genau,
finden Sie die Fehler und geben Sie eine korrekte Prozedur an.
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Zweiter Versuch: Entfernung aller Vorkommen eines Elements

Offenbar entsteht bei Removel ein Fehler, wenn das Element
E zweimal nacheinander in der Liste steht. Daher Neufassung:
procedureRemove?2 (E: Item; AnoutRef_Zelle; ZoutNatural)is
p, : Ref_Zelle;
begin Z:=0; p:=A; q:=ull;
while p /=null loop
if p.Inhalt = Ethen  -- entferne dieses Element nun aus der Liste
if g=null ther A:=A.Next;, --erstes Element der Liste
else g.Next := p.Next;end if, - ausklinken

Z:=7+1; -- in diesem Fall g nicht verandern
elseq:=p; endif --anderenfalls q weiterschalten
p ;= p.Next; -- zum nachsten Element der Liste gehen
end loop
endRemovez;

Aufgabe: Prifen Sie, ob die Prozedur Remove2 nun korrekt ist!?
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3.5.3 Varianten der linearen Listen

Eine Liste, in der jedes Element nur auf seinen Nachfolger
verweist, heil3einfach verkettete Liste

Eine Liste, bei der das letzte Element nicht auf, malhdern
auf das erste Element der Liste (zurtick) verweist, heif3t
zyklische Liste

Eine Liste, bei der jedes Element sowohl auf den Vorgéanger
in der Liste als auch auf den Nachfolger verweist, |
doppelt verkettete Listdeispiel fir deren Deklaration:

typeDZelle;
typeRef_DZelleis accesPZelle;
typeDZelleis record

Inhalt: Character,

Vor, Nach: Ref_DZelle;
end record

200¢ Eidl© VC, FMI 69t 200¢

Eidl © VC, FMI 69¢



Aufbau einer doppelt verketteten zyklischen Liste:
... Anker, p, q: Ref_DZelle; Anzahl: Natural := 0; ...

if not End_Of_Filethen p :=newDZelle;
Get(p.Inhalt); Anker := p; Anzahl := 1;

p.Vor := p; p.Nach := pend if;
while notEnd_Of_Fileloop
g:=new DZelle; Get(g.Inhalt); Anzahl := Anzahl4
g.Nach := p.Nach; q.Vor :=p;
p.Nach := q; Anker.\or :=q;
p:=q;
end loop

Hinweis:Man kann p.Vor:=p und Anker.\or:=q streichen
und dafur nach der Schleife Anker.Vor := p; hinzufugen.
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3.5.4 Keller (Stack)

Definition: Eine lineare Liste heillteller oderStapel(engl.:
stackoderpushdowi), wenn auf ihr genau die folgenden funf
Operationen zugelassen sind:

(1) "Empty" = Leeren der Liste.

(2) "Isempty" = Abfragen auf Leerheit der Lis

(3) "Top" = Kopieren des letzten Elements der Liste.

(4) "Push" = Hinzufligen eines Elements am Ende der Liste.

(5) "Pop" = Loschen des letzten Elements der Liste.

Die Realisierung durch Ada-Programmstuicke ist einfach,
wobei man die Zeiger immer zum Anfang der Liste hin
orientiert.
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E, E, | @ E/| eH
Inhalt Next Inhalt Next Inhalt Next
Al ¢ Keller K mit k Elementen

K ist durch den Zeiger A gegeben.

Zum Beispiel ist Empty (K) gleichbedeutend mit A :=null.

Top (K) ist der Wert | also A.Inhalt.

Pop (K) wird durch A:=A.Next realisiert, sofern K nicht

leer ist (in diesem Fall eine Ausnahmebehandlung anstof3en).
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procedureempty (A:in outRef_Zelle)is

begin A := null; endEmpty;

functionlsempty (A: Ref_ZellejeturnBooleanis
begin returnA = null); endlsempty;

functionTop (A: Ref_Zelleyeturnltemis
begin returm.Inhalt; endTop;

procedurdPush (A:in outRef_Zelle; E: Item)s
begin A := newZelle'(E, A); endPush;
procedurdPop (A:in outRef_Zelle)is
begin
if Isempty (A)thenPut ("Keller ist bereits leer.");
elseA := A. Next;end if;
endPop;

Hinweis:In der Prozedur Pop sollte man im Falle Isemptydégser
eine Ausnahmebehandlung "erwecken" (raise ..Des#e5.2.3.
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Man sagt auch, ein Keller ist eine Liste, die nach dem
LIFO-Prinziparbeitet.

LIFO = Last in, first out.

Dies bedeutet:

Die Elemente, die als letzte in den Keller eingefiigt wurden,
mussen als erste wieder herausgenommen werden.

Ein Beispiel ist der Ablagekorb auf dem Schreibtisch:
Akten werden in der umgekehrten Reihenfolge, in der sie in
den Ablagekorb gelegt wurden, herausgeholt und bearbeitet.

Ein anderes Beispiel ist das Verwalten der Blockstruktur:
Mit jedem neuen Block wird am Ende des Speichers neuer
Speicherplatz reserviert, der bei Erreichen des zugehdrigen
endwieder frei gegeben wird.

Beispiel:Spiegeln eines Textes

Sei K ein Zeichen-Keller, also eine lineare Liste (mit dem
Inhalts-Datentyp "ltem" = Character), auf der nur die funf
genannten Operationen verwendet werden dirfen. B sei eine
Variable vom Typ Character. Wir lesen einen Text ein und
geben ihn in rickwartiger Reihenfolge wieder aus:

Empty (K);

while not End_Of_Fileloop
Get(B);
Push (K,B);

end loop

while notlsempty (K)loop
Put(Top(K));
Pop (K);

end loop
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3.5.5 Schlange (Queue)

Definition: Eine lineare Liste hei@chlangdengl.:queud,
wenn auf ihr genau die folgenden fuinf Operationen zugelassen
sind (selbst realisieren!):

(1) "Empty" = Leeren der Liste.

(2) "Isempty" = Abfragen auf Leerheit der Liste.

(3) "First" = Kopieren des ersten Elements der L

(4) "Enter" = Hinzufligen eines Elements am Ende der Liste.
(5) "Remove" = Loschen des ersten Elements der Liste.

Die Realisierung durch Ada-Programmstticke ist einfach.
Fur Schlangen verwendet man zwei Zeiger: Einer zeigt auf
den Anfang und einer auf das Ende der Schlange.
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Man sagt auch, eine Schlange ist eine Liste, die nach dem
FIFO-Prinziparbeitet.

FIFO = First in, first out.

Wie der Name schon sagt, setzt man Schlangen fur alle
Situationen ein, bei denen Elemente nacheinander aufgestellt
werden und in einer Reihe warten mussen, bis sie beal
werden.

Beispiele sind Simulationen von Warteschlangen, etwa vor
einem Schalter, im Verkehr oder beim Lernen. Auch das Ableiten
von Wortern aus einer Grammatik kann man mit Warteschlangen
beschreiben.
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3.5.6 Geflechte (Graphen)

Wir miussen die Elemente nicht wie an einer Perlenschnur
aufreihen (lineare Liste), sondern kdnnen Verweise auch auf
beliebige Elemente des zugrunde liegenden Datentyps setzen.

Dadurch entstehen beliebig vernetzte Gebilde. Diese werden
Graphen(siehe 3.7) genannt.

Sie bestehen aus den Elementen des DateniKnoter"
genannt), die durch Verweise@nteri oder Pfeile genannt)
miteinander verbunden sind.

Mathematisch gesehen sind dies Relationen tber der Menge
M des zugrunde liegenden Datentyps.

Wir werden hierzu noch viele Beispiele kennen lernen. Hier
betrachten wir nur ein einfaches Beispiel (formuliert in Ada):

procedureChar_Listes
typeBZelle;
typeRef_BZelleis accesBZelle;
typeBZelleis record

Inhalt: Character;

L, R:Ref_BzZelle;

endrecord

p, g: Ref _BZelle

begin p := new BZelle; p.Inhalt:='a’;
g:= new BZelle; p.L:=q; q.Inhalt:="b"
g:= new BZelle; p.R:=q; qg.Inhalt:="k’;

g:= new BZelle; p.R.L:=q; g.Inhalt:="a’

end
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Situation nach Ausfihren des Programmestiicks. p und g stehen
im Kellerspeicher, die tbrigen Objekte in der Halde.
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3.5.7 Zeiger auf Kellerspeicher-Objekte

Es ist grundsatzlich erlaubt, Zeigervariablen auch die internen
Namen von Variablen, die im Kellerspeicher des Programms
stehen, zuzuweisen. In Ada muss dies jedoch in mehrfacher
Hinsicht in den Deklarationen "angekindigt" werden:

Der Datentyp der Zeigervariable X muss ein "allgemeiner"
Zeigertyp auf T sein:typeRef Tis access all; ... X: Ref _T,;

und die referenzierte Variable J muss aliase(" (Bedeutung: .
ist noch Uber einen weiteren Zugriff erreichbar) deklariert
worden sein; weiterhin muss bei der Zuweisung des Namens
einer Variablen das "Access"-Attribut verwendet werden:
J:aliasedT :=t; X J
...; X:= JAccess ® t

Wir geben hierzu nur ein Beispiel an:
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X Y J K

Beispiel:

typeRef_Alntegelis access alinteger;

X, Y: Ref_Alnteger;

J, K: aliasednteger;

C: constant aliaseRef_Alnteger :=newlInteger'(2009);

o
He

Cl e 2009

Die funf Objekte X, Y,
J, Kund C liegen im

Kellerspeicher. 2009
liegt in der Halde.

Die Folge von Wertzuweisungen
X :=K'Access Y := JAccess
K:=35; J:=qQll;

bewirkt anschlief3end folgendes:

200¢
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Hinweis 1: aliased

Das Schlusselwort "aliased" (gesprochend'eili sd]) erfullt zwei
Aufgaben: Zum einen warnt es die Programmierer, dass der
Inhalt dieser Variablen tber einen zweiten Zugriffsweg
verandert werden kann, zum anderen darf der Compiler auf
solche Variablen nicht die Gblichen Optimierungen anwenden.

Hinweis 2: Orthogonalitéat (freie Kombinierbarkeit von Konzepten)
Zeiger auf Zeiger sind zulassig. Man kann also deklaris
typeRef_Integeis accessnteger;

typeRefRef_Integers acces®Ref_Integer;

typeRefRefRef_Integeis accesRefRef_Integer;
typeRefRefRefRef_Integes accesfRefRefRef_Integer;

X: RefRefRefRef_Integer; Y := RefRef_Integer;

X := new RefRefRef_Integer; ...;

X.allall.allall:=1; Y :=X.all.all; Y.all.all :=5;

200¢
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Beispiel:

typeRef_Alntegelis access alinteger;

X, Y: Ref_Alnteger;

J, K: aliasednteger;

C: constant aliaseRef_Alnteger :=newInteger'(2009);

.

Y J K
® & 2009 35

Cl o 2009

X :=K'Access Y :=JAccess K:=35; J:=@all;

Beachte:C.all := 2010; ist zul&dssig. Denn nur der Verweis,
aber nicht der Inhalt dessen, worauf gezeigt wird, ist konstant.

200¢
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Hinweis 3: Hangende Zeiger ("dangling pointers")
Folgender Fall kann eintreten (eine beliebte Fehlersituation):
declareX: Ref _All_Item;

begin...
declareE: aliasedtem;
begin...
e X = EAccess Hier endet die
€ .c, X - Lebensdauer von
end \ Hier verweist X "ins Nichts"

weil E nicht mehr existiert.

Generell wird daher geforderDie Lebensdauer eines Objekts,
auf das verwiesen wird (hier: E), muss mindestens so grol3 sein
wie die Lebensdauer des hierauf zeigenden Objekts (hier: X).
[Dies lasst sich meist schon zur Ubersetzungszeit feststellen.]

200¢
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3.6 Referenzkonzept

3.6.1 In jedem Programm gibt es eine spezielle Menge, namlich
die Menge aller Objekte, die in diesem Programm sichtbar oder
erzeugbar sindledes Objekt erhalt in der Programmierung einen
Namenauch wenn dem Objekt im Programmtext kein Name
explizit zugeordnet wurde. Z.B. erhélt in Ada der Datentyp
"array(1..n) ofInteger" in der Variablendeklaration

"X, Y: array (1..n) ofInteger" zweimal einen (internen) Namen,
auch wenn dies nicht im Programmtext gesck

In einem Programm ist es entscheidatags alle Namen
unterschieden werden konnela man sonst die Objekte nicht
auseinander halten kann. Der Name besteht hierbei aus einem
"ldentifikator" (Bezeichner) und einer Information tber seine
Umgebung (in verschiedenen Umgebunge® Programmen)
kénnen natirlich gleiche Identifikatoren verwendet werden). Er
wird intern durch eine eindeutige "Adresse" dargestellt.

200¢

3.6.2 DatentypiNamen fur Objekte eines Datentyps T"

Zugrunde liegende Menge je DatentygVienge der in einem
Programm sichtbaren oder erzeugbaren Namen dieses Datentyps
(realisiert als Adressen = interne Namen).

Nullstellige Operationen
nil odernull ("kein Name")
Erzeuge einen neuen Namen: neatentyp>.

Einstellige Operation
Dereferenzieren: Zugriff auf das, was dieser Name reprasentiert.
Man bezeichnet diese Operation gern durch

derefp  (oder inrPASCAL: pt oder in Ada: p.all).

Eidl© VC, FMI 718 200¢

Zweistellige Operationen

= und #, also Gleichheit und Ungleichheit von Namen.

(Zu einem Namen geho6rt auch seine Umgebung, also z.B. der
jeweilige Block oder der aktuelle Prozeduraufruf. Es dirfen
daher in der Praxis nicht nur die Adressen verglichen werden,
sondern zusétzlich die Umgebungsinformationen.)

Veranschaulichung tber Pfeile (Zeiger, "pointer”, Verweise):

p

/y
Yy~ 5 |12 | 51| 200 3

200¢
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3.6.3 BeispielWenn man einen Vektor X aufsummiert:
s:= 0.0;for i in X"Range loogs := s + X(i);end loop
und das Gleiche nun flir zwei weitere Vektoren Y und Z tun
mdochte, so miusste man die Anweisung noch mal hinschreiben:
t:= 0.0;fori in Y'Range loog :=t + Y(i); end loop
u:=0.0;for i in Z'Range loopu :=u + Z(i); end loop
Mit Variablen p und g vom Datentyp "Menge der Namkdnnte
man schreiben (in Ada geht dies nicht unmittelbar)
p: (X,Y,2); q: (s,t,u);
for pin (X..Z) loop
if p=Xthenq:=s;elseq:=Succ(q)end if,
gt:= 0.0;for i in pt'Range loomt := gt + pt(i); end loop
end loop

-- wie Aufzahlungstypen behandeln

Eidl© VC, FMI 718 200¢
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Standort der Biicher:

2\
aus [|INN

3.6.4 BeispielBibliothek

Karteikarten oder

Computereintrage Al.8 IIIIIII

Kaiser, Albert, "Uber die ...", B2
Kaiser, Karl, "Die helle ...", Al.

Kaiser, Wolfgang, "Das ...", A1.8
Kaisers, Emma, "Uber die ...", Al:
Kaisser, Fritz, "Das alte ...", Al.

Karteikarten sind meist Records, die den Datentyp "Name"
oder "Adresse" enthalten.

3.6.5 WertzuweisungNir betrachten:

typeRef_Integeiis accessnteger;
typeRefRef_Integers acces®Ref_Integer;

N, M: Integer; X, Y: Ref_Integer; G, H: RefRef_Integer;
begin N:=5M = 9, X:=N;Y: =M, G = X;H:=Y;

M:=N;
X:=Y; G H
G = H; I I
Y :=N;
k) X Y
N := 8; T T
M :=G; ! |
G := X; N 5 M 9
H:=N; N
end Ausgangssituation

200¢
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Ubliche Regel zur Auswertung vah:= a;

(1) Werte den Ausdrucet aus. Dieser sei vom Datentyp T.
(Fallsa eine Variable vom Typ fTist, soist T =T.)

(2) Prufe, oz Werte vom Datentyp T enthalten darf. Falls
ja, weiseZ den Wert des Ausdruckszu; fertig.

(3) Falls nein: Wenm eine Konstante ist, dann breche die
Wertzuweisung mit einer Fehlermeldung ab, anderer
ersetzen durch_deretx und T durch den Datentyp von
derefa und fahre bei (2) fort.

In diesem Sinne sind die obigen Wertzuweisungen

"M:=N; X:=Y; G:=H; Y:=N; N:=8, M:=G; G:=X;"
durchfuihrbar, nur die Wertzuweisung

" H:=N;" ist nicht zulassig.

200¢
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Wir vollziehen die obigen Wertzuweisungen

"M:=N; X:=Y; G:=H; Y:=N; N:=8 M:=G; G:=X;"
auf der nachsten Folie schrittweise nach.

Bisher fassten wir die Konstanten als Inhalte der Variablen auf.
Diese Vorstellung modifizieren wir dahingehend, dass wir auch
die normalen Variablen als "Zeiger auf Konstanten" ansehen.

Die Konstanten liegen somit ebenfalls im Speicher uni
Variablen enthalten nur noch den Verweis auf die Adresse, wo
die Konstante sich befindet.

Wir kennzeichnen die Konstanten durch weil3 unterlegte
Rechtecke. Theoretisch kann man annehmen, dasalksich
Konstanten irgendwo im Speicher befinden. Eine Wertzu-
weisung N:=8; bewirkt dann nur eine Anderung des Zeigers,
der anschlie3end auf die Adresse der Konstanten "8" weist.

200¢
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Ausgangssituation

T

-8
-6

|
E«éﬂ

B

/@é

goes
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+]
E
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o
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~
=
L]
=]
(o
&
~
=
L]

X

el
+]
]
+]

lx
o
&

|

N :=8; G:=X;

Schrittweise Ausflihrung der zulassigen Wertzuweisungen

3.6.6 Referenzkonzept

Jedes Objekt erhalt einRéferenzstufe Konstanten erhalten
die Referenzstufe 0, Variablen, die hierauf verweisen, die
Referenzstufe 1 usw. Allgemein erhélt ein Objekt, das auf
Objekte der Referenzstufe k verweist, die Referenzstufe k+1.

Obiges Beispiel:

G @ H @ ——Referenzstufe 3 (Zeiger auf Zeigervariablen)
X Y

7

N M @ <—Referenzstufe 1 ("normale" Variablen)
~{4]5]6]7]8]¢]-| —— Referenzstufe 0 (Konstanten)

@ +——Referenzstufe 2 ("normale" Zeigervariablen)

200¢
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Die Referenzstufen setzt man auf Ausdriicke fort:

(1) Besteht ein Ausdruck aus genau einer Variablen oder
Konstanten, so ist deren Referenzstufe zugleich die
Referenzstufe des Ausdrucks.

(2) Ist ein Ausdruck von der Form f(...) mit einer Funktion f,
so ist die Referenzstufe des Resultats von f zugleich die
Referenzstufe des Ausdrucl
(Speziell gilt dies auch fur Operatoren. Z.B. liefert die
Addition 3,+[3, zweier ganzzahliger Ausdriicke eine Kon-
stante und daher ist die Referenzstufe g, Null.)

Nun kann man genau festlegen, wie die Wertzuweisung
Z := a; durchzufuhren ist.

200¢
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Ausfuhrung der Wertzuweisuhd :=a; ". Es sei i die
Referenzstufe von Z und j die Referenzstufe des Ausdrucks

Die Wertzuweisung Z :=; ist genau dannuldssigwenn
Q) igj+1 und
(2) Z ein Zeiger auf den Datentyp des Ausdrucks
o' = derefderef... derefa ist. Beachte: Wir fassen hier

"normale" Variablen al
Zeiger auf Konstanten a

j+1-i mal

Falls die Wertzuweisung Z & zuléssig ist, wird der Aus-
drucka' ausgewertet und das Ergebnis der Variablen Z als
Wert zugewiesen.

(Anmerkung: Man kann auch verlangen, dass nur im Falle

I=j+1 die Wertzuweisung zulassig ist. Dann muss der
Programmierer die Dereferenzierungen selbst angeben.)
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3.6.7 Beispiel (in Ada muss man derdfirch angehangtes! ersetzen)

Veranschaulichung:

typeRef_Integeiis accessnteger; : : /
typeRefRef_Integeis accesRef_Integer; Zeiger Uber dem "Uni- y
typeZelle; versum der Konstanten" o ¢ NEIE:
typeRef Zelleis accesZelle; < P
typeZelleis record £ OEY
Inhalt: Integer; E x © G H
R_Inhalt: Ref_Integer;
RR_Inh: RefRef_Integer;
L, R: Ref_Zelle; j 15 QS X Y
end record /
typeRef Feldis array(4..10, -3..2pf Ref Zelle; 7 K M
N, M: Integer; X, Y: Ref _Integer; G, H: RefRéfiteger; Plel ol ] MBRIRIBAN
Z1, Z2: Zelle := (27, Xpull, null, null); R, Q: Ref_Zelle; Z1 /- £ T & 723 5 £\ R
F: Ref_Feld; £ £ 4 gl 5 o
'R @ 14
N:=5M:=9; X =N;Y=M;G:=X;H:=Y; R :=Z2;
derefR.Inhalt := 41; Z2.RR_Inh :=G; Q rrewZelle'(66, M, G, Rnull);
F(10,-3) :=R; F(10,-2) :=Q;
200¢ Eidl © VC, FMI 72t 200¢ Eidl © VC, FMI
3.6.8 ParadigmaProgrammieren als standiges Umsetzen 3.7 BAume

von Zeigern Uber der Welt aller denkbaren Konstanten.

Speichert man die hierbei erreichbaren Konstanten
(einschlieBlich der Adressen) in den Variablen oder ihren
Komponenten, die zu den elementaren Datentypen
(einschlielich der Zeigertypen) gehdren, so erhalt man
die Ubliche Vorstellung vom "imperativen Program-
mieren": Befehlsartige Steuerung der Ausfihrung
Wertzuweisungen, durch die in jedem Schritt endlich viele
Konstanten in den jeweils betrachteten Speicher-zellen
ausgetauscht werden.

In der Praxis gentgt die Referenzstufe 2, da man héhere
Referenzstufen durch eine Liste, also durch eine Kette von
Referenzen der Stufe 2 simulieren kann (siehe Listendar-
stellung 3.4.7).

72€

Anachaulich: Baume sind zusammenhangende Graphen,
die sich verzweigen, aber nicht wieder zusammenlaufen.

Die einfachsten Baume sind lineare Listen, zum Beispiel

ein Text
(A ) a0 D) TR
F—A—K—U—L—T—A)

On

oder die unverzweigte Hintereinanderausfiihrung von

Anweisungen:

Get (X) Y = X*X

Y =Y+X

Y =Y+3

Put(Y)

—

(Dies entspricht der Ausrechnung der Formeh x + 3.)

200¢
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Baume entstehen aus Listen durch Verzweigungen. Unsere
Welt ist voller Beispiele, vor allem im Bereich des Planens
und der Ablage von Informationen.

Anschauliche Beispielsind:

Ein Mobile

[0

S

@ @

"Biologische" Baume

und ihre Struktur

200¢ Eidl© VC, FMI 72¢

Quipu (Knotenschnire der Inkas):
Knoten befanden sich in fast allen
Schniren (hier nur oben rechts an-
gedeutet); Teile waren eingefarbt.
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Top Two Levels of the ACM Computing E. Data . Computing Methodologie
Classification System (1998) E.0 GENERAL 10 GENERAL
) E.1 DATA STRUCTURES 1.1 SYMBOLIC AND ALGEBRAIC
A. General Literature E.2 DATA STORAGE MANIPULATION
A.0 GENERAL REPRESENTATIONS 1.2 ARTIFICIAL INTELLIGENCE
A.1 INTRODUCTORY AND SURVEY E.3 DATA ENCRYPTION 1.3 COMPUTER GRAPHICS
A.2 REFERENCE E.4 CODING AND INFORMATION 1.4 IMAGE PROCESSING AND
Am MISCELLANEOUS THEORY (H.1.1) COMPUTER VISION
B. Hardware E5FILES (D.4.3, F.2.2, H.2) 1.5 PATTERN RECOGNITION
B.0 GENERAL E.m MISCELLANEOUS 1.6 SIMULATION AND MODELING
B.1 CONTROL STRUCTURES AND F. Theory of Computation (G.3)
MICROPROGRAMMING (D.3.2) F.0 GENERAL 1.7 DOCUMENT AND TEXT
B.2 ARITHMETIC AND LOGIC F.1 COMPUTATION BY ABSTRACT PROCESSING (H.4, H.5)
STRUCTURES DEVICES 1.m MISCELLANEOUS
B.3 MEMORY STRUCTURES F.2 ANALYSIS OF ALGORITHMS AND J. Computer Applications
B.4 INPUT/OUTPUT AND DATA PROBLEM COMPLEXITY (B.6, B.7, 1.0 GENERAL
COMMUNICATIONS F.1.3) J.1 ADMINISTRATIVE DATA
B.5 REGISTER-TRANSFER-LEVEL F.3 LOGICS AND MEANINGS OF PROCESSING
IMPLEMENTATION PROGRAMS J.2 PHYSICAL SCIENCES AND
B.6 LOGIC DESIGN F.4 MATHEMATICAL LOGIC AND ENGINEERING
B.7 INTEGRATED CIRCUITS FORMAL LANGUAGES 1.3 LIFE AND MEDICAL SCIENCES
B.8 PERFORMANCE AND F.m MISCELLANEOUS J.4 SOCIAL AND BEHAVIORAL
RELIABILITY G. Mathematics of Computir SCIENCES
B.m MISCELLANEOUS G.0 GENERAL J.5 ARTS AND HUMANITIES
C. Computer Systems Organization G.1 NUMERICAL ANALYSIS J.6 COMPUTER-AIDED ENGINEERING
C.0 GENERAL G.2 DISCRETE MATHEMATICS J.7 COMPUTERS IN OTHER SYSTEMS
C.1 PROCESSOR ARCHITECTURES G.3 PROBABILITY AND STATISTICS (C3)
C.2 COMPUTER-COMMUNICATION G.4 MATHEMATICAL SOFTWARE J.m MISCELLANEOUS
NETWORKS G.m MISCELLANEOUS K. Computing Milieux
C.3 SPECIAL-PURPOSE AND APPLI- H. Information Systems K.0 GENERAL
CATION-BASED SYSTEMS (J.7) H.0 GENERAL K.1 THE COMPUTER INDUSTRY
C.4 PERFORMANCE OF SYSTEMS H.1 MODELS AND PRINCIPLES K.2 HISTORY OF COMPUTING
C.5 COMPUTER SYSTEM IMPLEMENT. H.2 DATABASE MANAGEMENT (E.5) K.3 COMPUTERS AND EDUCATION
C.m MISCELLANEOUS H.3 INFORMATION STORAGE AND K.4 COMPUTERS AND SOCIETY
D. Software RETRIEVAL K.5 LEGAL ASPECTS OF COMPUTING
D.0 GENERAL H.4 INFORMATION SYSTEMS K.6 MANAGEMENT OF COMPUTING
D.1 PROGRAMMING TECHNIQUES (E) APPLICATIONS AND INFORMATION SYSTEMS
D.2 SOFTWARE ENGINEERING (K.6.3) H.5 INFORMATION INTERFACES AND K.7 THE COMPUTING PROFESSION
D.3 PROGRAMMING LANGUAGES PRESENTATION (e.g., HCl) (1.7) K.8 PERSONAL COMPUTING
D.4 OPERATING SYSTEMS (C) H.m MISCELLANEOUS K.m MISCELLANEOUS
D.m MISCELLANEOUS
Ordnungsschema: ACM-Klassifikationsschema Inforkpatberste Ebene
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_ Ableitungsbaume kontextfreier Rechenb&ume zur Aus-
Computer-Science-Schema Grammatiken wertung von Ausdriicken

AGeneml// >hputlng // T\\ e ®\

Literature Organizat Milieux

cdbod Sod by d oo ‘”Q\{

(s - © @

B. Hardware

a a Hinweis: Dieser Rechen-
Ordnungsschema: ACM-Klassifikationsschema Inforkpatberste Ebenen. g%%rgngd%hnozbzlgigengsltl)r;kﬁm
Darstellung als Baum (das Klassifikationsschemafiatiestens 4 Ebenen). fur (a+ ((a-a)a)) mit
konkreten Werten.
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Definition 3.7.1 Gerichteter Graph und Weg Definition 3.7.2 Wurzel, Baum O/})\O
G = (V, E) heiBgerichteter Grapkoder Digraph - : . : d%

Ein Knoten w heiR¥Wurzeleines Graphen G,

1. Vist ein endliche nicht-leere Mendgénten), : . :
genpten wenn es von w zu jedem Knoten des Graphen einen Weg gibt.

2. EOV xV (Menge deiKanten).

[Digraph kommt von "directed graph” = gerichteter Graph.] Ein gerichteter Graph heiBaum wenn er eine Wurzel w
besitzt und jeder Knoten ungleich der Wurzel genau einen

Vorganger besitzt. Das heifl3t, zu jedeiVxx£w gibt es

V={v V,, V3 V} . . . .
\ genau einen Knoten y mit (y,X. Dieser Knoten y heifl3t
V4 E={(vy, Vo), (Va, Va), (Vo, V3), Vatel oderdirekter Vorgange von x.
Q vy (V2 Vo), (Va: Vi), (Vi Vo)} Der Knoten x hei3t dankind oderSohnoderdirekter

Nachfolgerdes Knotens y.

(Die Anzahl der Kinder eines Knotens nennt man auch den
Verzweigungsgrad des Knotens. Aber Vorsicht, denn diese
Bezeichnung bedeutet bei Baumen und bei allgemeinen
Graphen manchmal etwas Verschiedenes.)

Eine Folge von Knoten (uu,, Us, ..., y) mitr=1 heil3t
(gerichteter)Vegim Graphen G, wenn (u4,,) O E fur
i=1, 2, ..., r-1 gilt. r-1 heil3t dieAnge des Weges

Man sagt, der Weg (uu,, ..., y) fuhrt vom Knoten yzum
Knoten y.
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In jedem nicht-leeren Baum muss es mindestens einen Knoten
geben, der keinen direkten Nachfolger besitzt.

Ein Knoten heil3Blatt eines Baums, wenn er keinen direkten
Nachfolger besitzt.

Anschaulich: Ein Graph heiR¥ald, wenn er sich als
disjunkte Vereinigung von Baumen schreiben |

/ Cl)\ o’/o\ cf/o\o\
|

o
o~ I
O

.7.3 Rekursive Definition fir Baume

1) Die leere Menge ist ein Baum.

2) Wenn w ein Knoten und U eine endliche Menge von
Baumen sind, so istauch w(U) ein Baum.

w heil3tWurze des Baums '(U), die Elemente von U heil3
Unterbaumender Teilbaum&on w im Baum w (U).

Skizze: Leerer Baum:

Hinweis:Ist die

200¢ Eidl© VC, FMI 7317 200¢

3.7.4 Binare Baume

1) Die leere Menge ist ein binarer Baum.

2) Wenn w ein Knoten und Bind B; binare Baume sind,
dannistauch w(BBg) ein binarer Baum.

B, heil3t linker Nachfolger oder linker Unterbaum, iechter
Nachfolger oder rechter Unterbaum des Knotens w.

Ein binarer Baum ist ein geordneter Baum, in dem jeder Kn
genau zwei Unterbaume hat (die leer sein kénnen).

Skizze: Leerer Baum:
oW

/N

Rekursion:

Rekursion: Menge der Baume
U={U, .., U}
geordnet, so spricht
man von einem
) geordneten Baum
Eidl © VC, FMI 73¢
3.7.5 Erganzungen zur Definition Baum w
O
Hinweis: Ein Baum mit n / \
Knoten besitzt stets n-1 Kanten. Q O
BezeichnungKnoten, die den é\o é
gleichen Vater im Baum haben, l 1
heiRerBruder Knoten g¢v), die ox O
auf dem Weg von der Wurzel w ‘// NEEAN
zu einem Knoten v liegen, a0 O O°¢ OO
heiRerMorgangermon v. Cl) \O
Bezeichnungbie Lange des /\
langsten Wegs von der Wurzel O O

w zu einem Blatt bezeichnet
man als didliefe (oderH6he
des Baums.

Die Knoten a, b, ¢ sind Bruder;
sie sind Kinder des Knotens x;
w ist Wurzel des Baums; die
Hohe des Baums ist 6.

200¢ Eidl© VC, FMI 73¢ 200¢
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Level der Knotepn  z.B.lev(c) =4
Der Abstand eines Knotens =~ e

w
zur Wurzel Ist In Baumen 0 - 3.7.6 Durchlauf von (binaren) Baumen
eindeutig bestimmt. Man e O/\\ 777777777 = ( )
) , 1 | |
igcgm von sehieienoder T l \ ---------- (f ------ Sehr oft bendtigt man den Baumdurchlauf, insbesondere den
_ _ | 2 O 0O O Durchlauf durch binare Baume.
Level (oder va_eau) eines Kn-OtenS' _______________________ t _________ l _______ In den Knoten konnen Daten stehen.
Jedem Knoten ist ebenfalls eine 3 Ox O
Hr?givs,serl-n Level’) zugeordn 4 A O’/\bci\ Definition: Ein binarer Baum, in dessen Knoten Wk
Ejdie Wﬁr-zel w hat Levebev(w)=0, 2 _Q____k?_i _______ \ 00 eines geordneten Datentyps stehen (z.B. ganze Zahlen),
_ wenn ein Knoten das Level k hat 5 O O heil3tSuchbaumwenn fir jeden Knoten u gilt: Alle Inhalte
dann haben alle seine direkten - / \ -------- von Knoten im linken Unterbaum von u sind echt kleiner
Nachfolger das Level k+1. 6 O O als der Inhalt von u und alle Inhalte im rechten Unterbaum

""""""""""""""""""""""" von u sind grof3er oder gleich dem Inhalt von u.
Dann gilt offenbar:
Die HOhe eines Baums ist das grof3te Level eineséfisam Baum.
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Der Durchlauf durch einen bindren Baum erfolgt rekursiv:
Die Datenstruktur fur einen bindren Baum lautet in Ada also

(als Inhalt wahlen wir willkiirlich Integer, dann kénnen wir procedurdnorder (b: Ref_BinBaumis
diese Datenstruktur auch als Suchbaum verwenden; L und R begin _
zeigen auf den linken bzw. rechten Nachfolger): if b /=null then
. Inorder (b.L);
typeBinBaum; < bearbeite den Knoten b >;
type Ref_BinBaumis acces BinBaum Inorder (b.R)
type BinBaumis record end if
Inhalt: Integer; L Inhalt R endinorder;
L, R- Ref_BinBaum; ' ? Man nennt diesen Durchlauf eingrorder-Durchlaufda der

end record / \ jeweilige Knoten zwischen dem Durchlauf durch seinen linken
und seinen rechten Unterbaum bearbeitet wird.

Datenstruktur BinBaum
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Die ReihenfolgenPreorderundPostorder-Durchlaufauten:

procedurePreorder (b: Ref_BinBaunig
begin ifb /=null then
< bearbeite den Knoten b >;
Preorder (b.L);
Preorder (b.R);

end if,
enc Preordel

procedurd?ostorder (b: Ref BinBaung
begin ifb /=null then
Postorder (b.L);
Postorder (b.R);
< bearbeite den Knoten b >;
end if,
endPostorder;

200¢
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3.7.7 AnwendundSortieren mit Baumen.

Vorgehenlege n Zahlenga..., g der Reihe nach in einem
bindren Suchbaum ab. Lies dann den Baum inorder aus.
Programm: (es muss B1 gelten)
< "BinBaum, n und A seien hier global vereinbart" >
Anker, p, q: Ref_BinBaum,;
begin...; Anker :=newRef_BinBaum'(A(1) null, null);
foriin 2..nloop
p := Anker; q :=null;
while p /=null loop q:= p;
if A(i) < p.Inhaltthenp :=p.L;elsep := p.R;end if;
end loop
if A(i) < g.Inhaltthen
g.L :=newRef_BinBaum'(A(i),null, null);
elseq.R :=newRef_BinBaum'(A(i),null, null); end if,
end loop
Inorder (Anker); ...
end

748

Zeitaufwandn sei die Zahl der Knoten. Jeder Knoten
wird genau dreimal besucht. Der Durchlauf erfolgt somit
fur jeden der drei Durchlaufe in 3n Schritten.

PlatzaufwandAuch hier ist die Rekursion zu beachten,
die maximal so tief sein kann, wie es Knoten im Baum
gibt. D.h., der zusétzliche Platzbedarf ist die Hohe des
Baums; er betragt im ungunstigsten Fall also bis
Speicherplatze.

Im Mittel wird man jedoch deutlich weniger Platze
bendtigen. Der beste Fall liegt vor, wenn der Baum sehr
gleichmaliig verzweigt ist, also die Hohe von ungefahr
log(n) besitzt. In diesem Fall braucht man nur propor-
tional zu log(n) zusatzlichen Speicherplatz.

200¢
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Der Rumpf der Prozedur "Inorder" muss hier lauten:

if b /=null then
Inorder (b.L);
Put (b.Inhalt);
Inorder (b.R);
end if;

Hierdurch wird die sortierte Folge ausgegel
Zeitaufwand:

Uberlegen Sie, wie viele Schritte dieses Verfahren benotigt.

(Hier spielt die Tiefe des aufgebauten Baums eine Rolle.)

Platzbedarf:
Wie viel Speicherplatz wird flr den binaren Baum und wie
viel fur die Rekursion benétigt?

74¢€
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Veranschaulichung fir die Zahlenfolge 3, 8, 2, 5, 1, 5:

Anker .
i=1

L Inhalt R

i=3

L Inhalt R

FIEIRY
L Inhalt R L Inhalt R

Anketr

Anker .
=2

L Inhalt R
3

L Inhalt R
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Man zeichnet diese Baume meist ohne Pfeilspitzen:

/®\

@

7 <
s g

®

Diesen Baum kann man sich auch anders entstanden denken:

®
I
/M e

@ ®

®

74¢

Ausgehend von der Menge M = {3, 8, 2, 5, 1, 5} wahle man
ein Element p, z.B. p=3, aus, entferne dieses Element p und

teile die Menge in zwei Mengenylund M, auf mit

M<pi{xDM |x<p}i{1, 2.} und
M,,={XOM | x>p}={5,5 8}

Da eine Menge kein Elemen
doppelt enthalt, haben wir di
zweite 5 als 5' geschrieben.

t

[

200¢
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Veranschaulichung fir die Zahlenfolge 3, 8, 2, 5, 1, 5:

Durchlauft man den Baum, der durch das schrittweise
Einsetzen der sechs Zahlen aufgebaut wurde, in Inorder-
Reihenfolge, so erhélt man die sortierte Folge 1, 2, 3,5, 5, 8.

200¢
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wahle
pOM
M [— @
und bilde g
Mg, M.,

Setzt man diesen Zerlegungsschritt rekursiv fig bhd M,

fort, bis diese Mengen leer sind, so erhélt man einen B

wie er beim Baumsortieren konstruiert wurde.

Dieses Verfahren zum Sortieren (durch rekursive Anwendung
des Zerlegungsschritts) liefert fast d@nicksort-Algorith-

mus Quicksort unterscheidet sich nur bei gleichen Elementen
hiervon, weil diese auch in den linken Unterbaum gelegt
werden durfen. Das Verfahren wird spéater in 7.3.3 genau
erlautert.

200¢
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3.8 Relationen und Graphen

Wir haben im vorigen Abschnitt Verweise eingefiihrt, um die
Objekte, auf die verwiesen wird, ansteuern und manipulieren zu
kénnen.Man kann jedoch Zeiger auch als "Beziehung" oder
"Relation” interpretieren.

Beispiel: Es sei K eine Liste aller Kreuzungen einer Stadt, dann
besteht zwischen den Kreuzungen eine "Nachbarsc-
Beziehung: Fur zwei Kreuzungepind k, gilt k; - k, genau
dann, wenn die Kreuzungep tind k, durch ein Stral3ensttick
verbunden sind und auf diesem Stral3enstiick keine weitere
Kreuzung liegt.

Wir missen zunachst den Begriff "Relation” definieren. Danach
werden wir Relationen in Form von (gerichteten oder
ungerichteten) Graphen darstellen.

200¢
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Schreibweise

Statt (x,y)JR schreibt man meist xRy und sagt, x steht zu y

in der Relation R.

3.8.2 Definition

Seien M eine Menge und RM?Z eine Relation.

(1) R heil3treflexiy, falls xR x gilt fir alle XJM.

(2) R heiltirreflexiv, falls xR x fur kein XIM gilt.

(3) R heif3tsymmetrisc, falls fur alle xy (IM gilt:
xRy genau dann, wenn yRX.

(4) R heif3tantisymmetrischfalls fur alle x, 1M gilt:
Aus xRy und yRx folgt stets x=y.

(5) R heil3transitiy falls fur alle x,y, ZIM qilt:
Aus xRy und yRz folgt stets xRz.

(6) R heil3talternatiy falls fur alle x,yIM gilt:
xRy oder yRx (es kann auch beides gelten).

200¢
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3.8.1 Definition "Relationen”

Es seien M, M, M,, ..., M, Mengen.

(1) Jede Teilmenge R M; x M, x ... x M, heil3tn-stellige
Korrespondengoft auchn-stellige Relatiorgenannt).

(2) Jede Teilmenge R M" heiRtn-stellige Relation ber M

(3) Jede Teilmenge R M?2 heil3tzweistelligeoderbinéare
Relatior oder auch kurRelation tber M

Hinweis: In der Literatur werden die Begriffe Korrespondenz
und Relation oft vermischt und nicht auseinander gehalten.
Wir werden hier nur das Wort "Relation” verwenden.

Wir kennen bereits mehrere bindre Relationen. Ordnungen
(z.B. auf Zahlen oder auf Wértern) und Ableitungen (siehe
Abschnitt 2.7) sind solche zweistelligen Relationen.
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3.8.3 Definition

(1) Eine Relation heifkquivalenzrelationwenn sie reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist.

(2) Eine Relation heil®rdnung wenn sie reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv ist.
(Man schreibt xy fur solche Ordnungen.)

(3) Eine Relation heil#chte Ordnungwenn sie irreflexiv,
antisymmetrisch und transitiv ist.
(Man schreibt <y fiir solche Ordnunget

(4) Eine Ordnung R heif®btaleoderlineare Ordnungwenn
R alternativ ist. (Fur je zwei Elemente x und y gilt hier
also mindestens eine der Beziehungen xRy oder yRXx.)

Diese Relationen spielen eine zentrale Rolle in mathemati-
schen Untersuchungen und in praktischen Anwendungen.
Insbesondere mit Ordnungen werden wir uns noch intensiv
befassen (Sortieralgorithmen).

200¢
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3.8.4 Veranschaulichung

Es sei M = {m, m,, ..., m, ...} eine Menge und R M2 eine TB bezeichnet die Relation "echte Teilbarkeit". Fur die Zahl 1
Relation. Man stellt die Relation R meist grafisch dar, indem ist daher nichts zu tun. Die Zahl 2 muss man verbinden mit 4,
man die Elemente von M hinschreibt (oft in einen Kreis 6,8,10,..:

eingeschlossen) und einen Pfeil (sog. "Kante") genau dann
von x nach y zieht, wenn xRy gilt, d.h., wenn (CYR gilt.

BeispielTeilbarkeitsrelationEs sei M 4N und
TB={(x,y) |x teilt y und >2y und >#1} [ INxIN.

Zunachst schreiben wir die Elemente der MdNgauszugs-
weise von 1 bis 33) hin, dann tragen wir die Relation TB ein:

ONORONONOROROGRONONTRE
@ B VOGO e e
@ 29 & @ @ 28 @9 @ G G2 @3
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Die Zahl 3 muss man verbinden mit 6, 9, 12, ...: Die Zahl 4 muss man verbinden mit 8, 12, 16, ..., die Zahl 5
mit 10, 15, 20, ... usw. Schlief3lich erhalt man:

<« 7/
[ 7
N—=

&

(@ B © ¢
L\5
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Dies ist nur ein Ausschnitt aus der unendlich grof3en Relation.

Uberzeugen Sie sich, dass TB eine echte Ordnung, aber keine
lineare Ordnung ist.

Indem man fiir alle Zahlen x die Paare (x,x) zu TB hinzunimmt,
erhalt man eine Ordnung (Reflexivitét).

Man denke sich die gesamte Relation TB aufgezeichnet.

gilt: Eine Zahl ist genau dann eine Primzahl, wenn auf sie kein
Pfeil zeigt, von ihr aber Pfeile ausgehen. Auf dieser Beobach-
tung beruht das "Sieb des Eratosthenes", siehe Aufgabe 4 in den
Ubungsaufgaben 1.15.

200¢

3.8.5 Graphen

Graphen bestehen aus einer Knotenmenge V und einer Kanten-
menge E (englisch: Knotenvertex oder node, Kanteedge).

Die Kantenmenge stellt eine Relation auf V dar. Die folgende
Definition einschl. Beispiel kennen wir bereits aus 3.7.1.
Definition 3.8.5 a:G = (V, E) heil3gerichteter Graph

(oder Digraph =

1. V ist ein endliche nic-leere Menge

2. EOV XV

[Digraph kommt von "directed graph” = gerichteter Graph.]

Vo
V= {Vvy,V,, V3 vy}
Vi / \OV“ E = {(vy,va), (Va,V3), (V4,Vy), (V5 V3),
O \O y (V2 Va)s (V3, V), (Vas Vo))
3
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Im Falle, dass sowohl eine Kante von v nach v' als auch eine
Kante von V' nach v fuhrt, spricht man auch von einer un-
gerichteten Relation bzw. von einem ungerichteten Graphen.
In obigem Beispiel sind gyv,) und (v, v,) solche Kanten.

Definition 3.8.5 bG = (V, E) heil3ungerichteter Graph

1.V ist ein endliche nic-leere Menge
2.EO{{x,y}Ixy OV, xzy} O{{x}|x OV}.

vad D

A Vy

V= {Vy,V,, V3 vy}

E={{vy v}, {viv} {v}

v {Vo,va} {V 3, vt {V 4, v} }
3
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3.85¢
Umschalten zwischen gerichteten und ungerichteten Graphen:

Es sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Der gerichtete Graph
Gger= (V, Ege) mit

Eger = {(x,y), (v, ) [ {x,y} UE} O {(x,x) | {x} DE}

heilRtgerichtete Versiodes Graphen G.

Es sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Der ungerichtete Graph
GUI’]C = (V7 Eunc) mlt

Eung = {{x, ¥} (x,y) OE oder (y,xJE} O {{x}| (x,x) UE}
heilstungerichtete Versiodes Graphen G.

Im ungerichteten Fall gehen wir also zu beiden Richtungen
Uber, im gerichteten Fall ignorieren wir die Richtung.

Ein gerichteter Graph H heif3t Orientierusaer Ausrichtung
des ungerichteten Graphen G, wenn G die ungerichtete Version
von H ist. (Zu G mit |E| Kanten gibt e§!Drientierungen H.)
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Definition 3.8.5 d Teilgraph, induzierter Teilgraph

Es sei G = (V, E) ein ungerichteter bzw. gerichteter Graph. Ein
ungerichteter bzw. gerichteter Graph G' = (V', E') heifl3t
Teilgraphvon G, wenn VOV und E'OE qilt.

Es sei G = (V, E) ein ungerichteter bzw. gerichteter Graph und
es sei VI V. Der ungerichtete bzw. der gerichtete Graph

G' = (V'\E") heildtder von V' induzierte Teilgrajvon G,

wenn im gerichteten Fall

E'= {x,y}|{x,y} UEund x,y1V'}
bzw. im gerichteten Fall

E"={(xy)|(x,y)DE und x,yIV'}

gilt.

v ungerichteter Graph

der Umsteigebahnhofe
im Verkehrsverbund

200¢ Eidl© VC, FMI 768 200¢

ungerichteter Graph
der Umsteigebahnhdofe
im Verkehrsverbund

Eidl © VC, FMI 76€

Machen Sie sich klar, dass ein Graph sehr sehr viele
Teilgraphen besitzt. Kinnen Sie eventuell eine Formel
angeben, wie viele Teilgraphen ein Graph mit n Knoten
und m Kanten hat?
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Stuttgarts Innenstadt

Definition 3.8.5 e(adjacent, neighbour, successor, predecessor)

Jede Kante {x, y} bzw. (x,y) heiltzidentzu ihren Knoten x
und y. Zwei Knoten x, y mit {x, yH E (ungerichteter Fall)
bzw. (x,y)JE oder (y,xIJE (gerichteter Fall) heil3eadjazent
oderbenachbart

Ungerichteter Fall:Die Menge N(x) = {y1V | {x,y} OE}
hei3t die Menge deNachbari (oder der Nachfolger) von

Gerichteter Fall:N(x) ={y OV | (x,y)UE oder (y,xJE}
heil3t die Menge déMachbarnvon x.

S(x) = {ydV | (x,y)UE} heif3t Menge deNachfolgervon x,
P(x) ={yOV | (y,x)UE} heif3t Menge deYorgangermon Xx.

Eine Kante {x} im ungerichteten Fall bzw. (x,x) im gerich-
teten Fall heil3&chlinge

200¢ Eidl© VC, FMI

Beispiel: ungerichteter Fall

V ={vy, V,, V3, Vy, V5 V¢}

Lo,
Vlo/ Va E={{vy W}, {v, vah{v 5 v}, {v 5},
\

{Va Vot {Vs Ve}}
V3

Vs(O— ) Ve

Der von V' = {\, V,, Vg, Vg} v,

induzierte Teilgraph:
VlO/ O Ve

\O "
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Definition 3.8.5 f Grad d, Eingangs-, Ausgangsgrad, geordnet

Ungerichteter Fall:Fir einen Knoten x heif3t

d(x) = {yQV | xzy, {x,y} OE}| , falls {x} OE bzw.
dx) = {yQV | xzy, {x,y} OE}| + 2 , falls {x} OE
der(Knoten-) Gradron x ("degree”). Der maximale
Knotengrad heil¥Gradd(G) des Graphen G.

Gerichteter Fall:FiUr einen Knoten x heif3t

d*(x) = {yOV | (x,y)UE}| derAusgangsgradnd

d(x) = {ydV | (y,x)OE}| derEingangsgragon x. Der Wert
d(x) = d"(x) + d(x) heil3t auch deGradvon X.

Ein Graph heif3geordnetwenn fir jeden Knoten x im
ungerichteten Fall die Menge der Nachbarn N(x) bzw. im
gerichteten Fall die Menge der Nachfolger S(x) linear geord-
net ist (d.h., die zugehdrigen Kanten sind linear geordnet).

200¢ Eidl© VC, FMI
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3.8.5 g Definitionerzur Darstellung von Graphen:

Graphen werden meist durch ihre Adjazenzmarigurch
Adjazenzlisteroder durch Inzidenzlistesargestellt.

Essei G = (V,E) mitV ={x x,, ..., %} ein Graph.

Ungerichteter Fall:Die AdjazenzmatrixA = (g;) ist definiert
durch ¢; = 1, falls {X, X} UE, undg; = 0 sonst (j=1,...,n).

Gerichteter Fall:Die AdjazenzmatriXA = (g;) ist definiert durch
g; =1, falls (,%)UE, und g = 0 sonst (i,j=1, ...,n).

Die erweiterte AdjazenzmatriX ist fur i#]j gleich der
Adjazenzmatrix, allerdings wird die Hauptdiagonale auf 1
gesetzt, d.h.a=g; fur i#j und ;=1 (furi,j=1,...,n).

Beispiel:

Adjazenzmatrix A =

200¢
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Hinweis:Die Adjazenzmatrix A zeigt an, von welchem zu
welchem Knoten man "in einem Schritt" gelangen kann. Die
Komponented) in der Matrixkgibt an, wie viele verschie-
dene Wege der Lange k (siehe Def. 3.8.8) es vom Kneten x
zum Knoten xgibt. Obiges Beispiel: Bilde A-A =%

/01001001001 001111
00100¢(|oo0100( | 00001 :
A2=|000011[00001 011111
10100d[10100 010021
000111|00011 112111
011000 01100 01112

Aus éj)S = 2 folgt also: Es gibt zwei verschiedene Wege der
Lange 2 von xnach % (namlich » - X; - Xz und %, — X3 — Xs).

200¢
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3.8.6 Datentyp fur GrapheBarstellung als Adjazenzliste

Jeder Knoten erhélt einen Identifikator Id (in der Regel ist
dies eine nattrliche Zahl) und einen Inhalt.

Die Knoten werden in Listen zusammengefasst und besitzen
daher neben Id und Inhalt noch weitere Komponenten:

- Verweis auf demMN&chsterK noten in der Liste "NKn",

- Verweis auf digerstel nzidenteK ante "EIK".

Die von einem Knoten ausgehende Kante muss enth

den "Endknoten der Kante" (EKn), ihren Wert W ("weight")
und einen Verweis auf die ndchste Kante "NKa".

NKn| Id | Inhalt Elf_ EKnT W INKa
i pyriliice
200¢ Eidl © VC, FMI T7€
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In der Praxis besitzen Graphen zusatzliche Informationen
sowohl in den Knoten (z.B. geografische Angaben) als
auch in den Kanten (z.B. Entfernungen, Zeitdauer).

Beispiel:Gerichteter Graph mit Knotennummern und
Kantenwerten:

vy

12
Q33
Vyq
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Die meisten Anwendungen notieren viele Informationen in
den Graphen.

Sehr oft muss man sich zwei Zahlen merken, die Ergebnisse

771

zuvor durchgefuhrten Durchlaufen durch den Graphen sind,

sowie einen Booleschen Wert "Besucht"”, der angibt, ob

dieser Knoten bereits zuvor erreicht ("besucht") worden ist.

Wir fliigen diese Komponenten zu den Knoten hinzu und
erhalten folgende Datentypen, formuliert in Ada:

Adjazenzliste hierzu

/Anfang

7
Zugehoériger Graph: 99
15035 14 (%)

NKnl Id | Inhalt |[EIK EKn| W [NKa |[EKn| W |NKa
o1 o—| 9 |14 o—| © | 8| o

T [ I/ !

!

NKn| Id | Inhalt [EIK EKn| W [NK4
@ | 4 o 5| e
NKnl Id | Inhalt |[EIK EKn| W [NKa |[EKn| W |NKa
o| 2 o—| ©® |12| e—| O | 7| el
NKn| Id | Inhalt EIK><§5n W |INKa EKn| W [NKa
o | 3 o— 14| e1—| @ | 15| e
1 t I
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type Knoten; type Kante;
type NextKnoten is access Knoten;
type NextKante is access Kante;

type Knoten is record
Id: Knotenname;
Besucht: Boolean; zahl1, zahl2: Integer;

end record;

Inhalt: <weitere Komponenten>;

NKn: NextKnoten
EIK: NextKante;

type Kante is record
W: <Typ des Gewichts der Kanten>;
EKn: NextKnoten;
NKa: NextKante,

end record;

s
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Darstellung als Inzidenzliste
€

Hierfur bildet man @ =Y
eine lineare Liste der 2%\66
Knoten und eine *O——@
lineare Liste der
Kanten. Zu jeder AnfangKnoten
Kante gibt man ein I
Referenz auf den
Anfangsknoten und
eine Referenz auf den
Endknoten der Kante
an. Die Reihenfolgen

in den Listen kann
man beliebig wahlen.

AnfangKanten

200¢

3.8.7 Durchlauf durch Graphen

Wir wollen mit einer Prozedur GD ("Graphdurchlauf") einen
Graphen durchlaufen und dabei jeden Knoten und jede Kante
besuchen. Zu den Knoten werden wir haufiger gelangen, jede
Kante wird aber nur genau einmal durchlaufen.

Als Darstellung wahlen wir Adjazenzlisten.

In jedem Knoten bendtigen wir einen Booleschen \
"Besucht", der uns sagt, ob wir diesen Knoten bereits
besucht haben oder nicht. Ublicherweise definiert man den
Durchlaufalgorithmus folgendermal3en rekursiv.

Eidl© VC, FMI 781 200¢

Initialisierung: Setze alle Besucht-Werte auf false
Durchlaufe dann alle Knoten entlang der KnotenliBi& jedem
Knoten u mache man Folgendes (Prozeduraufruf GD):

Falls u als "besucht" markiert ist, so gehe zunhstam
Knoten in der Knotenliste.
Sonst: Markiere den Knoten u als "besucht".
< Bearbeite den Knoten u. >
Far alle von u ausgehenden Kanten e:
< Bearbeite die Kante e. >
Folge der Kante e zu ihrem Endknote
und rufe die Prozedur GD rekursiv mit v auf.

Auf diese Weise wird jeder Knoten so oft besuclig, Manten
zu ihm fuhren, und einmal mehr, weil zusatzlich ldreten-
liste durchlaufen wird.

Knoten und Kanten deklarieren wir wie oben (3.8rgj Folien
zuriickblattern) angegeben. Der Graph mit n Knotahm
Kanten liegt als Adjazenzliste vor. Auf die Knotistd verweist
hierbei eine NextKnoten-Variable mit dem Namen "adagd".

200¢
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Algorithmus Graphdurchlauf GD:

Anfang, p: NextKnoten;
procedureGD (u: inout NextKnoten)_is
e: NextKante;
beqin if notu.Besucht then
u.Besucht := true; < "bearbeite den Knoten u" >;
e = u.ElK;
while e /= nullloop < "bearbeite die Kante e" >;
GD(e.EKn); e:=e.NKa;enc loog;
endif;
endGD;
beqin ... < "baue den Graphen auf" >; ... ;
p := Anfang;
while p /= nullloop p.Besucht:=false; p := p.NKn; ethabp;
p := Anfang;
while p /= nullloop GD (p); p := p.NKn;_endoop; ...
end;

Eidl© VC, FMI 788 200¢
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Machen Sie sich den Algorithmus an folgendem einfachen
Beispiel klar. Die Reihenfolge in der Knotenliste des
Graphen seiyu,, U, Uy, U, Us und (U, W) sei die erste

von y, ausgehende Kante.

o UZ\ Us
1\f S/Ou3

Dann werden die Knoten in der Reihenfolge
Up, W, Us, Us, Uy, Us bearbeitet (entsprechend
< "bearbeite den Knoten u" > in der Prozedur GD).

ZeitaufwandDie Prozedur GD wird n mal in der Schleife
while p /= nullloop GD (p); p := p.NKn;_endioop;

und m-mal in der Prozedur selbst aufgerufen. Jeder Knoten

und jede Kante werden genau einmal bearbeitet. Der

Zeitaufwand ist daher proportional zu (n+m).

PlatzaufwandDie rekursiven Aufrufe kosten zusétzlichen
Platz im Kellerspeicher. Der ungunstigste Fall liegt vor,
wenn der Graph eine Folge von Knoten

O O O O O

l'Il u2 U3 un-l un

In diesem Fall werden n-1 rekursive Aufrufe ineinander
geschachtelt, bevor die erste Prozedur wieder verlassen wird.
Da hierbei die Variablen e und v (= e.EKn) neu angelegt
werden, erhalten wir einetusatz-Platzbedarder GroR3e 2n.
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Definition 3.8.8 ungerichtete Wege und Pfade

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit
EO{{xy}Ixy OV, xzy} O{{x}|x OV}

Eine Folge von Knoten (uu,, Us, ..., y) mitr= 1 heiRtWeg
im Graphen G, wenn {uu,,} DEfuri=1, 2, ..., r-1 gilt.

r-1 heil3t dietédnge des Weqges

Man sagt: Der Weg (U, ..., y) fahrt vom Knoten yzum
Knoten (, oder ( ist von (, aus (Uber diesen Weerreichba.
Zwei Knoten u und v heiRererbundenwenn es einen Weg
von u nach v gibt.

Betrachtet man dagegen die Kanten, die diesen Weg bilden, so
spricht man von "Pfaden” im Graphen, d.h., wenn

(U, W, U, ..., Yy) ein Weg ist, so ist

{uguh {uyug), {ugug, . {Upg,Ul)
der zugehorig€fadim Graphen.

Eidl © VC, FMI 78¢€

Definition 3.8.9 Zusammenhang fur ungerichtete Graphen

Ein Weg (y, W, U;, ..., y) heiltdoppelpunktfrendereinfach
wenn y# u; far alle #j gilt.
Ein Weg heil3geschlosserwenn y=u; gilt.

Ein Weg (Y, W, U;, ..., y) heilltKreis oderZyklus, wenn

r =4 ist, der Weg geschlossen ist ungd (y, us, ..., 4,)
doppelpunktfrei ist. Ein Graph heitklenfreioderazyklisch
wenn er keine Zyklen besit

Ein Graph heilitusammenhangendenn jeder Knoten mit
jedem Knoten verbunden ist.

Die Menge

Z(u) ={vOV | uundv sind verbunden }

heil3t dieZusammenhangskomponeies Knotens u.
(Es qilt: Aus Vi1 Z(u) folgt uJZ(v).)

200¢
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Definition 3.8.10 gerichtete Wege und Pfade

Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V, E) nit Ex V.
Eine Folge von Knoten (uu,, U, ..., y) mitr=1 heil3t
(gerichteter)Vegim Graphen G, wenn {wi,,) JE furi=1,
2, ..., r-1 gilt. r-1 heil3t die&dnge des Weges
Man sagt, der Weg (uu,, ..., y) fuhrt vom Knoten yzum
Knoten y, oder, der Knoten, ust von y aus uber den Weg
(U, Uy, ..., L) erreichba.
Betrachtet man die Kanten, die diesen Weg bilden, so spricht
man von "Pfaden” im Graphen, d.h., wenn
(U, W, U, ..., y) ein Weg ist, so ist

((Up W), (UpUg), (Ug,Uy), -y (Uig, )
der zugehorig€fadim Graphen.

Zwei Knoten u und v heiRererbundenwenn es einen Weg
von u nach v undinen Weg von v nach u gibt.

Definition 3.8.11 Zusammenhang fir gerichtete Graphen

Ein Weg (Y, W, U;, ..., y) heilltdoppelpunktfrendereinfach
wenn y#u fir alle iz] gilt.
Ein Weg heil3geschlosserwenn y=u; gilt.

Ein Weg (Y, W, U;, ..., y) heilltKreis oderZyklus, wenn

r= 4 ist, der Weg geschlossen ist ungd (y, us, ..., y,)
doppelpunktfrei ist. Ein Graph heitklenfreioderazyklisch
wenn er keine Zyklen besit

Ein gerichteter Graph heiBtark zusammenhangengenn
jeder Knoten mit jedem Knoten verbunden ist.

Die Menge

Z(u) ={vOV | uundv sind verbunden }

heil3t diestarkeZusammenhangskomponeiwles Knotens u.
Es ist wiederum klar, dass fur allel¥(u) gilt: udJZ(v).

200¢
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Definition 3.8.12 schwacher Zusammenhang

Zu einem gerichteten Graphen G=(V,E) sgi&(V, E, mit
Eung= {x.y} (x,y) OE oder (y,xJJE} O{{x}|(x,x) DE} die
ungerichtete Version (siehe 3.8.5 c).

Die Menge SwZ(u) = Z(u) in (3, heil3t dieschwache
Zusammenhangskomponeuwkes Knotens u im Graphen G.
(Wiederum folgt, dass fur allel¥SwZ(u) gilt: udSwZ(v).)

Beispiel:
Z(uy) = {uy},

Uy
ulo<j e Z(uy) = {ug)
U SWZ(W) = {uy, W, Us, Ug},

SWZ(;) = {us, Ug}.

200¢
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Definition 3.8.13 transitive Hille

Zu dem gerichteten oder ungerichteten Graphen G=(V,E) heil3t
der gerichtete bzw. ungerichtete Graph €V, E,;) mit

Ey = {(X,y)|es gibt einen Weg von x nach y}

dietransitive Hulledes Graphens G.

Zwei spezielle Graphen:

Ein Graph, in dem je zwei verschiedene Knoten miteinander
durch eine Kante verbunden sind, hwollsténdiger Grag
K,=(V,E) und E = {{x,y} | x,yOV, x # y} im ungerichteten Fall
bzw. E ={(x,y) | x,yadV, x #y} im gerichteten Fall.

Der Graph, bei dem n Knoten einen Ring bilden, hé{&is'
C.,=(V,E) mitV={x;,X,,...,x} und

E={{X 1. X} {X 2, Xah {X 5, X}, .-, {X o 1. %} {X o X,J} (ungerichtet)
bzw. E = {(X, X5), (X5, X3), ..., (%,.1, Xn), (X, X1)} Im gerichteten Fall.

200¢
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3.8.14 Einfache Anwendundes Graphdurchlaufs GD

Wenn marbei ungerichteten Graphezu Beginn des Aufrufs
GD (siehe 3.8.7) aus der while-Schleife heraus immer eine

neue Liste beginnt (sofern p.Besucht false ist), in die man alle
in der Prozedur erstmals besuchten Knoten einfligt, so erhalt

man die Zusammenhangskomponenten.

Denn im ungerichteten Fall gibt es zu jedem Weg von u nach v
auch einen Weg von v nach u, und alle Knoten, die von u aus
erreichbar sind, sind bereits als "besucht" markiert, wenn man

beim Durchlauf durch die Knotenliste auf sie trifft. Es
verbleiben dann nur noch Knoten aus anderen Zusammen-
hangskomponenten.

200¢
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4. Begriffe der Programmierung

4.1 Blocke, Ausnahmen, Uberladen
4.2 Prozeduren und Funktionen
4.3 Moduln

4.4 Polymorphie

4.5 Vererbung

4.6 Objekte

4.7 Grundprinzipien, Paradigmen der Programmierung

Hinweise im DetailFiige zum Programm fir GD hinzu
I: Integer; Z:_array(1..n) of NextKnoten;

Vor der letzten while-Schleife fige |:=0; ein und ersetze die
letzte while-Schleife durch:
while p /=null loop
if notp.Besucht theii=1+1; Z(I) := null; GD(p); endf;
p ;= p.NKn;
enc loop;
und in der Prozedur figen wir unmittelbar nach "then" ein:
Z(l) := newNextKnoten'(NKn => Z(l); Id => u.ld);
Am Ende bilden die Listen Z(1), Z(2), ... die Zusammenhangs-
komponenten.

Ubungsaufgabelm gerichteten Fall muss man anders vorgehen.
Uberlegen Sie, wie.
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Das Kapitel 4 stellt einige wesentliche Konzepte der
Programmierung vor. Diese treten in den meisten
Programmiersprachen in irgendeiner Form auf.

Jeder Abschnitt besteht aus zwei Teilen: Zunachst werden
die Konzepte unabhangig von einer konkreten Sprache
vorgestellt (allerdings ergibt sich eine Nahe zu Ada d

die Beispiele), danach wird kurz deren Darstellung in Ada
besprochen, woran sich oft noch weitere Begriffe
anschliel3en, die fir Ada in diesem Zusammenhang von
Bedeutung sind.

200¢
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4.1 Blocke, Ausnahmen, Uberladen

Wiederholung: Ein Name ist in der Regel nur in einer bestimm-
ten Umgebung eindeutig. Zum Beispiel wird es in einer
Vorlesung mit 300 Horer(inne)n meist nur hdchstens einen
"Paul Miller" oder eine "Rita Weber" geben, bundesweit
dagegen kdnnen viele Personen diesen Namen tragen.

In einem Programm muss jeder Name eine eindeutige -

tung besitzen. Figt man jedoch zwei Programme zu einem
neuen zusammen, so kénnen hierbei zwei gleiche Namen, die
bisher in den beiden getrennten Programmen vorkamen,
zusammentreffen und zu einer Mehrdeutigkeit fihren. Man
wird daher jedem Namen eine "Umgebung" zuordnen, in der
er gultig ist. Diese Umgebung, also ein in sich geschlossenes
Programmestiick mit Deklarationen, nennt man einen "Block

200¢
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Festlegung 4.1:2

Steht ein Bezeichner X in einem Programm mit Blocken

an einer Stelle s, so bezieht sich X stets auDeidara-

tion von X, die sich im Deklarationsteil des kleinsten
("innersten") Blocks befindet, der s umfasst.

Nach der Deklaration eines Bezeichners, der an einer Stelle s
verwendet wird, wird daher stets von s ausgehend nach oben
in der Hierarchie der Bl6cke gesur

Hinweis (hier fir Sie noch nicht ganz zu verstehen):

Diese Festlegung gilt auch fir die Benutzung von Namen in
Funktionen, Prozeduren, Moduln und anderen Programm-
einheiten mit Deklarationgimach Anwendung der Kopier-
regel, siehe spateriierbei dirfen globale Variablen aber

nicht "lokaler" werden, siehe Sonderfall 4 in der Kopierregel
in 4.2 sowie das Beispiel auf der n&chsten Folie.
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Festlequng 4.1.(Erinnerung, vgl. Abschnitt 1.11.5):

Ein Block ist eine in sich geschlossene, durchiegendgeklammerte
Folge von Anweisungen, die einen Deklarationstailfnfang (und in
Ada am Ende Ausnahmebehandlungen, um Fehlersiteatiabzufan-
gen) besitzen darf.

Die im Deklarationsteil vereinbarten Bezeichnungénnen nur inner-
halb dieses Blocks und seiner Unterblocke verwewdeden. Wird der
Block verlassen, so sind diese Bezeichner undutiehdsie bezeichneten
Objekte undefiniert oder "unbekannt".

Jeder Bezeichner, der explizit im Deklarationst@ies Blocks oder impli-
zit als Laufvariable, Marke oder Bezeichnung ei@ehleife oder eines
Blocks eingefiihrt wird, heifokal zu diesem Block. Bezeichner (bzw. die
durch sie bezeichneten Objekte), die in Ober-Bléakeklariert und in
Unter-Blocken verwendet werden, heiltgobalin den Unterbldcken.

Wird in einem Unter-Block ein Bezeichner, der inesn Ober-Block
vereinbart wurde, neu deklariert, so wird der aaBmzeichner "ausge-
blendet" und im Unter-Block kann nur das dort deklée Objekt unter
diesem Bezeichner angesprochen werden.
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Beispiel (in Ada-Schreibweise)

declarel: Integer := 0;

procedureP is
beginL:=L+1; end

- _ L Wenn P im inneren Block
declareL: Integer := 1; aufgerufen wird, dann wird

be Ir L := L+1 ausgefiihrt; abe
P; mit "L" ist hier der
Bezeichner gemeint, der
end

global zur Prozedur P ist,
also das mit O initialisierte
L des aufReren Blocks.

200¢
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4.1.3Mit den Blocken sind die Begriffe Giltigkeitsbereich
(oder Sichtbarkeitsbereich) und Lebensdauer von Objekten
und ihren Bezeichnern verbunden, siehe 1.11.5.

Erinnerung: Die_ebensdaueeines Bezeichners und des mit
ihm verbundenen Objekts ist der Block, in dem der
Bezeichner deklariert wurde. Der Bezeichner / das Objekt
lebt genau ab dieser deklarierenden Stéiie Falle einer
Variablen bedeutet dies: Die Variable besitzt nun einen
Speicherplatzbereich im lokalen Kellerspeicher), abe
innerhalb dieses Blockes und aller Unter-Einheiten; der
Bezeichner und das zugehdorige Objekt "sterben”, sobald
dieser Block verlassen wird; auf3erhalb des Blocks sind sie
unbekannt. Wird der Block spater wieder neu betreten, so
wird ein neues Objekt erzeugt (oder "geboren™).

Spezialfall in AdaDie Lebensdauer eineaufvariablenist die jeweilige

Schleife. AuRRerhalb der Schleife ist die Laufvaleaticht existent. Die
Schleife ist fur die Laufvariable wie ein deklagader Block.

Der GultigkeitsbereicloderSichtbarkeitsbereichines Ob-

jekts und seines Bezeichners ist der Teil der Lebensdauer, in
dem hierauf unmittelbar tber den Namen zugegriffen
werden kann. Nicht gultig (oder sichtbar, enggible) sind
Objekt und Bezeichner in allen Untereinheiten, in denen der
Bezeichner neu deklariert wird. Sie "tauchen wieder auf"

(= sie werden wieder sichtbar), sobald diese Untereinheiten
verlassen werden.

BeachteJedes Objekt lebt ab seiner Deklaration bis zum
enddes deklarierenden Blocks. Die allgemeine Regel, dass
ein Bezeichner sichtbar sein muss, wenn man ihn verwen-
den will, gilt auch fir den Deklarationsteil. Daher missen
wir z.B. in Ada bei access-Datentypen den Typ T, auf den
verwiesen wird, zuvor spezifizieren, dann den access-Typ
definieren und anschlieend T selbst.
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In Adakann man lebende, aber nicht sichtbare Variablen Gber
einen Blocknamen (am Anfang des Blocks, durch Doppelpunkt
abgetrennt; Punkt-Schreibweise verwenden) ansprechen und
somit sichtbar machen. Solche "verwéassernden" Moéglichkeiten
sollte man aber nur sehr sparsam benutzen. Beispiel:

Aussen: declare X: Integer := 3;
begin ...

T Der Name Aussen.X

bezeichnet also die im
Block mit dem
Bezeichner "Aussen"
deklarierte Variable X.

declare X: Integer :=5;

begin ...
S0t

end;

end;

Eidl © VC, FMI 80z

4.1.4: Speicherverwaltung mit Blocken

Die Variablen, die in Bl6cken vereinbart werden, werden
grundsatzlich im Kellerspeicher abgelegt. Die Anlegung
der Speicherbereiche erfolgt hierlagihrend der Laufzeit:
Sobald der Block betreten wird, wird der Platz fur die neu
vereinbarten Variablen reserviert ("Allokation™” von
Speicher)

Wird der Block verlassen, so wird der Speicherplatz
wieder frei gegeben. (In der Praxis wird allerdings nur der
Verweis auf den letzten Kellerspeicherplatz verandert.)

Wir erlautern dies an folgendem Beispiel.
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Programmzeiger

procedurBSP is -- nicht auf den Inhalt achten! — procedurdBSP_is -- nicht auf den Inhalt achten! X
X: Float; W, I, N: Integer; Prim: Boolean; 2_ X: Float; W, I, N: Integer; Prim: Boolean; W
beginGet(N); o) =P DeginGet(N); |
declareX, Y: Float, ® declareX, Y: Float, N
beginX := Float (N); = beginX := Float (N); Pri
while ....; -- berechne angenéahert die Wurzel Y aus N @ while ....; -- berechne angenéhert die Wurzel Y aus N nm
W = Integer (Y); 0} W = Integer (Y);
end %) end
declard, J, L: Integer; 5 declard, J, L: Integer;
beginl := 2; o beqinl := 2;
— while (I <= W) and(I*l /= N) loop 3 while (I <= W) and(I*1 /= N) loop
2 declartJ: Integer = declarJ: Integer
0 beqginl:=I+1; J:=W-I; if J*J=N then.. endif; beqginl:=I+1; J:=W-I; if J*J=N then.. endif;
O end end
m endloop; endloop;
Prim :=_ not(I*I = N); Prim :=_not(I*I = N);
declareZ: array(1..W) of Integer; declareZ: array(1..W) of Integer;
begin ... begin ...
end end
end end
| := N; while I>0 loopl:=I-1; ... endloop,; .... | := N; while I>0 loopl:=I-1; ... endloop; ....
@BSP, @BSP,
200¢ Eidl © VC, FMI 80¢ 200¢ Eidl © VC, FMI 80¢
proceduréBSP is -- nicht auf den Inhalt achten! X procedureBSP_is -- nicht auf den Inhalt achten! X
X: Float; W, I, N: Integer; Prim: Boolean; W X: Float; W, I, N: Integer; Prim: Boolean; W
beginGet(N); | beginGet(N); |
declareX, Y: Float; N declareX, Y: Float; N
m—PpheginX = Float (N); Pri beginX := Float (N); Bri
while ....; -- berechne angenéhert die Wurzel Y aus N nm while ....; -- berechne angenéhert die Wurzel Y aus N nm
W = Integer (Y); X W = Integer (Y);
end Y end
declard, J, L: Integer; == declarel, J, L: Integer;
beginl := 2; beginl := 2;
while (I <= W) and(I*l /= N) loop while (I <= W) and(I*1 /= N) loop
declartJ: Integer declartJ: Integer
beqginl:=I+1; J:=W-I; if J*J=N then.. endif; beqginl:=I+1; J:=W-I; if J*J=N then.. endif;
end end
endloop; endloop;
Prim = not(I*I = N); Prim :=_not(I*I = N);
declarezZ: array(1..W) of Integer; declarez: array(1..W) of Integer;
begin ... beqin ...
end end
end end
| := N; while >0 loopl:=I-1; ... endloop; .... | := N; while I>0 loopl:=I-1; ... endloop; ....
mﬂBSP, mBSP,
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proceduréBSP is -- nicht auf den Inhalt achten! X procedureBSP_is -- nicht auf den Inhalt achten! X
X: Float; W, I, N: Integer; Prim: Boolean; W X: Float; W, I, N: Integer; Prim: Boolean; W
beginGet(N); | beginGet(N); |
declareX, Y: Float; N declareX, Y: Float; N
beginX := Float (N); Pri beginX := Float (N); Pri
while ....; -- berechne angené&hert die Wurzel Y aus N nm while ....; -- berechne angenéhert die Wurzel Y aus N nm
W= Integer (Y); I W= Integer (Y); I
end J end J
declard, J, L: Integer; L declard, J, L: Integer; L \\/
=P heginl := 2; beginl := 2; 3
while (I <= W) and(I*l /= N) loop while (I <= W) and(I*l /= N) loop
declartJ: Integer declartJ: Integer
beqginl:=I+1; J:=W-I; if J*J=N then.. endif; ——) Deginl:=I+1; J:=W-I; if J*J=N then.. endif;
end end
endloop; endloop;
Prim = not(I*I = N); Prim :=_not(I*I = N);
declareZ: array(1..W) of Integer; declarez: array(1..W) of Integer;
begin ... begin ...
end end
end end
| := N; while I1>0 loopl:=I-1; ... endloop,; .... | := N; while I>0 loopl:=I-1; ... endloop; ....
@BSP, @BSP,
200¢ Eidl © VC, FMI 80¢ 200¢ Eidl © VC, FMI 81C
proceduréBSP is -- nicht auf den Inhalt achten! X procedureBSP_is -- nicht auf den Inhalt achten! X
X: Float; W, I, N: Integer; Prim: Boolean; W X: Float; W, I, N: Integer; Prim: Boolean; W
beginGet(N); | beginGet(N); |
declareX, Y: Float; N declareX, Y: Float; N
beginX := Float (N); Pri beginX := Float (N); Bri
while ....; -- berechne angené&hert die Wurzel Y aus N nm while ....; -- berechne angenéhert die Wurzel Y aus N nm
W = Integer (Y); I W = Integer (Y); I
end J end J
declard, J, L: Integer; L declard, J, L: Integer; L \\/
beqinl := 2; beginl := 2; 3

ey While (I <= W) and(1*I /= N) loop
declartJ: Integer
beqginl:=I+1; J:=W-I; if J*J=N then.. endif;
end
endloop;
Prim = not(I*I = N);
declarezZ: array(1..W) of Integer;

begin ...
end
end
| := N; while >0 loopl:=I-1; ... endloop; ....
mﬂBSP,

while (I <= W) and(I*l /= N) loop
declar J: Integer
——) Deginl:=I+1; J:=W-I; if J*J=N then.. endif;
end
endloop;
Prim :=_not(I*I = N);
declarez: array(1..W) of Integer;

200¢ Eidl© VC, FMI

begin ...
end
end
| := N; while I>0 loopl:=I-1; ... endloop; ....
mBSP,
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proceduréBSP is -- nicht auf den Inhalt achten! X procedureBSP_is -- nicht auf den Inhalt achten! X
X: Float; W, I, N: Integer; Prim: Boolean; W X: Float; W, I, N: Integer; Prim: Boolean; W
beginGet(N); | beginGet(N); |
declareX, Y: Float; N declareX, Y: Float; N
beginX := Float (N); Pri beginX := Float (N); Pri
while ....; -- berechne angené&hert die Wurzel Y aus N nm while ....; -- berechne angenéhert die Wurzel Y aus N nm
W= Integer (Y); I W= Integer (Y); I
end J end J
declard, J, L: Integer; L declard, J, L: Integer; L
beqinl := 2; beginl := 2; 2(1
while (I <= W) and(1*l /= N) loop while (I <= W) and(*l /= N) loop (1)
declartJ: Integer declartJ: Integer 2(2)
beginl:=I+1; J:=W-I; if J*J=N then.. endif; beginl:=I+1; J:=W-I; if J*J=N then.. endif; Z(3)
end end
endloop; endloop; (W
Prim = not(I*I = N); Prim :=_not(I*I = N);
=) declareZ: array(1..W) of Integer; declarezZ: array(1..W) of Integer;
begin ... —) DEQin ...
end end
end end
| := N; while >0 loopl:=I-1; ... endloop; .... | := N; while I>0 loopl:=I-1; ... endloop; ....
@BSP, @BSP,
200¢ Eidl © VC, FMI 812 200¢ Eidl © VC, FMI 814
proceduréBSP is -- nicht auf den Inhalt achten! X procedureBSP_is -- nicht auf den Inhalt achten! X
X: Float; W, I, N: Integer; Prim: Boolean; W X: Float; W, I, N: Integer; Prim: Boolean; W
beginGet(N); | beginGet(N); |
declareX, Y: Float; N declareX, Y: Float; N
beginX := Float (N); Pri beginX := Float (N); Bri
while ....; -- berechne angené&hert die Wurzel Y aus N nm while ....; -- berechne angenéhert die Wurzel Y aus N nm
W = Integer (Y); I W = Integer (Y);
end J end
declard, J, L: Integer; L declard, J, L: Integer;
beqinl := 2; beginl := 2;

while (I <= W) and(I*1 /= N) loop
declartJ: Integer
beqginl:=I+1; J:=W-I; if J*J=N then.. endif;
end

endloop;

Prim = not(I*I = N);

declarezZ: array(1..W) of Integer;

begin ...
end
#e d
| := N; while >0 loopl:=I-1; ... endloop; ....
mﬂBSP,

while (I <= W) and(I*1 /= N) loop
declar J: Integer
beqginl:=I+1; J:=W-I; if J*J=N then.. endif;
end

endloop;

Prim :=_not(I*I = N);

declarez: array(1..W) of Integer;

200¢ Eidl© VC, FMI

begin ...
end
end
=== | := N; while [>0 loopl:=I-1; ... endloop; ....
mBSP,
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Speicherbelegung im Kellerspeicher

Speicherauslastung
als Funktion der Zei

Der lokale Speicher ist ein pulsierender Kellersper.

Er lasst sich durch verschachtelte Blocke steuern.
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Speicherbelegung im Kellerspeicher

4.1.5: Vorteile von Blocken

1. Sie bilden kleinste in sich geschlossene Programmstticke, die
man getrennt entwickeln, verstehen und optimieren kann.

2. Die bendtigten Hilfsvariablen und Zwischenrechnungen sind
nach Abarbeitung des Blocks verschwunden.

3. Aus Blocken lassen sich gro3ere Programmeinheiten
zusammenstellen, ohne dass Namenskonflikte auft

4. Mit Bloécken kann man Einfluss auf den kellerartigen
Speicherplatz, der keiner Speicherbereinigung unterliegt,
nehmen und den Speicherplatz gezielt selbst verwalten.

Hinweis:Diese Vorteile lassen sich auch mit Prozeduren und
Paketen erreichen; allerdings kann bei ihnen ein zusatzlicher
Verwaltungsaufwand bei der Programmausfihrung entstehen.
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4.1.6 Bindungron Objekten an Namen/Bezeichner.

Eine Deklaration bewirkt, dass mit dem deklarierten Objekt
eine Bedeutung verbunden wird. Ist das Objekt eine Variable,
so wird Speicherplatz im lokalen Kellerspeicher reserviert und
die Anfangsadresse dieses Speicherbereichs (= interner Name
des Objekts) wird dem Bezeichner (= Name im Programm)
des Objekts fest zugeordnet. Ist das Objekt eine Datentypdefi-
nition, so wird mit dem Namen die Struktur des Typs unc
spater fur jede Komponente bendtigte Zahl an Speicherplatzen
verbunden. Ist es eine Prozedur, so wird ihm der Prozedurtext
oder das ubersetzte Programmestiick zugeordnet usw.

Diesen Vorgang des Zuordnens nennt nigindund'. Die

GroRRe des bendtigten Speicherplatzes ergibt sich bei Variab-
len aus der Definition des Datentyps, bei Prozeduren aus dem
Hinweis auf das Ende einer Prozedur usw.

Die Bindung zwischen dem Objekt und seinem Bezeichner
besteht im gesamten Gultigkeitsbereich; dieser unterliegt der
Blockstruktur.

Aul3erhalb des Gultigkeitsbereichs kann an den Bezeichner
ein anderer interner Name bzw. eine andere Information
gebunden werden.

Zum Beispiel kdnnen Operatoren solche Objekte sein. |
liegt durch die Bindung eine Kopplung zwischen dem
Bezeichner und der Operation vor. Diese Zuordnung muss
nicht eindeutig sein. Standardbeispiel ist die Addition:

In A+ B bezeichnet der Operator "+" je nach Kontext eine
ganzzahlige, eine reelle, eine Vektor- oder eine andere
Operation.
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Man spricht vorstatischer Bindungvenn die Bindung in einer
Deklaration in einem Deklarationsteil des Progranemfisigt, die
bereits zur Ubersetzungszeit vorgenommen werden. kan

Kann die Bindung erst zur Laufzeit durchgefiihrt desr (z.B. bei
dynamischen Feldern, bei Haldenobjekten oder tkailém Variablen
in rekursiven Prozeduren), so spricht man gignamischer
Bindung

Die Bindung nennt mapolymorph wenn mit einem Bezeichner
mehrere Objekte verbunden werden. (Beispiel: ob@sgrator "+".
Die eindeutige Zuordnung ist dann nur durch Betrcldes Kon-
textes moglich. Man sagt dann auch, der Bezeicégieiliberladen".
Bei Schachtelungen und Rekursionen definiert jedgmi@ammier-
sprache genau, welches Objekt zu jedem Zeitpunkeg# ist. Bei
Vererbungen geht man die Vererbungshierarchie kuriid ver-
wendet in dieser Reihenfolge das erste definier®deommen des
Bezeichners. In typisierten Sprachen kdnnen Varabuch Objekte
aus abgeleiteten Klassen zugewiesen werden. Usw.)
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4.1.7 Uberladen von Bezeichnern

Die Mehrfachdeklaration eines Bezeichners bezeichnet man
als 'Uberladeti (overloading.

Ein Bezeichner heifitberladenwenn er mehrere verschie-
dene Bedeutungen besitzt (d.h., ihm sind mindestens zwei
verschiedene Objekte zuordnet). Allerdings muss an jeder
Stelle des Programms aus dem Kontext eindeutig -
gehen, welche Bedeutung hier gemeint ist.

In der Praxis muss festgelegt sein, ob die eindeutige
Zuordnung des Bezeichners zu einer der Deklarationen
bereits zur Ubersetzungszeit (also "statisch") mdglich sein
muss oder ob dies erst zur Laufzeit ("dynamisch") erfolgen
soll.
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In Adaist Uberladen zulassigum Zeitpunkt der Abarbei-
tung muss die Eindeutigkeit gegeben sein.
Ada unterscheidet zwischen Bezeichnern, die Uberladen
werden kdnnen, und solchen, fur die dies nicht erlaubt ist.
Uberladen werden dirfen in Ada Bezeichner fiir Literale in
Aufzahlungstypen (siehe 1.8.1), Funktionen, Operatoren und
Unterprogramme (siehe 1.7, Details siehe unten). Nicht
Uberladen werden durfen Bezeichner fir Datenobjekte
implizite Angaben (Sprungziele, Namen von Blocken usw.).
Auch wenn man Typen ableitet, erfolgt eine Uberladung; z.B.:
type Euro isnewFloat deltaD.01 rang®.0 .. Float'Last;
typeCent_isnewEuro range 0.0 .. 0.99;
In diesem Fall sind die Literale ftir die Typen Float und Euro
und ebenso die zuldssigen Operatoren uberladen, da diese fur
den abgeleiteten Typ (Euro bzw. Cent) tlbernommen werden.
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Beispiel: Erlaubt sind im gleichen Deklarationsteil:

function "+" (X, Y: Vektor) return Vektor is
Summe: Vektor,

begin for Jin Y'Range loop Summe (J) := X(J) + Y(J); end loop;

return Summe;

end "+";

function "+" (X: Float; Y: Vektor) return Vektor is

Summe: Vektor;

begin for Jin Y'Range loop Summe (J) := X +Y; end loop
return Summe;

end "+";

function "+" (X, Y: Vektor) return Float is

Summe: Float := 0.0;

begin for Jin Y'Range

loop Summe = Summe + X(J) + Y(J); end loop;

return Summe;

end "+";
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Ein wichtiger Anwendungsfall ist in Ada das Uberladen von
Operatoren und Unterprogrammnamen. Das Uberladen erfolgt
oft indirekt, indem man entsprechende Unterprogramme mittels
"with" aus anderen (Bibliotheks-) Programmeinheiten importiert.

Das Uberladen eines Operators, eines Funktions- oder eines
Unterprogramr-Namens ist in Ada erlaubt, sofisich die
diversen Deklarationen

- in der Reihenfolge der Parametertypen,

- in mindestens einem Parametertyp oder

- im Ergebnistyp

unterscheiden. Dann kann man den passenden Operator bzw.
Unterprogramm-Namen eindeutig auffinden.
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Es seien:

A, B, C: Float; D, E, F: Vektor;

Mit den obigen drei Operatoren sind im weiteren Verlauf die
folgenden vier Zuweisungen erlaubt, die fiinfte dagegen nicht.

C = A+B; -- vordefinierte Float-Addition

A= (D+E) + A; -- links: dritter Operator und dann
-- rechtes "+" = Float-Addition

F := A+D; -- zweiter Operatc

E .= F+D; -- erster Operator

D :=(E+B) + F; -- nicht definiert, da "Vektor + Float"
-- nicht deklariert wurde.

D:=(B+E)+F; -- Dies ist dagegen zul&ssig: erst den

-- zweiten, dann den ersten Operator.
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Beispiel:Das Skalarprodukt schreibt man meist als

function"*" (X, Y: Vektor) returnFloat is
SP: Float := 0.0;
begin for J inX'Range loop
SP := SP + X(J) * Y(J) ._enldop;
returnSP;
enc™"

Beachten Sie: Die Operatorsymbole bzw. Unterprogramm-
Namen unterliegen der bereits festgelegten Lebensdauer und
der Sichtbarkeit. Siehe nachste Folie; dort sind die beiden
Deklarationen fur "*" in den geschachtelten Blocken maéglich,
innerhalb des gleichen Deklarationsteil aber nicht erlaubt, weil
man sie durch den Kontext (z.B. die Typen der Parameter) nicht
unterscheiden konnte.
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Spezialfall: Zusammengefasste Daten (Aggregate). In Ada
kénnen auch Aggregate Uberladen werden; im konkreten Fall
muss der Programmierer selbst fir die Eindeutigkeit sorgen.

type Vektorl is array(1..4) of Integer;
type Vektor2 is array (‘'A'..'D") of Intege
procedure P (X: Vektorl) is ...
procedure P (Y: Vektor2) is ...

-

i:.>.((1,2,3,4));

Hier ist die Bezeichnung des Feld-Aggregats (1,2,3,4)
"Uberladen” und im vorliegenden Fall kann die "richtige"
Prozedur P nicht gefunden werden. Dann muss man wie
Ublich eine Typqualifikation durchfihren, z.B.:
P(Vektor2'(1,2,3,4));
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declare Z: Float; D, E: Vektor; aul3erer Block
function™" (X, Y: Vektor) returnFloat is
SP: Float := 0.0 ;
begin for J inY'Range l00pSP := SP + X(J) * Y(J) ._enidop;
returnSP ;
end"*"; ...
bedin...
Z .= D*E;
declare innerer Block
functior "*" (X, Y: Vektor) returr Floatis
S: Float :=0.0;
beginfor J inY'Range _loopS := S + X(J) + Y(J) ;_enbbop;
returnsS ;
end"*"; ...
b_egzl_n:_;"D*E; Im inneren Block wird der Operatgr
end ... "*" des aulleren Blocks umdefinieft.
end;
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Warnung: Das Uberladen kann zu schwer erkennbaren
Fehlern flihren, insbesondere wenn hierbei ein Operator
oder ein Unterprogrammname in geschachtelten Blécken
mehrfach umdefiniert wird.

Man gebe sich in solchen Féllen einige Regeln, etwa:

- Einheitliche Stelligkeit von Operatorsymbolen, z.
Deklariere ein Operatorsymbol, das Ublicherweise zwei
Operanden hat, nicht zu einem dreistelligen Operator um.

- Benenne die einzelnen Operatordeklarationen im Kommen-
tarteil eindeutig und notiere im Kommentarteil hinter den
Zuweisungen, welcher Operator hier gemeint ist.
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4.1.8 Ausnahme(exceptionk In der Syntaxdefinition von

Blocken trittin Adaweiterhin dieAusnahmebehandlung
(exception_handler) auf. Wir betrachten auch diese genauer.

Die zugehorigen Deklarationen der Namen "exception_name"

erfolgt in der "exception_declaration" im Deklarationsteil des
Blocks:

exception_declaration ::=
defining_identifier_list exception ;

defining_identifier_list ::=
defining_identifier {, defining_identifier}

defining_identifier ::= identifier

exception_handler ::=
when[choice_parameter_specificatign
exception_choice|{exception_choicey>
sequence_of_statements

choice_parameter_specification ::= defining_identifier
exception_choice ::exceptionname pthers

Die Ausnahmebehandlung am Ende eines Blocks ha
in der Regel die Form
exception
when<Name des Fehlers=> <Anweisungsfolge>
when<Name des Fehlers=> <Anweisungsfolge>

when<Name des Fehlers=> <Anweisungsfolge>
when others=> <Anweisungsfolge>
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Wer Programmeinheiten definiert, legt dort meist auch die
Fehlermdglichkeiten fest. Diese werden mittels
raise< Ausnahme-Bezeichner>  aufgerufear{eckt).

Wenn zum Beispiel von einem leeren Keller gelesen werden
soll (Top(Empty) ist undefiniert), so kann man dies abfangen
und bei der Definition von "Top" eine Ausnahme
Lesefehlerexception
deklarieren und diese dann mittels "raise"
if Isempty(...)ther raise Lesefehlel
else <"arbeite mit Top(Keller) weiter">end if;
auslosen. Dort, wo fehlerhafte Kellerzugriffe erfolgen kon-
nen, legt man dann eine Ausnahmebehandlung der Form
exception
whenlLesefehler => Put ("Zugriff auf leeren Keller");
< weitere Anweisungen >;
when others=> Put ("Unbekannter Fehler"); ...
fest, um die Fehldtontrolliert abzufangen.
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Beispiel

typeVektor isarray(Integer range >) of Float;
Bereichsunterschied: exception
functionSkalarprodukt (X, Y: Vektor) returhloat is

SP: Float :=0.0;
begin
if (X'First /= Y'First) or(X'Last /= Y'Last)
ther raise Bereichsunterschit;
else
for J inX'Range_loop
SP:=SP + X(J) * Y(J) ._enldop;
returnSP;
endif ;
endSkalarprodukt;
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Einflgen in einen gréReren Zusammenhang:

Fehler: Boolean := False; .- irgendwo in einem Oberblock
typeVektor isarray(Integer rangec>) of Float;
Bereichsunterschied: exception
function Skalarprodukt (X, Y: Vektor) returfloat is
begqin... raiseBereichsunterschied; ... e®#alarprodukt; ...
begin...; S := Skalarprodukt; ...

< in diesem Block moge die Ausnahmebehandlung ste

exception

whenBereichsunterschied => S := 0;

Put("Fehler bei ... "); Fehler := True;

end ®

Wird in der Funktion Skalarprodukt die Ausnahmedsansunterschied
erweckt, so wird die Funktion beendet, es werderAdiweisungen S:=0;
Put("...") und Fehler:=True ausgefihrt und danatcH das Programm mit
der auf den Block unmittelbar folgenden Anweis@ortgesetzt.

Zum prazisen Ablauf der Ausnahme-Bearbeitung in Ada
raisebewirkt also einen Sprung zur Ausnahmebehandlung de
aktuellen Programmeinheit. Befindet man sich beiieit Block
zwischen begin.. end so wird dort nach dem Ausnahmebehandler
gesucht; befindet man sich noch im Deklarationsseilwird zum
Ausnahmebehandler des umgebenden Blocks verzwggt. dort
kein passender Ausnahmebehandler vor, so wird IdiekBierar-

chie nach oben hin nach einem passenden Ausnaharetieh
durchsucht. (Beachten Sie, dass "others" dann inpast!).

Hierbei kann es sein, dass die aktuelle Programmdinerlassel
wird, z.B. kann ein Funktionsaufruf beendet werdeann werden
die notwendigen Verwaltungsmalnahmen ebenfallshdeféhrt.
Verlasst man z.B. eine rekursive Prozedur Uberage, so werden
alle Kopien (Inkarnationen) der Prozedur korrekEnde gefuhrt
und insbesondere wird der dadurch belegte Platakalen Keller-
speicher wieder frei gegeben. Befindet sich demabhsebehandler
in einer Funktion, so muss im Programm dafiir géssegden, dass
die Funktion nach der Ausnahmebehandlung wiedeekbiiber

ein return beendet wird (und nicht Giber das Endée™e
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4.1.9 In Ada sind vier Standardfehler voreingestellt:

Constraint_Error: Uberschreitung eines Bereichs
Program_Error: Nicht ausfihrbare Anweisung
Storage_Error: Verfugbarer Speicherplatz Gberschritten

Tasking_Error: Fehler bei nebenlaufiger Verarbeitung

In der Regel verwendet man diese voreingestellten Fehler
und gibt am Ende eines Blocks an, was beim Auftreten
dieser Fehler geschehen soll. Formuliert man dagegen
keine Ausnahmebehandlung, so bricht das Programm
beim Auftreten eines dieser Fehler mit einer Fehler-
meldung ab.

Eidl © VC, FMI 83t

In den vielen Ada-Programmen finden sich daher Blécke
mit Ausnahmeregeln der folgenden Form:

declare ... ;

exceptiol
when Constraint_Error => X :=24;Y:= ... ;
when Storage_Error => ..;
when others => ..

end;
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4.1.10 In der Definition von Blocken tritt dddeklarationsteil
(declarative_part) auf. Wir geben hierzu die Syntax genau an:

declarative_part ::= {declarative_item}
declarative_item ::= basic_declarative_item | body

basic_declarative_item ::=
basic_declaration | representation_clause | use_clause

basic_declaration ::=
type_declaration |
object_declaration |

subtype declaration |
number_declaration |

subprogram_declaration | abstract_subprogram_declaration |

package_declaration |
exception_declaration |
generic_instantiation

renaming_declaration |
generic_declaration |

200¢

Eidl© VC, FMI 841

Fortsetzung zu "declarative_part": (zur Kenntnisnahme)

representation_clause ::= attribute_definition_clause |
enumeration_representation_clause |
record_representation_clause | at_clause

use_clause ::= use_package clause | use_type_clause
body ::= proper_body | body_stub

proper_body ::= subprogram_body | package body |
task_body | protected_body

body_stub ::= subprogram_body_stub | package_body_stub |
task_body_stub | protected_body_stub

subprogram_body_stub ::=
subprogram_specification is separate ;

Fortsetzung zu "declarative_part":

object_declaration ::=

defining_identifier_list : [aliased] [constant]
subtype_indication [ := expression] ; |
defining_identifier_list : [aliased] [constant]
array_type_definition [:= expression] ; |
single_task_declaration |
single_protected_declaration

number_declaration ::=

defining_identifier_list : constant := static_expression;
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Beachten Sie: Wir orientieren uns in diesem Abschtti4.2 nicht an Ada.

4.2 Prozeduren und Funktionen

Ein Programmstiick kann zu einer Einheit zusammengefasst,
mit Parametern versehen und an einer beliebigen Stelle, an der
der zugehorige Bezeichner sichtbar ist, aufgerufen werden.
Einen solchen in sich abgeschlossenen Algorithmus nennt man
"Unterprogramm® oder "Prozedur"; wird der Algorithmus
verwendet, um Werte zu berechnen, die in einen Ausdruck
eingesetzt werden, so spricht man von einer Funktion.

Was ist nun die genaue Bedeutung eines Prozeduraufrufs? Im
Prinzip muss man die formalen Parameter durch aktuelle Grél3en
ersetzen und dann den Prozedurrumpf ausfuhren. Hier gibt es
mehrere "Parameter-Ubergabemechnismen", die wir im
Folgenden erlautern.
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4.2.1 ProzedurenEine Folge von Deklarationen und
Anweisungen kann zu einer Programmeinheit, genannt
"Prozedut oder 'Unterprogramrii(engl.: procedure,

subprogram, subroutine) unter einem Namen einschliel3lich der
formalen Parameter zusammenfassen. Diesen Namen mit
aktuellen Parametern kann man dann wie eine (elementare)
Anweisung im Sichtbarkeitsbereich des Namens benutzen
(Prozeduraufruf, "call").

Dadurch wird jedes Verfahren zu einer elementaren Handlung in
anderen Verfahren! (Hierarchiebildung, Black-Box-Methode)

Die Prozedurdeklaration beginnt mit der Spezifikatidame

der Prozedur und formale Parameter mit ihnren Typen). Danach
folgt der Rumpiestehend aus dem Deklarationsteil und den
Anweisungen.

Viele Beispiele siehe friher, etwa in 1.7, 3.5.2, 3.5.4, 3.8.7.

Wir haben bisher auch Prozeduren verwendet, die keine
Parameter besitzen, sondern die nur mit globalen Variablen
arbeiten. Dies sollte man in der Praxis vermeiden, da hierbei
undurchschaubaré&eiteneffekte auftreten kdnnen, die oft

zu schwer zu entdeckenden Fehlern fihren.

Ein Beispiel, wo solche globalen Variablen von einer Proze-
dur oder einer Funktion verandert werden, ist das "Zahlen,
wie oft eine Prozedur oder Funktion aufgerufen wurde":

Z: Integer := 0; -- zum ggT vergleiche 1.6, 1.7.1, 1.7.3, 2.
functionggT(A, B: Natural)_returiNatural is
R:Natural; S:Natural:=A; T:Natural:=B;
begin while T/=0 doR:=Smodr; S:=T; T:=R_od
Z2:=2+1; «____
returns;
end

"Z := Z+1" bewirkt hier deh Seiteneffekt, dass eine GroRe
verandert wird, die nicht bei den Parametern aufgelistet ist!

200¢

Eidl© VC, FMI 84t 200¢

4.2.2 Rekursion

Im Inneren einer Funktion ist der Name der Funktion sicht-
bar. Man kann daher dort auch die Funktion selbst wiederum
verwenden. Die (direkte oder indirekte) Verwendung einer
Funktion in ihrem eigenen Rumpf nennt niggkursion Das
gleiche gilt fur Prozeduren.

Standardbeispiel Fakultatsfunkti

1 fur n=0;
n! =
n-(n-1)!

functionfak (n: Natural) returiNatural_is
beqin if n=0 therreturnl elsereturnn*fak(n-1) fi endfak

fur n>0
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Standardbeispiel Spiegeln eines Textegl. 3.5.4)

procedureSpiegeln is
A: Character;
begin
if not End_of_Filether Get(A); Spiegeln; Put(Afi
end

Machen Sie sich klar, wie die Eingabefolge durch die
Rekursion umgedreht wird.
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Weitere rekursive Algorithmen:

ggT, Ulam-Collatz-Funktion (7.5.1), Gerade-Ungerade (1.7)
Losung zur gerechten Erbschaft in 1.15, Aufgabe 15
Quicksort in 7.3.3 (in 3.7.7 angedeutet)

Hinweis:Jede while-Schleife lasst sich auch als rekursive
Prozedur schreibe

while B doA od st gleichbedeutend mit dem Aufruf W,
wobei die rekursive Prozedur W deklariert ist als:

procedur@V is begin if B thenA; W fi end

Weil sich W immer nur am Ende seiner Anweisungen
rekursiv aufruft, nennt man diese Form auitl ‘tecursiof.
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Statt Werte zu tibergeben, kann man auch mit den Variablen
des aufrufenden Programms arbeiten. Dies lasst sich elegant
mit Variablen einer hoheren Referenzstufe realisieren.

function euklid1(A, B:accesdNatural) returrNatural is
declareH: Natural;
begin

if (A>0)or(B>0) then

if A<BthenH:=A; A:=B; B:=H fi
whileB#0dc H:=AmocB; A:=B; B:=H od fi;
returnA
end

Die mitaccesversehenen formalen Parameter A und B sind
nun Zeiger auf Variablen vom Typ Natural und erhalten die
Adresse des jeweiligen aktuellen Parameters (der in diesem
Fall natirlich eine Variable sein muss) zugewiesen. Beachte:
In der Funktion ist A dann immer als "defeéfzu lesen usw.

4.2.3 Drei Ubliche Formen fur die Parameteribergabe
Wir betrachten eine leicht abgeanderte Funktion fur den ggT:

function euklid1(A, B:valueNatural) returrNatural is
declareH: Natural,
begin

if (A>0)or(B>0) then

ifA<BthenH:=A; A:=B; B:=H fi
while B # 0 doH :=AmodB; A:=B; B:=H odfi,
returr A
end

Die mit "value' versehenen formalen Parameter A und B werden
als lokale Variablen der Funktion aufgefasst, denen beim Aufruf
die Werte der aktuellen Parameter zugewiesen werden; sie diurfen
im Rumpf der Funktion neue Werte erhalten. Am Ende werden
aber die Werte von A und @chtan die Aufrufstelle Gbermittelt.
Solche Parameter heil3en allgemaall’by valué-Parameter.
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Der Aufruf Z := euklid1(X,Y); bewirkt also, dass an der
Aufrufstelle folgendes Programmstiick ausgefuhrt wird:

declareA, B: accesfNatural;

begin
A:=X; B:=Y; --AundB erhalten die Adressen von X und Y
declareH: Natural;
begin

if (deretA>0)or (dereiB > 0) ther
if derefA < derefB thenH := derefA;
derefA .= derefB; derefB :=H fi
while (derefB) # 0 do H := (derefA) mod (derefB);
derefA := derefB; derefB:=H od fi;
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Dieser Aufruf Gbergibt Zeiger (Adressen) an die formalen
Parameter. Die formalen Parameter sind nun lokale Variable
vom Typ access ... . Die Funktion arbeitet Uber diese Zeiger mit
den Variablen des aufrufenden Programmstlcks!

Solche Parameter heil3erall by referenceParameter.

Man beachte, dass diese Zeiger auch in Strukturen hineinfihren
konnen. Z.B. kann man auch Z := euklid1(D(1), D(-

schreiben, sofern D vom Typ arrély.N) of Natural ist. Dann
werden die (Adress-) Zuweisungen A :=D(1); B :=D(2);
ausgefuhrt. Das Gleiche gilt, wenn die aktuellen Parameter
Komponenten eines Records sind.

Als dritte Mdglichkeit betrachten wir, dass die formalen
Parameter A und B textuell durch die aktuellen Parameter
Xund Y ersetzt werdendall by namé-Parameter).

200¢

function euklid1(A, B:nameNatural) returrNatural is
declareH: Natural;
begin

if (A>0)or(B>0) then

if A<BthenH:=A; A:=B; B:=H fi
WhiIeB;tO@H::Aij A:=B; B:=H odfi;
returnA
end

Der Aufruf Z:=euklid1(X,Y); bewirkt dann an der Aufrufstelle
die Ausfihrung des Programmstiicks
declareH: Natural;
begin
if (X>0)or(Y>0) then
ifX<YthenH:=X; X:=VY; Y:=H fi
whileY #0do H := X modY; X:=Y; Y:=H od fi;
Z:=X
end
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4.2.4 Bedeutung eines Funktionsauftits,, ...0,)

Wenn f eine (zuvor deklarierte) Funktion mit k formalen Para-
metern ist und f in der Wertzuweisung fur eine Variable X
=...fag, ..o -
steht, so wird die Berechnung des Ausdrucks &,,f(a,)..."
unterbrochen, sobald man auf den Operanden f st6f3t. Zunachst
wird gepruft, ob f hier ein sichtbarer Name ist, dann werden
die Ausdrickea,, ...,a, (dies sind die k aktuellen Paramei
in irgendeiner Reihenfolge ausgewertet, diese Werte werden
den zugehdrigen formalen Parametern von f zugewiesen und
der Funktionsrumpf von f wird hiermit ausgerechnet, wobei
man ein Resultat b erhalt. Wenn b den Ergebnistyp der
Funktion besitzt, so wird d(, ...0,) durch diesen Wert ersetzt
und der Ausdruck "... &, ...0o,) ..." wird weiter ausgerechnet.

200¢
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4.2.5 Parameteriubergaben fiir Prozeduren

Die Zuordnung der aktuellen Parameter an die formalen
Parameter beim Prozeduraufruf ("call") bezeichnet man als
ParameteribergabBieser ist bei Funktionen und Prozeduren
im Wesentlichen gleich. Die drei wichtigsten Mechanismen
sind:

call by value: Nur die Werte werden ubergeben; die form:
Parameter sind lokale Variablen der Prozedur.

call by referenceEin Verweis auf die aktuelle Variable wird
ubergeben; die formalen Parameter sind Zeigervariablen.

call by nameDer formale Parameter wird textuell durch den
aktuellen Parameter ersetzt (wobei keine Namen im aktuellen
Parameter hierdurch lokal werden dirfen - sonst umbenennen).

Eidl© VC, FMI 85¢ 200¢
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Generell gilt fur jede Verwendung von Unterprogrammen:

Globale Variablen durfen bei der Parametertbergabe und den

anschlielRenden Ersetzungsmechanismen nicht zu lokalen

Variablen werden!

Dann liegt namlich fast immer ein Fehler:

Das System muss in solchen Féllen die lokalen Variablen vor
der Ausfuhrung des Prozeduraufrufs umbenennen und auf diese

Weise den "Namenskonflikt" beseitigen.

Beispiele zum Namenskonflikt finden Sie in 4.2.7.

200¢
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Der Prozeduraufruf B¢, a,, ...0,) wird durch folgenden
Block BP ersetzt:

BP:

declare X,: Typ;; X,:Typ,; ...; X, Typn
begin

Xii=0g; Xy =0y, .. X =y,
modifizierterPRUMP|

end

Hierbei gelte:
Typ, = T., falls p{j = value,
Typ, = accesg, , falls py = access,

X;:Typ;; und X:=aq;; entfallen, falls piF name ist.

857
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Bedeutung des Prozeduraufrefeakt beschreiben.

Kopierregel 4.2.6

Gegeben
procedure P(X;: pu, T,; X, pu, To; ...; X, pu, T,) is
PRUMPF;

Hierbei gibt_ piil{value, access, name} die Art der
Parametertbergabe fur den i-ten formalen Parameter an.
PRUMPEF ist der Rumpf der Prozedur P (ein Block).

Ein Prozeduraufruf R, a,, ...0,) wird dann wie folgt
ausgefuhrt (der aktuelle Parameaggerst ein Ausdruck vom
Datentyp Tdes zugehdrigen formalen Parameters):

200¢

Eidl © VC, FMI 85¢

Die Anweisung modifizierterPRUMPF st stets ein Block. Er
entsteht aus PRUMPF, indem

- die call-by-reference-Parameter (access) "dereferehziert
werden,

- die Namenskonflikte, die durch globale Variable in den
Prozedurrimpfen beim Kopieren entstehen wirden, durch
Umbenennung beseitigt werde

- die Namenskonflikte, die bei der name-Ubergabe durch die
aktuellen Parameter entstehen wirden, durch Umbenennung
beseitigt und anschliel3end die formalen name-Parameter durch
den Text des zugehdrigen aktuellen Parameters ersetzt werden.

Genauer:

200¢
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1. Jeder formale Parametqm‘;ﬁt Ii& = access wird durch
derefX; ersetzt (deref folge einmal dem Verweis).

2. Jeder formale Parameter und jeder lokale Name in PRUMPF,
der gleich einem Namen ist, der in irgendeinem aktuellen
Parametea; mit pi = name auftritt, wird durchgehend mit

einem neuen Namen bezeichnet und

3. danach werden allg Xit ptj = name durcl; (textuell)
ersetzl

(4. Auf die globalen Variablen der Prozedurriimpfe gehen wir
nicht n&her ein, siehe Compilerbauvorlesungen, vgl. 4.2.7.)

Dann wird dieser Block BP ausgefiihrt. Sobald BP beendet ist,
wird er wieder durch den ProzeduraufrueiR., ... a,) ersetzt
und das Programm setzt die Berechnung mit der danach
folgenden Anweisung fort.

Diese (etwas modifizierte) Kopie des Prozedurrumpfs

BP:

declareX i Typy; X5 Typ,; ..; X, Typ,,
begin

Xi=0g; Xy =y, e X =0,
modifizierterPRUMP!

end

bezeichnet man alskarnation(oder modifizierte Kopie
oder konkrete Auspragung) der Prozedur.

200¢
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4.2.7 Hinweis zum Sonderfall 4.: Globale Variable der
Prozedur missen "mitgenommen" werden. Beispiel:

declareX: ...

beqin...

declare
procedurd- is .... begin... X :
begin...

declareX: ...;

begin...

F...
end

) .. end

end Betrachte nun
den Aufruf F
end
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Bereits zugeordnete globale Variablen
nd durfen durch die Kopierregel nicht zu
"lokaleren" Variablen werden !! Daher
mussen Namen umbenannt werden. Wir
= formulieren dies hier nicht weiter aus.

nqm Ende Beschreibung der Kopierrege

200¢
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4.2.8In der Vorlesung behandeln wir folgendes Beispiel:

procedurélestis
I: Natural := 2; A, H: Integer = 8; PR |
B: array(1..10)of Integer; Anstelle
procedureP(X: ss=== Integer)is | voneeess |
H: Integer := 0; i "Vf:ﬁi" i
begml ::.Hl; H :=H+1; X = X+lend "access’"i
begir for Jin 1..10loog B(J) := J;enc loog; L oder |
P ' "name"
P(H); pooein.
P(B(I)); Lomm el
end

Welche Werte haben die Variablen jeweils am Endd’dezedur-
aufrufe? Machen Sie sich die Unterschiede zwisdsenParameter-
Ubergaben genau klar, indem Sie die Ablaufprotekeéichvollziehen.

4.2.9 Beispiel hier im Skript Vertausche zwei Werte.
Wir beginnen mit: call by value.

programPP _is
declareA, B, C, D, H: Float;

proceduresertausche (XvalueFloat; Y:valueFloat) is
declareC: Float;
beqgir C:=X; X:=Y; Y:=C end

begin ...
... vertausche(C,D)...

end

Ersetze nun vertausche(C, D) wie oben angegeben.

200¢ Eidl© VC, FMI 86¢ 200¢

declareX: Float; Y: Float;
begin

X:=C;Y:=D;

declareC: Float;

beqginC:=X; X:=Y; Y:=C end
end

vertausche(C,D); €

Ausgefihrt wird also:

progran PPis

begin ...
declareX: Float; Y: Float;
beqgin X :=C;Y :=D;
declareC: Float;_ begirC:=X; X:=Y; Y:=C end

end ...

D
>
o

Hier entsteht kein Namenskonflikt, weil sich die beidéen
Bezeichner C in verschiedenen Blocken befinden.

Eidl © VC, FMI 86€

Diese Ausfuihrung bewirkt keine Veranderungen fir die
Variablen C und D. Zwar werden die Werte von C und D in
den Variablen X und Y vertauscht, aber diese beiden
Variablen sterben nach Abarbeitung des Blocks

declareX: ...

begin ... end
und die Inhalte der im aufReren Block deklarierten Variabl
und D bleiben unverandert.

Es darf also keine call-by-value-Ubergabe erfolgen, wenn
man den Inhalt zweier Variablen auf diese Weise vertauschen
will!

Wir probieren nun die call-by-reference-Ubergabe aus.

200¢ Eidl© VC, FMI 867 200¢
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programPP_is
declareA, B, C, D, H: Float;

procedure

vertausche (Xaccesd$-loat; Y:acces$-loat) is
declareC: Float;

beqinC:=X; X:=Y; Y:=C end;

begin ...
... vertausche(C,D)...

end
Ersetze nun vertausche(C,D)
mittels call-by-reference.

200¢
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Beim Prozeduraufrufertausche(C, Dwird nun folgendes

Programmstuck ausgefuhrt:

begin ...
declareX: accesd-loat; Y: acces§loat;

begin X :=C;Y :=D;
declareC: Float;

beginC:=derefX; derefX:=derefY; derefY:=C end

end

Wir gehen dieses Programmstiick schrittweise durch.

86¢

declare X: accesd$-loat;
Y: accesd$-loat;

begin
X=C,Y:=D;
declareC: Float;
beqinC:=derefX;
derefX:=derefY;
derelY:=C
nd

end
deref ist ein Operator flr Zeigertypen. debefist das Objekt,
auf das X verweist:

X derefX
Y

vertausche(C,D); Gmmp

200¢
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declareX:accesd-loat;Y: acces&loat; C habe den Wert 3.1

—_— und D den Wert 8.6
"Programmzeiger"

3.1 8.c

200¢
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declareX: accesd-loat;Y: acces§loat;
begin X :=C;Y :=D;
declareC: Float;

3.1 8.€

Y

o o

C ist lokale Variable des inneren Blocks.

Es entsteht hier kein Namenskonflikt.

200¢ Eidl© VC, FMI 87¢

declareX: accesd-loat;Y: acces§loat;
begin X :=C;Y :=D;
declareC: Float;
beqginC:=derefX; derefX:=derefY; derefY:=C end

8.€ 8.€

declareX: accesd-loat;Y: acces§loat;

begin X :=C;Y :=D;
declareC: Float;
beginC:=derefX; derefX:=derefY; derefY:=C end

3.1 8.c

200¢ Eidl© VC, FMI 87t
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declareX: accesd-loat;Y: acces&loat;

begin X :=C;Y :=D;
declareC: Float;
beginC:=derefX; derefX:=derefY; derefY:=C end

8.€ 3.1

200¢
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declareX: accesd-loat;Y: acces§loat;
begin X :=C;Y :=D;
declareC: Float;
beqginC:=derefX; derefX:=derefY; derefY:=C end

end T
C D
8.€ 3.1
X Y

declareX: accesd-loat;Y: acces§loat;
begin X :=C;Y :=D;

declareC: Float;

beqginC:=derefX; derefX:=derefY; derefY:=C end
end

C D
8.€ 3.1

C hat nun den Wert 8
und D den Wert 3.1

call by reference leistet also das Gewulinschte.

Wir untersuchen nun noch call by name.

200¢
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programPP_is
declareA, B, C, D, H: Float;
procedure

vertausche (XnameFloat; Y: nameFloat) is
declareC: Float;
beginC:=X; X:=Y; Y:=C end;

beqgir ...
... vertausche(C,D)...
end

Ersetze vertausche(C,D) mittels call-by-name.

Aus beqinC:=X; X:=Y; Y:=C end
wird also beqirC:=C; C:=D; D:=C_end;

200¢
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Hier liegt nun aber eiflamenskonflikivor: Die global
definierte VariableC wirde durch die textuelle Ersetzung
zur lokalen Variablen C:

declareC: Float; begirC:=C; C:=D; D:=C end;

Daher muss die innere Variable C umbenannt werden.
Aus declar«C: Float;begir C:=X; X:=Y; Y:=C en;
wird also declar€1: Float; begirC1:=X; X:=Y; Y:=C1 end;

und erst danach erfolgt die textuelle Ersetzung, d.h.,
aus declar€: Float; beqirC:=X; X:=Y; Y:=C end
wird declareC1: Float; beqirC1:=C; C:=D; D:=C1 end;

200¢
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Die exakte Bedeutung des Prozeduraufrufs versteht man vor
allem durch Beispiele, Beispiele, Beispiele. Rechnen Sie

declare; daher viele Beispiele durch. Konstruieren Sie unangenehme
begin Falle und rechnen Sie diese durch, indem Sie die Kopier-
vertausche(C, D); G=—p> declareC1: Float; regel anwenden.
beqginC1:=C; C:=D; D:=C1 end . . B . _
nd Ublicherweise konnen alle Ubergabemechanismen, die fur
o Prozeduren gelten, auch in Funktionen benutzt werdel
Es ist klar, dass dieses Programmstiick die korrekte dass am Ende noch der berechnete Funktionswert in den
Vertauschung durchfiinrt. Ausdruck, in dem der Funktionsaufruf steht, einzusetzen ist.
call-by-name arbeitet in unserem Beispiel also auch richtig. Einige Beispiele zum Uben finden Sie auf den folgenden
(Der Fall liegt anders, wenn C oder D indizierte Variablen sind, Folien und in den Ubungen. Wichtig ist aber, dass Sie
vgl. Beispiel 4.2.8.) (moglichst in kleinen Lerngruppen) "typische" Beispiele
Ende des Beispielsm selber entwickeln und mit der Kopierregel nachvollziehen.
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4.2.10 Ubungsbeispiele .
ungsoerspl Ubungsbeispiel Neu2:

Ubungsbeispiel Neul:

programNeul is programNeu2_is
declareX, Y: Natural; declarer, J, X: Integer;
functionW (A: value Natural) returiNatural is functionQ (A: value Integer) returmteger is
begin begin returnA + X endQ;
if A<=1 thenreturn0 elsereturnA + W(A-1) fi begin

encWw, reac (A, X);
begin for J:=1 toA do X:=X+Q(A) od:

read(X, Y); write (X)

for 1 :=1 toY do X:=X+W(X) od; endNeu1l:

write (X) o
endNeul; Berechnen Sie die Ausgabe zu den Eingaben 1, 2 per Hand

bzw. mit dem Rechner fir 6, 8 bzw. 9, 12 bzw. 10, 18. Was

Berechnen Sie die Ausgabe zu den Eingaben 1,2 per Hand erhalt man, wenn man value durch access oder name ersetzt?

bzw. mit dem Rechner fir 6, 8 bzw. 9, 12 bzw. 10, 18.
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Ubungsbeispiel Neu3:

programNeu3_is
declaréA, J, X: Integer;
procedurer (A: value Integer; B: access Integer) is
declareX: Integer;
begin X := B+A; B := X+A; A:=A+B endR;
beqir
read(AX);
for J := 1. toA do R(X,A) od;
write (A, X)
endNeus3;
Berechnen Sie die Ausgabe zu den Eingaben 1, 2 per Hand

bzw. mit dem Rechner fur 6, 8 bzw. 10, 18. Ersetzen Sie
access durch name. Welche Ausgaben erhalten Sie dann?

200¢

Ubungsbeispiel Neu4:

programNeu4 is
typevektor isarray(1..4) ofInteger;
declaréA, 1, J: Integer; Y: Vektor := (1, 2, 3, 4);
procedures (A: name Integer; B: access Vektor) is
begin J:=J+1; A:=A+1; B[A] := B[J] + A_endR;
beqgir A:=2; J:=1; S(J,Y); S(Y[J],Y)
for I:= 1 to4 dowrite (Y[1]) od
endNeu4;

Berechnen Sie die Ausgabe zu den Eingaben 1, 2 per Hand
bzw. mit dem Rechner fur 6, 8 bzw. 10, 18. Ersetzen Sie
access durch name. Welche Ausgaben erhalten Sie dann?

Eidl© VC, FMI 88t 200¢

4.2.11 Alleinige Parameteribergabe value

Manche Sprachen erlauben nur call by value als Ubergabe-
mechanismus. Hiermit kann man ebenfalls Manipulationen
auf den Variablen der aufrufenden Programmeinheit durch-
fuhren. Dazu Ubergibt man die Referenz (Adresse) einer
Variablen als Wert; diese Adresse darf man dann zwar nicht
mehr manipulieren, aber man kann die Objekte, auf di
Referenz verweist, abandern!

X C X.all := 3.1; ist nun erlaubt, da hierbei
der Inhalt von X gleich bleibt! So wird
———| 8.6 der Inhalt von C tatséchlich veréandert:
Formaler  Aktueller X C
Parameter Parameter e——|3.1
X C

200¢
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4.2.12 Parameteriibergabe in Ada

In Ada ist das alles etwas anders!

Beachte zunachst: In Ada dirfen Spezifikation und Rumpf
getrennt deklariert werden (allerdings steht die Spezifikation
textuell vor dem Rumpf).

In Ada sind die drei Parametertbergain, out undin out
vorgesehen.

Parametertuibergaba™:

Diese bedeutet, dass der formale Parameter wie eine
Konstante behandelt wird: Er erhalt den Wert des aktuellen
Parameters und anschlieend darf ihm im Rumpf kein Wert
mehr zugewiesen werden. In Funktionen mussen alle
formalen Parameter von dieser Form sein!

Eidl© VC, FMI 887 200¢
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Parametertibergabelit' (nur in Prozeduren erlaubt):

Diese bedeutet, dass der formale Parameter wie eine lokale
Variable behandelt wird. Sobald die Prozedur beendet wird,
wird der Wert dieser Variablen dem aktuellen Parameter
zugewiesen. Der aktuelle Parameter muss folglich eine
Variable sein (d.h., er muss eine Referenzstufe > 0 besitzen).

Parametertibergabaout’ (nur in Prozeduren erlaubt):

Dieser formale Parameter wird wie ein-Parameter al

lokale Variable behandelt, deren Wert nach Beendigung des
Prozeduraufrufs dem aktuellen Parameter zugewiesen wird.
(Der aktuelle Parameter muss folglich ebenfalls eine Vari-
able sein.) Zusatzlich wird zu Beginn des Prozeduraufrufs
dem formalen Paranmeter der Wert des aktuellen Parameters
zugewiesen.

Diese Festlegung flihrt jedoch dazu, dass alle aktuellen
Parameter, die zu out- oder in-out-Parametern gehdren, in
kopierter Form vorliegen missen, deren Werte erst am Ende
der Prozedur an die aktuellen Parameter Ubergeben werden.
Dies ist fur gro3e Datenstrukturen (z.B. Felder) viel zu
aufwendig. Daher realisiert man diese Parameteriibergabe
meist als "call by reference”, d.h., man legt Referenzvariab-
len an und arbeitet faktisch auf den aktuellen Parametern.

Ada legt hierbei nicht fest, ob auf den Originalen odel
Kopien gearbeitet wird! Der Benutzer muss also so
programmieren, dass beide Realisierungen zum gleichen
Ergebnis fuhren. (In der Regel kann man davon ausgehen,
dass der Ada-Compiler bei formalen Parametern, die einen
skalaren Typ haben, eine lokale Variable anlegt, bei zu-
sammengesetzten Datentypen dagegen eine lokale Variable
vom access-Typ deklariert und somit ein call-by-reference
implementiert wird. Aber: Man kann nicht sicher sein!)

200¢
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4.3 Moduln

Ein Modul besitzt einen Zustand und Verarbeitungsvorschrif-
ten. Er ist eine in sich abgeschlossene Programmeinheit mit
klar definierten Schnittstellen nach auf3en, die aus Konstanten,
Variablen, Datentypen und Algorithmen besteht.

Moduln bilden die Bausteine, aus denen grof3e Softwaresyste-
me zusammengesetzt werden. Man spricht vom "modularen”
Aufbau solcher Systeme. Die Funktionalitdten der Moduln und
ihre strukturelle Anordnung zusammen mit ihrem Zusan-
wirken wird alsSoftware-Architektubezeichnet.

Hinweis zur Aussprach&Vir sagen hier "der Médul" mit
Betonung auf der ersten Silbe und dem Plural "die M6duln".
Unter "das Modul" mit Betonung auf der zweiten Silbe und
dem Plural "die Module" verstehen wir (leicht austauschbare)
physikalische Einheiten, insbesondere Hardwarebausteine.

Englisch: module.

Eidl © VC, FMI 89C

4.3.1 Ein Modul sollte folgende Eigenschafteesitzen:

- Er bildet eine in sich abgeschlossene Einheit, die eine klar
umrissene Aufgabe bearbeitet.

- Er hat eine genau definierehnittstellenach auRen (genannt
"Spezifikatiori oder 'Interfacé); nur die hier genannten
Eigenschaften und Fahigkeiten sind nach aul3esitimbar
("visibility"). Dies ist eine Art Benutzungsanweisung fir alle,
die diesen Modul einsetzen wollen.

- Seine interne Arbeitsweise oder Realisierdmplementatio)
ist auf3en nicht bekannt. Er besitzt somei Sichter(views):

Die AuRenansicht fir den Benutzer ("partial view", dies ist vor
allem die Schnittstelle) und die Innensicht des Erstellers ("full
view"). Diese Innensicht bleibgékapseltoder nach auf3en
"versteckt (Prinzip des ihformation hiding).

- Er ist Uberschaubar, gut zu testen und einfach zu warten.

- Er lasst sich in Bibliotheken aufbewahren und hierdurch leicht
in beliebige Programmsysteme einbauen.

200¢
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Moduln sind somit die einfachste Art, ei@lfent-Servelt-
Modell zu realisieren:

Hierbei erstellt ein "Server" (Dienstleister, HerstglEnen
"Dienst", den er als Angebot (= Schnittstelle) nach aufl3en
bekannt macht. Wie er diese Dienstleistung tatséchlich
realisiert, wird dabei nicht bekannt gegeben.

Ein "Client" (Kunde, Benutzer) benotigt eine Dienstleistung
und verlasst sich darauf, dass die im Angebot eines S¢
genannten Eigenschaften auch zutreffen.

Um dieses Modell in die Praxis umzusetzen, bendtigt man ein
Netz (z.B. das Internet), in dem ein Kunde die Angebote mit
Hilfe von Suchmaschinen auffinden und sich mit Browsern
anzeigen lassen kann. Der Kunde "browst" und "surft" im
Internet. Der Anbieter macht durch Werbung und geeignete
Suchbegriffe auf sich aufmerksam.

200¢

4.3.2: Schematischer Aufbau eines Moduls

module <Name des Moduls> is

[with ...; use...]  Angaben, welche anderen Einheiten/Moduln

verwendet werden und in welcher Weise

Angabe der nach aul3en sichtbaren Datentypen,
Konstanten, Variablen und "Methoden" (also
Funktionen, Operatoren, Unterprogramme, Unter-

Module usw.

specification..

[implementation..] Weitere (nach auRen nicht sichtbare) Deklaratio-
nen sowie Programme zur Implementierung der
Methoden und Typen

[beqin... end]

Anweisungen zur Initialisierung, einschl. der
Ausnahmebehandlungen

endmodule[<Name des Moduls>]
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An diesem Schema erkennt man bereits:

Moduln sind die programmiersprachliche Realisierung von
Datentypen. (Ein Datentyp kann riesig sein!)

Die "Ublichen Moduln" realisieren hierbei konkrete Daten-
typen, die komplett definiert und in der Sprache ausformuliert
werden.

Man kann die Moduln aber auch mit Parametern versehen und
hiermit einen abstrakten Datentyp beschreiben, der durt
Angabe von Typen, Prozeduren und Daten und durch den
Implementierungsteil zu einem konkreten Datentyp wird.

Gegenuberstellung mit bisherigen Datentypen (wgth&Kap. 5 spéter):

module structure

with ... use ... Liste der Parameter

specification modes ... functions ....
implementation (Erfullung der GesetzmaRigkeiten slaw
begin ... end (Initialisierung, Ausnahmebehandlung)
end module end structure

200¢
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4.3.3: Standardbeispiel "Stack" (fir Zeichen)

Erinnerungan Abschnitt 3.5.4: Eine lineare Liste hel&ler
oderStapel(engl.:stackoderpushdow, wenn auf ihr genau
die folgenden funf Operationen zugelassen sind:

(1) "Empty" = Leeren der Liste.

(2) "Isempty" = Abfragen auf Leerheit der Liste.

(3) "Top" = Kopieren des letzten Elements der L

(4) "Push" = Hinzuflgen eines Elements am Ende der Liste.
(5) "Pop" = Loschen des letzten Elements der Liste.

Hierin ist fur einen "Kunden" bereits zu viel Information
enthalten, insbesondere muss sich der Ersteller nicht auf den
Begriff "Liste" festlegen. Auch braucht ein Kunde in der Regel
nicht die Initialisierung "Empty". Wir bieten daher an:
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Angebot Datenstruktur "Stack fur Zeichen"

Fahigkeiten (Leistungsumfang) dieses Angebots:

DatentypStackz

Push(Zeichen) aktualisiert StackZ;
Popaktualisiert StackZ;

Top liefert als Ergebnis ein Zeichen;
Isempty liefert als Ergebnis Boolec

—

joneaijnads

Umgangssprachliche Erlauterungen ("Pflichtenheft"):

Die Datenstrukiur AG

StackZ -\‘:-_f in den Einkaufswagen
Weitere Produktgl . .
Mitgeliefert werden Werden Sidevorzugter

Kundebei uns! Betreuung,
Rabatte, Sonderangebote

Push Pop, Top undisempty!

[mpressum ] Auf WunschEmpty Jetzt bestellen

Was reingeht, kommt auch wieder ragSoEicI@ L1 =l
Fugen Sie miPushein Zeichen an!

. Preise, Wartung und
Popentfernt das letzte Zeichen! = Nachiieferungernier
Einmalig: Sie kdnnen das letzte Zeichen sehen

Lizenz-und Liefer-  oder sogar feststellen, dass nichts mehr da ist!
bedingungetier

! Bestens bewahrt, basiert :
friedene Kunder- auf dem LIFO-Prinzip. Elnil e
Nur ZU ] Von Fachleuten empfohlen! fortsetzen

Kennen Sie schonQueueZ? hier ansehen

Neue Einsatzmoglich-
keiten des StackZ hier

=
Pushfugt ein Zeichen an den Stack an, S i
Popentfernt das zuletzt eingefiigte Zeichenp, g 3
Topzeigt das zuletzt eingefiigte Zeichen a ‘ %é
Isemptyprift, ob kein Zeichen im Stack ist. §_§
O ~—
Wie sieht dies im Internet-Browser aus? 52
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4.3.3.a: Formulierung als ModAda ahnlich)
module Stack_fir_Zeichen is-- Der Stack soll "beschrankt" sein.

with |O; uselO; -- 10 sei ein Modul, der die Ein-/ Ausgabe von

. ) -- Zeichen und Texten realisiert.
SQeCIflcatlon -- Im Stack sind stets hdchstens Max viele Elemente.
type StZelle;
type StackZ isaccessStZelle;

type StZelle is record
inhalt: Characte
next: StackZ
endrecord

procedurdPush (A:_valueCharacter);
procedurdPop;

functionTop returnCharacter;
functionlsempty returrBoolean;
Max: constanNatural := 2000;

200¢ Eidl © VC, FMI 89¢

-- Erste \Version

implementation

StStackz; Unterlauf, Uberlauf: exception

empty returrBoolean is

funct
beginret \\ =nil) end
procedurdPushiv{A: valueCharacter) is
p: Stackz,
beqginp := newStack
procedurdPop_is
beqgin if S# nil thenS := S.nextelseiseUnterlauf fi end
functionTop returnCharacter is
beginif notisempty themeturnS.inhalt

O

dnhalt ;= A; p.next:=S; S:=pend

i Element. ");
Put("Es wird ' ' zurtickgegeben."); reternfi end

_~ procedureEmpty isbegin$S := nilend

200¢
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Diese "implementation” kann nicht feststellen, ob der Stack mehr
als "Max" Elemente enthalt. Wir miissen also eine andere Imple-
mentierung wéahlen, die sich die Anzahl der Elemente, die aktuell
im Stack sind, in einer Variablen "Anzahl" merkt. Diese Variable
wird bei den Operationen Push und Pop verandert.

implementation -- Zweite Version

S: Stackz; Unterlauf, Uberlauf: exceptjoAnzahl: Natural;
functior Isemptyreturr Booleanis

beginreturn(S = nil) end -- auch (Anzahl = 0) ist korrekt
proceduréPush (A:_value&Character) is
p: Stackz;

begqinif Anzahl < Max then
p := newStackZ; p.inhalt := A;
p.next :=S; S := p; Anzahl := Anzahl + 1
elseraiseUberlauf fi
end

200¢

procedurd?op_is
beqinif Anzahl = 0_then
raiseUnterlauf
elseS := S.next;
Anzahl := Anzahl -1
fi
end

functionTop returnCharacter is
beqir if not Isemptyther returr S.inhal
elsePut("Lesefehler! Der Stack enthalt kein Element.");
raiseUnterlauf

fi

end

procedureEmpty is
begin S :=nil, Anzahl :=0_end
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begin Empty;
exception
whenUnterlauf => Put ("Der Stack ist bereits leer."); ...
whenUberlauf => Put ("Der Stack ist voll und kann keine
weiteren Zeichen mehr aufnehmen. lhre Operation
kann daher nicht durchgefuhrt werden. Falls Sie
weitere Zeichen speichern mochten, missen Sie
zunéchst Elemente aus dem Stack entfernen."); ...

1)
o

n
endmoduleStack_fur_Zeichen;

Hier wurde also vorausschauend die Ausnahme "Uberlauf"
definiert, die eventuell mit dem Kunden noch gar nicht verein-
bart wurde, die aber in der Programmierpaxis erforderlich ist,
dann in das Pflichtenheft eingefligt werden muss und bei der
Implementierung der Prozedur Push zu erwecken ist.

200¢
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Dieser Modul lasst sich nun in einem Programm wie folgt
verwenden:

declare
X, Y: Character;
module Stack_flr_Zeichen is.. endmodule

begin...
Stack_fir_Zeichen.Pu(X);

if not Stack_flr_Zeichen.lsempty
then Y := Stack _fur_Zeichen.Top;
Stack_fur_Zeichen.Pop; fi

0]
>
Q
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4.3.3.b Dieses Vorgehen eignet sich nicht fir mehrere Stacks.
In diesem Fall kann man den Datentyp StackZ vereinbaren
und die Prozeduren parametrisieren.

module Stacks_flr_Zeichen is -- beachte den Plural "Stacks_..."
with 10; uselO;
specification
type StZelle;
type StackZ isaccessStZelle;
type StZelleis recorc
Inhalt: Character;
Next: Stackz
endrecord
procedurdPush (A:_valueCharacter; S: acceStack?);
procedurd?op (S: accesStackz);
functionTop (S:_valueStackZ) returrCharacter;
functionlsempty (S: valu&tackZ) returrBoolean;

-- hier lassen wir die Beschranktheit weg

200¢

implementation -- hier die "Methoden" programmieren

functionlsempty (S: accesStackZ) returrBoolean is
beginreturn(S = nil) end
procedurdPush (A:_valueCharacter; S: acceStackZ)_is
p: Stackz;

beginp := newStackZ; p.Inhalt := A; p.Next :=S; S := p end
procedurd’op (S: accesStackZ) is
begqinif S# nil thenS := S.Next

else Put ("Stackunterlauf. "raise Unterlauffi enc;
functionTop (S:_accesStackZ) returrCharacter is
beginif S# nil thenreturnS.Inhalt

elsePut ("Lesefehler. "); raisBtack_Error fiend
procedurdEmpty (S:_accesStackZ) isheginS := nilend

begin <Der Modul hat keine eigenen Daten, daher ist sizhtinitialisieren.
Nur die Ausnahmebehandlungen kann man hier fegienle.> end

endmoduleStacks_fir_Zeichen;
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Solch ein Modul lasst sich z. B. wie folgt verwenden:

declare
X, Y: Character,
module Stacks_fur_Zeichen is. endmodule

S1, 32, S3: StaCkZ\ Hier ist der Datentyp StackZ bekannt, da

die Modul-Deklaration abgearbeitet wurde.

beqin...
Stacks_fur_Zeichen.Pv(X, S1);

W S2:=S38; ...
if notStacks_fir_Zeichen.lsempty (S2)
then Y := Stacks_fur_Zeichen.Top(S2);
Stacks_fiur_Zeichen.Pop (S2), fi

‘(’D
>
Q.

Stacks_flr_Zeichen.Empty(S1) ist nicht erlaubtde
Prozedur Empty nicht in der Spezifikation aufgefiiéir
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In diesem Beispiel haben wir den Datentyp StackZ nach
aulRen bekannt gemacht. Dies ist aber nicht nétig. Der
Ersteller des Moduls kdnnte den Stack auch durch ein
array(1..flex) of Character implementieren, wobei eine
Indexvariable sich die Stelle merkt, wo das oberste (= zuletzt
eingefiigte) Zeichen steht.

Will man die Implementierung des Datentyps offen lassen,
muss man seine Definition vor dem Benutzer verstec
Man wirde dann unter "specification” nur schreiben:

type StackZ
oder sogar diese Information weglassen und die Deklaration
vollstandig in den Implementierungsteil verschieben.

Datentypen, die man dem Benutzer zwar bekannt gibt, aber
dessen genaue Definition man ihm nicht mitteilt, bezeichnet
man als private Typeti des Moduls, siehe 4.3.4.
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with und use&dnnen in allen Deklarationsteilen stehen.

Erlauterung des Sprachelemewtth:

with M bedeutet, dass an dieser Stelle die Deklaration des
Moduls M hineinkopiert wird. Alles, was in dessen Spezifi-
kation steht, kann ab hier tber die PunktnotationXi«"
benutzt werden.

Erlauterung des Sprachelemeuse:

useM bedeutet, dass ab dieser Stelle fur einen Namen Funk,
der in M vereinbart wird, die Punktnotation "M.Funk" durch
Funk ersetzt werden kann, dass also die "Qualifizierung"

(= der Zugriff auf die in M deklarierten Grél3en) ohne "M."
erfolgen darf. Fur Namenskonflikte ist der Programmierer
selbst verantwortlich, wobei das Uberladen erlaubt ist.

4.3.4 Moduln in Ada ("Pakete")

Das Schlusselwort lautet in Ada packamel man spricht von
Paketerstatt von Moduln.

Der Spezifikationsteil und der Implementierungsteil werden
voneinander getrennt. Der Spezifikationsteil, der als Text
friher im Programm als der Implementierungsteil stehen muss,
hat die Form

package<Name des Pakets> is
<Folge von einfachen Deklarationen> etidame des Pakets>;

Der Implementierungsteil heif3t "body" und hat die Form

packagdody<Name des Pakets> is
<Folge von Deklarationen> eriName des Pakets>;

Alle Teile der Spezifikation, die im Body programmiert
werden, mussen wortlich dort wieder vorkommen, s.u.
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Besteht die Spezifikation nur aus Datentyp- und Konstanten-
Deklarationen, so entfallt der Implementierungsteil.

Die Deklaration privater Typen erfolgt im Spezifikationsteil
als "is private"; die Struktur wird am Ende der Spezifikation
nach dem Schlisselwgstivatevor dem Benutzer versteckt.

In Ada sind mit einem Datentyp (auch einem private-Datentyp)
stets folgende Operationen verbunc

- Gleichheit ("="),
- Ungleichheit ("/="),
- Zuweisung (":=").

Will man auch diese Operationen nicht flr die Benutzer des
Moduls zulassen, so muss man den Typliahsted private in

der Spezifikation deklarieren. Auf solche Daten kann ausschliel3-
lich Gber die spezifizierten Operationen zugegriffen werden.

Eidl © VC, FMI 91C

Das Standardbeispiel 4.3.3.b StackZ lasst sich leicht nach
Ada Ubertragen (Stack_Error sei als exception hier sichtbar):

packageSfZ is
with Ada.Text_10;_uséda.Text _|O;
typeStZelle;
type StackZ isaccessStZelle;
type StZelle is record

Inhalt: Characte

Next: StackzZ,

endrecord
procedurdPush (A:_inCharacter; S: inut StackZ);
procedurdPop (S:_inout Stack?);
functionTop (S:_inStackZ) returrCharacter;
functionlsempty (S:_inStackZ) _returrBoolean;
endSfzZ;

200¢
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packagebody SfZ is
procedurdPush (A, inCharacter; S: imut StackZ)_is
p: Stackz;

beqginp :=newStackZ; p.Inhalt:=A; p.Next:=S; S:=p; end
procedurdPop (S: inout StackZ) is
beqin if S /=nullthenS := S.Next;

elsePut ("Stackunterlauf. *); raisgtack_Error;, endf; end
functionTop (S:_inStackZ) returrCharacter is
beqgin if S /=nullthenreturnS.Inhalt;

elsePut ("Lesefehler. "); raisStack Error; end;
functionlsempty (S. inStackZ) returrBoolean is
beginreturn(S = nul); end

endSfz,

nd
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Hinweis:
Die Prozedur
procedurdPush (A._inCharacter; S: imut StackZ)_is
p: Stackz;
beginp :=newStackZ; p.Inhalt:=A; p.Next:=S; S:=p; end

lasst sich in Ada kirzer mit Hilfe der Initialisierung beim
Anlegen eines neuen StackZ-Elements schreiben:

procedur Push (A:in Character; Sin out StackZ)is
begin S := newStackZ'(A,S); _end

Erlauterung hierzu:

Die Initialisierung erfolgt durch '(...). Rechts vom Zuweisungs-
zeichen wird die Next-Komponente des neuen Elements auf
den alten Wert von S gesetzt, die Komponente "Inhalt" erhalt
den Wert von A und durch die Wertzuweisung wird dieses neue
Element anschlielRend das oberste Stackelement.
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Dieser Modul lasst sich nun in einem Ada-Programm zum
Beispiel wie folgt verwenden:

declare
X: Character;
packageSfZ is ... endSfz;

S1, S2: StackZ;  -- S1 und S2 werden in Ada mit null ini-
-- tialisiert, da StackZ ein access-Typ ist

begin ...
SfZ.Pusl(X, S1).
S2 =851, ...
if S1 = S2 then.. endif; -- Gleichheit auf access-Typen!
ﬁ'n_otSfZ.Isempty (S2)
thenS1.Inhalt := SfZ.Top (S2); SfZ.Pop (S2); eihd
end
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Man kann die Definition des Datentyps StackZ verbergen:

packageSfZ is

with Ada.Text_10;_uséda.Text_|O;

type StackZ isprivate

procedurdPush (A:_inCharacter; S: imut StackZ);
procedurdPop (S:_inout StackZ);

functionTop (S:_inStackZ) returrCharacter;
functionlsempty (S: inStackZ) returrBoolean;

private
type StZelle;

type StackZ isaccessstZelle;
type StZelle is record
Inhalt: Character;
Next: StackZ;

endrecord
endsfz;
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Man braucht den Implementierungsteil (package body)
hierbei nicht zu andern, auch das sonstige Programm nicht,
sofern von dort nicht auf die einzelnen Komponenten von
S1, S2, ... zugegriffen wird.

Nochmals der Hinweis auf "limitedAul3erhalb des
Implementierungsteils sind bisher Zugriffe wie S1.Inhalt
oder S2.Next nicht zugelassen, allerdings sind S1 = S2
oder S1 :=S2 noch erlauk

Schreibt man statt _typ8tackZ isprivate

die Zeile _typeStackZ islimited private

so sind aul3erhalb des Implementierungsteils auch keine Ver-
gleiche auf Gleichheit und Ungleichheit sowie Zuweisungen
an Variablen vom Typ StackZ zugelassen. Variablen des
Datentyps kénnen dann nur noch mit Hilfe der Operationen
des Pakets manipuliert, gespeichert und ausgegeben werden.

Man kann nun leicht (und unbemerkt vom Benutzer) im package
SfZ den private-Teil ersetzen durch:

private
Max: constanNatural := 2000;

type StackZ isrecord
Inhalt: array(1..Max) ofCharacter;
Position: 0..Max;

endrecord

Dann muss man auch den Implementierungsteil geeignet &

procedurdPush (A:inCharacter; S: iout StackZ)_is
beginif S.Position >= Max theraiseStack_Uberlauf;
else S.Position := S.Position+1;
S.Inhalt(S.Position) := A; endl;, end
procedurdPop (S:inout StackZ) is...;
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4.3.5 Programmeinheiten konneAustandé besitzenBei
Modulnversteht man hierunter die aktuellen Werte aller
Variablen des Moduls (also den aktuellen Speicherinhalt).
Bei Programmenersteht man unter einefustandeben-

falls als den aktuellen Speicherinhalt, es kommen aber noch
die Position, an der man sich im Programm befindet, und
"Umgebungsinformationen™ hin:

Val. 4.3.3.a: Der dortige Modul Stack_fur_Zeichen besitzt
Zustande (= Speicherinhalte der Variablen S).

Dagegen bietet der Modul Stacks_flir_Zeichen in 4.3.3.b nur
Datentypen und Methoden an; er hat also selbst keine
Zusténde.

Wie lange lebt ein Modul?
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Unterprogramme unterliegen dem Keller-Prinzip und
werden im lokalen Speicher des Programms nach dem
LIFO-Prinzip verwaltet; verlasst man sie, so endet auch die
Lebensdauer aller lokalen Variablen.

Dagegen bleiben die Inhalte der Variablen eines Moduls
erhalten, wenn man ihn verlasst. Wenn der Modul zwischen-
zeitlich nicht stirbt (d. h., man bleibt im umfassenden Block)
und wenn man den Modul spater wieder verwende

besitzt er anfangs den gleichen Zustand, in dem er das letzte
Mal verlassen worden ist.

Moduln geben ihren Zustand und ihre Arbeitsweise nach
auf3en nur zum Teil bekannt (Prinzip des "information
hiding"). Meist erfahrt man den gesamten Zustand nicht
oder kann ihn nur tGber die bereit gestellten Operationen
feststellen.
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4.4 Polymorphie

Wie entwirft man Systeme? Zunéchst erstellt man gewisse
Winsche/Forderungen und schreibt auf, welche Funktionen
das System erftillen soll.

Dann beginnt man mit Planen, Konzepten, Strukturen und
Konstruktionen, wobei man schrittweise das bereits Vorhan-
dene und das bisher Erstellte weiterentwickelt. Hierbei sollte
man sich so spat wie maglich konkret festlegen. Dac

bleibt der Entwurf flexibel und das System kann wesentlich
leichter an kiinftige Anderungen und an die wechselnden
Wiinsche der Kunden angepasst werden.

Entscheidungen werden umrissen und eingeschrankt, aber
Strukturen, konkrete Festlegungen und Datentypen von
Variablen werden solange wie moglich offen gehalten. Diese
maogliche Vielfalt bezeichnet man @&slymorphie

200¢

Polymorphie (aus dem Griechisché&felgestaltigkei} ist

z.B. aus der Biologie, aus den Grundlagen der Mathematik
und aus der Linguistik bekannt. Schauen Sie in ein Lexikon!
In der Informatik ist Polymorphie ein Grundprinzip. Mit

ihr lasst sich die Wiederverwenduwngn Programmteilen
(englisch: reuse, Ausspracitg:s) erleichtern. Die
Polymorphie duf3ert sich durch folgende Malinahmen:

Mdglichst lange den konkreten Datentyp von Varial
offen lassen. Man denke an unspezifizierte Feldgrenzen
bei arrays (vgl. 1.3.5.6).

Mdoglichst lange die konkrete Realisierung offen lassen.
Z.B. Spezifikations- und Implementierungsteil trennen.

Parametrisierung von Paketen und Unterprogrammen, um
diese fur moglichst viele Anwendungen einsetzen zu
kénnen (Generizitat, siehe im Folgenden).
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4.4.1 In der Logik bedeutet Polymorphie, dass zu einem
Axiomensystem mehrere wesentlich verschiedene Modelle
existieren. Siehe abstrakte Datentypen in 1.4.2.3 und 5.2.3.

Beispiel:Gesucht ist ein Datenbereithmit Operationen
"+"und ", so dass flur alle Elemendgb, c[ID gilt:

(1) a+b=b+a, (2) (@+b)+c=a+(b+c),
(3) arb=Db*a, (4) (@ b)rc=a*(b*c),

(5) a= (b +c)= (& b) + (a~ c),

(6) (b+c)a=(b-a)+(ca),

(7) D besitzt unendlich viele Elemente.

Zu diesen Axiomen gibt es verschiedene mathematische
Strukturen, die sie erfullen (so genannte "Modelle"); zum
Beispiel die natirlichen ZahldN,, die ganzen Zahlefy

die rationalen ZahleQ, die reellen ZahlelR usw. Dieses
Axiomensystem lasst also verschiedene Konkretisierungen
zu, es ist dahgyolymorph

200¢
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4.4.2 In der Programmierung spricht man in folgenden
Fallen von Polymorphie:

1. Mehrfachverwendung vdiezeichnern(hierzu zahlt das
Uberladen, siehe 4.1.8).

2. Variablenkdnnen je nach aktueller Umgebung Elemente
verschiedener Datentypen bezeichnen oder als Werte besitzen.

Beispiele hierfir haben wir schon angedeutet (1.3.
Betrachte
subtypeNatural_isinteger rang®..Integer'Last;
subtypePositive_isNatural rangd..Natural'Last;
X: Integer; Y: Natural; Z: Positive;
Y und Z werden hierbei zugleich als Variable des Typs Integer
angesehen, sind also polymorph.
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typeVektor isarray(Integer rangec>) of Float;

procedureEtwas (X, Y:_inoutVektor) is
Summe: Vektor;
beqgin ... forJ inY'Range loolSumme(J) := ... endop;

endEtwas;

In diesem Beispiel sind X und Y Variablen eines Datent
dessen GroR3e (in Form der Indexgrenzen) unbekannt ist. Der
Datentyp von X und Y steht also erst nach der Auswertung der
zugehorigen aktuellen Parameter fest. Etwas Ahnliches gilt fuir
die lokale Variable Summe. Die Variablen X, Y und Summe
kann man in der Prozedur daher als polymorph ansehen.

200¢

3. Parametrisierung mitypen Betrachte zum Beispiel
Polynome a-x"+ g _,-x"1+ ...+ g-Xx + g. Winschenswert
ware eine Deklaration der Form
typepolynom (n: Natural;_typ&ing) is
recordA: array(0..n) ofRing; endrecord
Hinzufligen muss man die Operationen auf Polynomenz=z.B.
#, +, -,+, /, die auf den Operationen des Typs "Ring" beruhen.
Diesen parametrisierten Typ kdnnte man dann im Programm
benutzen, um konkrete Variablen zu deklarie
P: polynom(n => 4, Ring => Float); oder mit Initialisierung:
Q: polynom (4, Integer) := (2, 0, 6, -5, 3);
Q bezeichnet also das Polynom UBe(A(0) ist 2, A(1) ist O usws)
g(x) =3-x4-5-x3+6-x2+ 2.
Typen als Parameter in anderen Typen treten oft auf. Zum
Beispiel hangen Listen nicht vom Typ ihrer Elemente ab, der
daher mdglichst spat erst festgelegt werden sollte.

Eidl© VC, FMI 928 200¢

4. EinUnterprogrammoder einModul bzw. Paket heifl3t
polymorph, wenn mindestens eine Spezifikation eines
Datentyps oder wenn der Datentyp eines formalen Parameters
oder des Ergebnisses polymorph ist. Bekannte Beispiele fur
solche Polymorphie sind Sortierverfahren, Integrale usw.

Diese Form von vielfacher Verwendbarkeit von Programm-
einheiten (vor allem Unterprogramme und Moduln) bezeich-
net man al§senerizitat Es wird ein Schema angelegt, das
spater durch konkrete Datentypen und Konstanten aus¢
werden muss. Beispiel:

Parameter:Datentyp T mit Element O und Operationer, +, -,*, /.
functionEuklid (A, B: valueT) returnT is R: T;

beginwhile B0 doR:=A-(A/B)*B; A:=B; B:=R od returnA end

Verwendungn der Form (polynom: siehe vorige Folie):
functionggT isnewEuklid (T => Natural);
functionggTPolynom isnewEuklid (T => polynom);
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Beispiel Vertausche die Werte zweier Variablen

procedurelausch (typd'; A, B: acces9) is
H: T;
beginH:=A; A:=B; B:=H end

Im Falle

X, Y: Character;
kdnnte man nun die Inhalte von X und Y vertauschen di
den Prozeduraufruf:

Tausch (Character, X, Y);

Effizienter wére es, zuvor eine Prozedur fur einen konkreten
Datentyp aus dem "Prozedurschema Tausch" generieren, so
dass man nicht erst zur Laufzeit, sondern schon beim Uber-
setzen den aktuellen Datentyp einsetzt.
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Ziel (aus Sicht der Effizienz des Programms):
Die Polymorphie mdéglichst "zur Compilezeit" auflésen.

Vorgehen Erzeuge neue Prozedur aus dem "Prozedurschema".

procedurelausch (typd'; A, B: acces) is
H: T;
beginH:=A; A:=B; B:=H end

procedur TauschChar (A, Bacces Characteris
newTausch (T => Character; A, B: accdsy;

]

‘ Dies kann auch entfalleh

TauschChar (X, Y);

Ada geht auf diese Weise vor. Schlusselwort, um T als spater
auszufiullenden Parameter zu kennzeichgeneric Andere
Sprachen erlauben es, den Typ erst zur Laufzeit mitzuteilen.

200¢
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generictypeelement iprivate
proceduréfausch (A, B; inoutelement);

proceduréfausch (A, B: inoutelement) is
H: element;
begin H:=A; A:=B; B:=H; endTausch;

KonkreteVerwendung: Man muss aus dem Schema eine
ausfuhrbare Prozedur machen, indem man die generic-
Objekte durch bereits definierte Objekte ersetzt.

procedureéBoolTausch isiewTausch (Boolean);
procedurdntTausch i;mewTausch (Integer);
X,Y: Integer; C,D: Boolean; \

IntTausch(X,Y); ...
BoolTausch(C,D); ...

Zwei Instanzen von Tausdh
mit konkreten Datentypen.
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4.4.3 Beispiel fir Generizitat

Unter Generizitat versteht man in Ada die Parametrisierung
von Programmeinheiten mit Datentypen, Unterprogrammen
und Moduln. Der Spezifikations- und der Implementierungsteil
missen bei generischen Einheiten getrennt angegeben werden.
Der variabel gehaltene Bereich wird ngheri¢ eingeleitet.
Nochmals das Beispiel Vertauschen zweier Variableninhalte:

generi(
typeelement igrivate

procedurerausch (A, B: imutelement);

uoney
-ljizads

procedurelausch (A, B.imutelement) is g..?l
H: element; c CBD
begin H:=A; A:=B; B:=H; endTausch; a ©
200¢ Eidl © VC, FMI 93(

Beachten Sie:

Der Bezeichner "element" ist ein formaler Paramieteler Prozedur
Tausch. Die Prozedur BoolTausch entsteht, inderPdieedur Tausch mit
dem aktuellen Parameter Boolean aufgerufen wird.

Dadurch wird der formale Parameter "element" tdkthech den
aktuellen Parameter "Boolean" ersetzt.

Es handelt sich in diesem Fall also um eicedl*by-namé Ubergabe.
Speziell muss der Ada-Compiler Namenskonflikte higgm (vgl. 4.2.9).
Prufen Sie, was in folgendem Beispiel bei "Bool TdweX,Y)" geschieht:

procedureleste_generisch is

generic type elemeniis private;

procedurelausch (A, B; inoutelement);

procedurélausch (A, B.inoutelement)_is -- Implementierung
type Boolean isnewInteger rang®..50; H: element;

beqgin H:=A; A:=B; B:=H; endTausch;

proceduréBoolTausch imewTausch (Boolean); -- Konkretisierung

X: Boolean := True; Y: Boolean ;= False;

-- Spezifikatior

begin BoolTausch (X,Y); -- Anwendung
if X thenPut(" 1"); elsePut(" 0"); endf; -- Uberpriifung
if Y thenPut(" !"); elsePut(" ?"); endf;
end
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4.4.4 Sortieren durch Austauschen benachbartendfit

Implementierun
AN

(" generic

Spezifikation
A

P In der Regel ist
Pi;)sne, dies nicht erlaubt.

typeVektorT isarray(1.{max) ofT;

L procedureSORT (A:_inout VektorT);

/" procedureSORT (A:_inoutVektorT) is
A Korrekt, Austausch
piroce‘j”ré\““a““h—'*ﬂ‘ ist lokal definiert,

Weiter: Boolean := Tru

begin

while Weiter loop Weiter := False;
forlin 1..max-1 loop
if A()(>JA+T

thenWeiter := True; Austausch(A(l), A(I+1)); enf}

endloop;

endloop;

Dieser Operator ist bekannt zu machen

(Dies ist eine Variante voBubble-Sortsiehe 7.3.3 und 10.2.1.)
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packagebody Sortpaket is

generic typeElement igrivate
proceduréefausch (A, B: irout Element);

procedureTausch (A, B irout Element) is
H: Element;_beginH:=A; A:=B; B:=H; endTausch,;
proceduresort (A: inoutVektorT) is
Weiter: Boolean := True;
procedurédustausch isiew Tausch(T);
begin
while Weiterloop
Weiter := False;
for I in 1..Max-1 loop
if A()>A(I+1) then Weiter := True;
Austausch(A(l), A(l1+1));_endf;
endloop;
endloop;
endSort;

endSortpaket;

Realisierung in Ada:

Ein generic-Parameter (hier: Max) darf in Ada nicht bereits
im generic-Bereich verwendet werden.

Der Operator " > " muss bekannt gegeben werden ("with").
Korrekte Spezifikation mit anschliel3ender Implementierung:

generic
Max: Positive

typeT is private

with function ">"(L,R:T) returnBoolean;
packagesortpaket is

typeVektorT isarray(1 .. Max) ofT,;

procedureSort (A: inout VektorT);
endSortpaket;
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Verwendung im Programm:

-- Im Deklarationsteil:

with Sortpaket; wittAda.Integer_Text 1O;
packageSortpaketint isiew Sortpaket (500, Integer, ">");
R: Sortpaketint.VektorT;

-- Im Anweisungsteil:
-- Fulle das Feld R mit ganzen Zah

Sortpaketlnt Sort(R);-- Das Integer-Feld R wird aufsteigend sortiert.

Hinweis: Ersetze im packadggortpaketint
">"durch"<" = Es wird absteigend sortiert.
Implementieren Sie dieses Verfahren in Ada und sortieren Sie
dann auf die gleiche Art ohne grol3en Programmieraufwand
Zeichen, Strings usw. (Wiederverwendbarkeit).
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4.4.5 Hinweise zur Syntax fur generische Unterprogramme
und Pakete in Ada:

generic_declaration ::= generic_subprogram_declaration |
generic_package_declaration

generic_subprogram_declaration ::=
generic_formal_part subprogram_specifica;

generic_package_declaration ::=
generic_formal_part package_specification

generic_formal_part ::=
generic{generic_formal_parameter_declaration | use_clause}

200¢

generic_formal_parameter_declaration ::=
formal_object_declaration |
formal_type_declaration |
formal_subprogram_declaration |
formal_package_ declaration

formal_subprogram_declaration ::=
with subprogram_specificatioms[subprogram_defauli]
formal_package declaration
with packageadefining_identifieris new
generic_package _name formal_package_actual; part
formal_type_declaration ::=
typedefining_identifier[discriminant_part$
formal_type_definition
formal_package_actual_part {<>) | [generic_actual_part]

USW.
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4.4.6 Weiteres Beispiel (Keller als generisches Paket)

generic typeitem isprivate
packageStack _is
type StZelle;
type RefStZelle isaccessStZelle;
type StZelle isrecordinhalt:item; Next: RefStZelle; engkcord
procedurdPush (A:._initem; S:_inout RefStZelle);
procedurdPop (S:_inout RefStZelle);
functior Top(S:in RefStZelle)returr item;
functionlsempty (S: inRRefStZelle) returiBoolean;
endStack;

packageébody Stack _is
proceduréPush (A._initem; S:_inout RefStZelle) is
begin S ;= newRefStZelle'(A,S);_end

eﬁaStack;

200¢

Eidl © VC, FMI

Verwendung dieses Pakets:

packageZeichenstack isew Stack (Character);

A: Character;
X: Zeichenstack.RefStZelle;

useZeichenstack;

begin ...
Push (A, X); ...

if Isempty (X)_therPush ('C', X);
elsePop (X); endf;

|('D
>
o

93¢
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4.5 Vererbung

Die Welt ist voller Hierarchien und Beziehungen.

1. Hat man einen Datentyp deklariert, so kann man durch
Hinzufligen weiterer Komponenten hieraus weitere Daten-
typen ableiten ("Spezialisierung”, Unterdatentypen).

2. Liegen mehrere Datentypen vor, die gewisse Komponenten
gemeinsam haben, so kann man diese Gemeinsamkeiten als
einen eigenen Datentyp herausziehen ("Generalisierung”,
Oberdatentyp).

200¢

4.5.1 Typerweiterung oder Spezialisierugr formu-

lieren dies sofort in Ada. Dort muss ein Datentyp, der spater
erweitert werden soll, mit dem Zusatagged deklariert
werden (englisch: tag = Etikett, Zusatz).

typeFahrzeug isaggedrecord
Hersteller;_array1..30) ofCharacter;
Hochstgeschwindigkeit: Positive;
Neupreis; delt®.01 rangé®.0 .. 50000 000.0;
endrecord
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typeBus isnewFahrzeug withrecord
Sitzplatze, Stehplatze: Positive;
Wendekreis: delt@.001 rang®.0 .. 40.0;
Achsenzahl: Positive;

endrecord

Dies entspricht (bis auf "tagged") der folgenden Deklaration:

typeBus isrecord
Sitzplatze, Stehplatze: Positive;
Wendekreis: delt@.001 rang®.0 .. 40.0;
Achsenzahl: Positive;
Hersteller;_array1..30) ofCharacter;
Hochstgeschwindigkeit: Positive;
Neupreis;_delt®.01 rang®.0 .. 50000 000.0;

endrecord

200¢
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Sprechweisen:

Man sagt, "Bus" ist ein aus "Fahrzeug" abgeleiteter Typ

Man sagt, die Komponenten "Hersteller", "Neupreis" und
"Hochstgeschwindigkeit” wurden vom Typ "Fahrzeug" auf
oder an den Typ "Bus" vererbt

Man nennt diesen Vorgang, Eigenschaften an andere Einheiten
weiterzureichen, "Vererbufidengl. inheritance).

Man sagt, "Bus" ist "Spezialisierung" oder "Erweiterung"
oder_Untertyprom Typ oder zum Typ "Fahrzeug".

Man sagt, "Fahrzeug" ist "Generalisierung" oder Supertyp
oder_Obertyprom Typ oder zum Typ "Bus".

Wie bei Baumen nennt die Obertypen auch (direkte) "Eltern
die Untertypen (direkte) "KinderSetzt man dies transitiv
fort, so spricht man von "Vorfahren" bzw. "Nachkommen".

Eidl© VC, FMI 94: 200¢

Eidl © VC, FMI 944



Es werden also alle Deklarationen des Typs Fahrzeug auf
den Typ Bus vererbt.

(Hinweis: Nicht nur Erweiterungen sind hierbei erlaubt,
sondern auch Umdefinitionen bereits bestehender Typen.)

Das Gleiche fiur eine-Bahn

type SBahn ismnewFahrzeug withrecord
Sitzplatze, Stehplatze: Positive;
Waggonlange: delta.001 rang®.0 .. 400.0;
Achsenzahl: Positive;

endrecord

200¢ Eidl© VC, FMI 94¢

Fahrzeug im Nahverkehr

TN

Schienen-
Bus
/ fahrzeug
Doppe-  Normaler Gelenl- Stadtbah S-Bahr
decker Bus Bus / \ / \
Modell Modell Modell Modell
2008 1975 2000 1985

Aufbau einer Vererbungs-Hierarchie

Weitere Typen (in Ada muss man explizit angeben, wenn
man nichts hinzufigen will):

typeNormaler_Bus isiewBus withnull record;

type Doppeldecker imewBus withrecord
Hohe: Float;
endrecord;

type Gelenkbus imewBus withrecord
Lange: Floa

endrecord;

type Stadtbahn isew Fahrzeug witlhrecord
Sitzplatze, Stehplatze: Positive;
AnzahlKartenEntwerter: Positive;

endrecord;

Hinweise:Die Eigenschaft "tagged" vererbt sich automatisdrede
abgeleiteten Typen. Ableitbare Typen erkennt mattagged" oder
"with" in ihrer Definition.
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4.5.2 Zusammenfassen oder Generalisierumgda.

typeBus isrecord

| Sitzplatze, Stehplatze: Positive;
Wendekreis: delt8.001 rang®.
Achsenzahl: Positive,;
Hersteller: array1..30) ofCharactef;
Hochstgeschwindigkelit: Positive;
enc recorg;

. 40.0;

In einen Obertyp
e SBahn isnewFahrzeug withrecord herausziehen
Hersteller:ﬂﬂl..30)ngharactef;
Hochstgeschwindigkeit: Positive:;
Sitzplatze, Stehplatze: Positive;
Waggonlange: deltd.001_rang®.0 .. 400.0;
| Achsenzahl: Positive;
ndrecord
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Neuer Typ "Nahverkehrsmittel".
Hieraus Bus und SBahn ableiten:

type Nahverkehrsmittel iabstractaggedrecord
Sitzplatze, Stehplatze: Positive;
Achsenzahl: Positive;
Hersteller;_array1..30) ofCharacter;
Hochstgeschwindigkeit: Positive;

enc recorg;

type Bus isnewNahverkehrsmittel withecord
Wendekreis: delt@.001 rang®.0 .. 40.0;
endrecord

type SBahn imewNahverkehrsmittel withecord
Waggonlange: delta.001 rang®.0 .. 400.0;
endrecord

Nahverkehrsmittel

Sitzplatze, Stehplatze: Positive;
Achsenzahl: Positive;
Hersteller;_array1..30) ofCharacter
Hochstgeschwindigkeit: Positive;

Bus SBahn
Wendekreis: delt@.001 Waggonlange: delta.001
range0.0 .. 40.0; range0.0 .. 400.0;

200¢
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Hier tritt das Sprachelement "abstfaatif. Es bedeutet, dass
man einen Datentyp deklariert hat, den man nur fir die
Vererbung verwendet, zu dem man aber keine Variablen oder
formalen Parameter deklarieren darf. Bei dem "abstract"-Typ
"Nahverkehrsmittel" sind also Deklarationen folgender Art
verboten

X: Nahverkehrsmittel;
functior F (A: in Nahverkehrsmittelreturr Boolean; ..

In unserem Beispiel ist der Zusatz "abstract" nicht notwendig
gewesen, doch sollte man ihn stets verwenden, wenn man den
jeweiligen Typ nur in der "Vererbungs-Hierarchie" einsetzt.

(Beachte: Dieser Begriff "abstrakt" ist verschieden von dem
Begriff "abstrakter Datentyp”, der in Kapitel 5 erlautert wird!)

Eidl © VC, FMI 95(C

4.5.3 Umdefinitionerfredefinition)

Bei der Vererbung kann man vererbte Komponenten neu
definieren. Die vererbten Komponenten sind dann wegen der
Sichtbarkeitsregel automatisch ausgeblendet (kdnnen aber bei
allgemeinen Strukturen wie packages Uber Qualifizierung mit
Punkt-Notation dennoch angesprochen werden). Beispiel:

type wenigis 1..20;

typeKleinbus_isnewBus withrecord
Sitzplatze: wenig;
endrecord

Die ererbte Komponente "Sitzplatze" wird durch diese neue
Komponente "Sitzplatze" Uberschrieben (ermlerridden
= aulRer Kraft gesetzt).

200¢

Eidl© VC, FMI 951 200¢

Eidl © VC, FMI 952



Eltern

Kinder

4.5.4 Mehrfachvererbung

Nach dem bisherigen Konzept kann ein Datentyp hdchstens
einen (direkten) Obertyp besitzen:
Einfach-Vererbungsingle inheritance).

Manchmal sollen aber Eigenschaften mehrerer Datentypen an
einen Datentyp weitergereicht werden:
Mehrfact-Vererbun( (multiple inheritance)

Typ "Schiff" Typ "Wohnung"

. | | !ll

Typ "Appartement-
Luxus-Liner"

Typ "Hausboot"

200¢

In Ada ist keine Mehrfachvererbung erlaubt (vor allem
wegen der aufwendigeren Implementierung und der Fehler-
anfalligkeit bei der Verwendung mehrfacher Ableitungen,
die erst zur Laufzeit nachvollzogen werden kénnen.)

Die Programmierer sind selbst verantwortlich, wenn durch
Vererbung gleicher Namen, die aber verschiedene Typen in
den unterschiedlichen Eltern bezeichnen, Namenskon

oder andere Mehrdeutigkeiten entstehen. Generell sollte man
die Mehrfachvererbung sehr sparsam und "sehr kontrolliert"
verwenden.

In manchen objektorientierten Sprachen wie C++ und Eiffel
ist Mehrfachvererbung madglich. In Java wurde sie nicht
zugelassen. In C# |asst sie sich Uber sog. Interfaces nutzen.
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Diese Idee der Vererbung ist nicht auf Datentypen
beschrankt. Wir kdnnen sie auch fir Moduln einsetzen:

Wenn wir einen Modul "Listenverarbeitung” mit der
Definition des Datentyps "Liste" und hierauf zugelassenen
Operationen und Prozeduren eingefuhrt haben, so kdnnen
wir hieraus einen Datentyp "Stack” durch Erweiterung
gewinnen, indem wir weitere Prozeduren und Funktionen
hinzunehmen (Empty und Isempty kdnnen wir Gibe-

men, Top, Pop und Push fligen wir unter Verwendung der
bereits definierten Listen-Operationen hinzu; ggf.
definieren wir auch "Einfigen" zu "Push” um).

Aber dies haben wir im Prinzip bereits getait dem
Sprachelement withmit dem man die sichtbaren Teile

eines Pakets in eine andere Programmeinheit tbernehmen
kann.

200¢
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4.6 Objekte

4.6.1: Objekte sinth sich geschossene Einheiten, die

- wie Moduln aufgebaut sind: Es gibt ein Schema, genannt
"Klassé, das vor allem audAttributen' (das sind die
einzelnen Datenstrukturen der Variablen) uktkthoder
(das sind die algorithmischen Teile) einschl. der Angaben
zur Sichtbarkeit besteht und aus dem ein neues Objekt
erzeugt werden kann; das Objekt ist elnstan: (oder ein
"Exemplar" oder eine "Auspragung") dieser Klasse.

- einen individuellerZustandbesitzen (vor allem die
Speicherbelegung der Klassen- und Instanzvariablen),

- miteinander kommunizieren kénnen; dies geschieht durch
Nachrichtenaustaus¢fmessage passing"),

- durchVererbunghre Eigenschaften an neue Objekte bzw.
Klassen weitergeben kénnen.

(knappe Darstellung, kein Ada)
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: _.-':Von Oberklassen
Name des Objekt$ : : :ererbte Eigenschaften

Klassenvariablen

Instanzvariablen

Methoden (sichtbar / versteckt)

Empfang Individuelle Abwandlungen/Erganzunger Versand
von Nach- von Nach-
richten I . richten

Kommunikationsmechanismus
—> _— >

Implementierungsteil (versteckt)

£ iWeiter-Vererbung
i & % anUnterklassen

4.6.2 Prinzipien der Objektorientierung:

1. Es gibt nur Objekte. Jedes Objekt ist eindeutig
identifizierbar Uber seinen Namen.

2. Alles wird uber Klassen, Instanzbildung, Zustande,
Methoden, Nachrichten und Vererbung realisiert.

3. Objekte handeln in eigener Verantwortung (und sie geben
nur bekanntyassie bearbeiten, niemalsje sie dies tun).

4.Klassen werden in Bibliotheken aufbewahrt und stehen
Programmen und Klassendefinitionen zur Verfiigung.

5. Programmieren bedeutet, Klassen festzulegen, hieraus
Objekte zu erzeugen und diesen Aufgaben zu lbertragen,
indem man ihnen geeignete Nachrichten schickt. Die
Auswertung der Objekte erfolgt hierbei erst zur Laufzeit
(Polymorphie, dynamische Bindung der Objekte an
Variable).
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Wenn "alles" Objekte sind, so sind konsequenterweise
auch Klassen, Nachrichten und die (formalen) Parameter
Objekte.

Eine Methode der Klass&lasse"ist "new'". Diese
Methode erzeugt aus der Klasse eine Instanz, also ein
konkretes Objekt. Jede Klasse ist eine Unterklasse der
Klasse"Klasse' und hat somit diese Methode ere

kann also Instanzen von sich selbst erzeugen.

Eine konkrete Nachricht, die ein Objekt A an ein Objekt
B schickt, besitzt meist aktuelle Parameter. Diese sind
ebenfalls Objekte. Ebenso erwartet das Objekt A, dass
das Objekt B ihm eine Nachricht mit konkreten Objekten
als aktuellen Parametern zurtickschickt.
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4.6.3 Hinweise (1):

a. Klassen bildeRlierarchienoder zyklenfreie Abhangigkeitsgra-
phen (Ober- / Unterklassen, einfache / mehrfacherldeng).

b. In typisierten Sprachen verweist eine Variablieesu Objekt ihrer
Klasse oder einer ihrer Oberklassen. Anderenfalisswlie
Zuordnung laufend auf ini2ulassigkeitiberprift werden.

c. Ist das zu aktivierende Objekt identifiziert,aass man ermitteln,
welches die angeforderte Methode konkretasentuell muss
man diverse Oberklassen durchsuchen) und ob esisiéhrer
kann.

d. Zu jeder objektorientierten Sprache gibt es ugnfeicheKlassen-
bibliotheken aus denen man sich sein Programm aufbauen kann.

e. In der Praxis bengtigt man eiBatwurfsumgebungim Program-
me im Team zu entwickeln, um Erlauterungen, Entspndzesse
und verschiedene Dokumentationen zu erstellen undia
Klassenbibliothek zu erweitern.

200¢
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Hinweise (2): Probleme in der Praxis, kleine Auskvah

f. Die Sprache muss Erweiterungsmaglichkeiten vordivio haben,
ohne dass hierbei die privaten Informationen bekamnden.
(Das ist oft nicht realisierbar. Ada: child libraumits.)

g. Es miissen verschiedene Sichtweisen auf ein Ofnigglich sein.
(Hierfur kann man Mehrfachvererbung nutzen.)

h. Es missen Teile getrennt voneinander Ubersetgraund
abgelegt werden, allerdings darf hierdurch die B@tkeit nicht
beeintrachtigt werden. (Stichwoérter in Ada: sepgarstiub)

i. Die Klassenbibliotheken sollten sowohl den Quadle als auch
bereits getrennt compilierte Teile besitzen, undrzso, dass diese
leicht in ein Programm (z. B. Giber with und usepeiitigt werden
koénnen.

Hinweise (3): Probleme in der Praxis, kleine Auskvah

j. Die Eindeutigkeit von Namen ist zu gewahrleistel8. durch
Umbenennung importierter GroRen (in Ada renames
with Stack_fiir_Zeichen;
X: StackZ renameStack_fiir_Zeichen.S;
function™" (X,Y:Vektor) return Float renameSkalarprodukt;)

k. Die Sichtbarkeit in der Vererbungshierarchiggshau festzulegen.
(Beispiel: In der Regel sehen Unterklassen nichd,ilare Obe-
klassen die Methoden realisiert haben; daher korigediese auch
nicht verwenden, um Umdefinitionen vorzunehmen. érhdhan
eine Methode ab, so muss man aber meist Zugriffeaugf soeben
ausgeblendete Methode haben. In Ada: Uber Punkitidat In
Java durch "super".)

I. Die Sichtbarkeitsregeln missen auch in der Klastdiothek
gelten. Beispielsweise wird durch "with" die Siciutkeit einer
anderen Klasse importiert (wann und wo endet djese?

200¢
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Hinweise (4): Probleme in der Praxis, kleine Auskvah

m. Wie entwirft man "objektorientiert"? Man untersaiet zwischen
OOA und OOD, also "objektorientierte Analyse" und
"objektorientierter Entwurf" ("D" = desigh = Entwilirin der OOA
wird ein Sollkonzept/Pflichtenheft erstellt und filieses werden
geeignete Klassen mit Zusatzinformationen (zeididblaufe,
einzuhaltende Bedingungen, Zusammenwirken der Earthe..)
erarbeitet. Im OOD werden hieraus die tatsachlidtiassen,
moglichst aus einer Klassenbibliothek und erganzzusatzlict
erforderliche Hilfs-Klassen erstellt und die Reialisng in einer
Programmiersprache skizziert. (Anschlie3end folgt@bdierung.)

n. Die Zeit, dass man Lésungen zu Problemen von daufh neu
schrieb, ist vorbei. Heute versucht man, eine Rrolilsung so zu
beschreiben, dass sie mit Hilfe der vorhandenersd€la realisiert
werden kann. Nur fiir wenige Probleme werden nocte dassen,
neue Datentypen, neue Vorgehensweisen entwickelafdschlie-
Bend in die Klassenbibliothek ibernommen werden).
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4.6.4 Beispiel: Addieren von Zahlen

Zur lllustration des Prinzips objektorientierter Denkweise:
Die Addition zweier Zahlen "7 + 28" lauft aus objektorientierter
Sicht folgendermal3en ab:

Das Objekt 7 bekommt die Nachricht, es mdge seine Methode
"+" auf sich und das beigefuigte Objekt (aktueller Parameter 28)
anwenden und das Ergebnis zurtickschic

Die Zahl 7 ist eine Instanz der Klasse "Integer”, die aus einem
Zustand (dies ist der Wert 7 seiner Instanzvariablen INH) und
aus den zulassigen Methoden "+", "abs", "*", "-" usw. sowie
den allgemeinen Methoden "sér{dschicke das Objekt, das

auf "send" folgt, an den Sender zurlck), "Wr{@rucke den

Wert von INH aus) usw. besteht.
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Wir haben also eine Klasse "Integer" (Oberklass&Zshlen™)

Integer |Vererbt von "Zahlen" werden: Typ "Binarfolge" uniétauf die Operationen plus,

minus, mal, "<", "=", wie sie lblich sind. Der Aumbzu "Integer" erfolgt jetzt:

Klassenvariablen
Null: constanBinarfolge := 0; Zehn; constaBinarfolge := 1010

Instanzvariablen

INH: Binarfolge

Methoden
function"+" (X: Integer) returninteger; _functiorquad_returrinteger;

function"abs" returrBinarfolge; ...

procedurgeturnl (A:Binarfolge) ideginX := newlInteger; X.INH := A; senX end
procedur senc (A:Object)is begir "schicke A an den Sender zurueng; ...

Kommunikatior

implementierung proceduré'+" (X: Integer) isbegin returnl (plus (selfNH, X.INH)) end
procedureabs_isbeginif self.INH<0 thensendminus(Null,self.INH)_elsesendself.INH fi end
proceduregquad (X: Integer) iPegin returnl (mal (selfNH, selfINH)) end ...

Es bleibt der jeweiligen Sprache tberlassen, olind&gichtbaren Bereich
aufgelisteten Funktionen tatsachlich als Funktiooéer auf andere Weise
(z.B. wie hier als Prozeduren; aber durch "retummitti die richtige Sicht
nach aufl3en hergestellt) implementiert werden.

.Self* bezeichnet das Objekt, das diese Methodéeso&erwendet.

mal (self.INH, self.INH)) multipliziert also den eigen Inhalt mit sich selbst
und es entsteht das Quadrat des eigenen Wertes.
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4.6.5 Beispiel: Geometrische Grolien

Geometrische Gré3en entwickelt man gerne auseinander. Man
beginnt mit einem Punkt, geht zur Strecke und zum Polygon
Uber, dann betrachtet man Dreiecke, Vierecke und n-Ecke, fihrt
Kreise (= Punkt plus Strecke) und Ellipsen ein usw.

Zugleich kann man schrittweise weitere Eigenschaften hinzu-
fugen (inshesondere die Flache) und Unterklassen bilden
Viereck— Trapez— Raute— Quadrat), wobei zugleich die
Flachenberechnung jeweils neu definiert werden kann.

Die Darstellung verandern wir nun etwas, indem wir die
Objekte wie Moduln ausformulieren und die Oberklasse(n)
explizit angeben. Es geht hier um das Prinzip und nicht um
die Darstellung in einer bestimmten Programmiersprache.
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Z =7 + 28 wird wie folgt ausgerechnet
(die beiden Zahlen werden als Binarfolge dargestellt):

X = newlnteger; X.INH := 111,
Y := newlnteger; Y.INH := 11100;
Z = X."+"(Y);

X."+"(Y) bedeutet:Schicke an das Objekt, das durch X
bezeichnet wird, die Nachricht, dass dessen Operation "+"
ausgefuhrt werden soll. Diese Funktion erwartet ein Ol

der Klasse Integer als Parameter, daher wird ein solches
Objekt Y als aktueller Parameter mitgegeben. Das Objekt X
antwortet dann mit einem Objekt, das an den Bezeichner Z
gebunden wird.

Durch Deklarationen (z.B. Z: Integer) kann man dafur
sorgen, dass nicht beliebige Objekte, sondern nur Objekte
bestimmten Typs an Z gebunden werden durfen.
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Wir definieren also eine Klasse "Punkt" (OberklassieRed):

Punkt Real

X: Real;
Y: Real;

procedureDrucken

procedureDrucken_is
begin< sende an das
ObjektDruckerdie
Nachricht drucke_ein_
Pixel_an_die_Position
(selfX, selfY) >

end
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Wir definieren hiermit eine Klasse "Strecke" (betacmnit der
Klasse "Punkt" ist auch deren Oberklasse "Realabet):

Strecke Punkt

Anfang: Punkt;
Ende: Punkt;

proceduredrucken, DruckeAnfang, DruckeEnde;
functionLange ()_returrReal

procedurédrucken_is
begin< sende an das ObjeRtuckerdie Nachricht
drucke_eine_ Strecke von_bis (s&iffang.X,
self Anfang.Y, selfEnde.X, selEnde.Y )> end
procedurédruckeAnfang ideginAnfang.Drucken end
procedurédruckeEnde idbeginEnde.Drucken end
functionLénge () returrReal is
beginreturn(square_root(quad(sefnfang.X - selfEnde.X)
+ quad(seliAnfang.Y - selfEnde.Y)))_end
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Beachten Sie hierbei:

Mit der Klasse "Strecke" ist auch deren Oberklasse "Punkt"
eine Oberklasse von Polygon. Daher kdnnen wir deren
Eigenschaften hier verwenden.

Am Ende haben wir einen Initialisierungsteil angeftigt, mit
dem wir die Folge der Strecken, die durch die Eckpunkte
definiert ist, errechnen. Diese Information geben wir r
auf3en nicht bekannt ("private"). Den Streckenzug verwen-
den wir intern zum Drucken und zur Langenberechnung.

Sie erkennen hier einen Vorteil d@OP(= objektorientierten
Programmierung): Wenn wir die Klasse "Punkt" von "Real"
auf "Integer" umschreiben wirden, so braucht an Strecke und
Polygon nichts geédndert zu werden! (Wiederverwendbarer
Quellcode.)
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Wir definieren nun eine Klasse "Polygon" mit denmggéschen
Parameter N (Oberklassen sind Strecke und Natural)

Polygon (N: Natural, N > 2)

Eckpunkte; arrayl..N] of Punkt;
private Streckenzug: arrajl..N] of Strecke;

Strecke, Natural

procedureDrucken;_functiorlLéange ()_returrReal

procedureDrucken_isvarl: Natural,

begir for | := 1to N do Streckenzug]l].Druckeod enc;
functionLé&nge ()_returrReal isvarl: Natural; L: Real := 0.0;
beginfor | := 1 toN dolL := L + Streckenzug[l].L&nge gdeturnL end

varl, K: Natural; Initialisierung

beginfor | := 1 toN do Streckenzug[l] := nevtrecke;
Streckenzug]l].Anfang := Eckpunkte[l];
if | =N thenK:=1 elseK:=I+1 fi;
Streckenzug]l].Ende := Eckpunkte[K] od

)
>
o
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Nun musste man eigentlich noch

- eine Boolesche Funktion "kreuzungsfrei" hinzufligen, die
genau dann den Wert treegibt, wenn sich je zwei
Strecken des Polygons nicht schneiden. Hierzu wiirde man
in der Klasse "Strecke" eine Methode einfligen:

functionschnitt (S: Strecke) retuBoolean is

var...
beqir ... enc;

(Selbst ausformulieren; Erlauterungen auf spater folgenden

Folien.)

- eine Boolesche Funktion "konvex" hinzufligen, die genau
dann den Wert truergibt, wenn das Polygon kreuzungsfrei
ist (dann hat es ein "Inneres") und wenn alle Winkel zum
Inneren des Polygons hin héchstens 180 Grad betragen.
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Nun musste man eigentlich noch

- fir konvexe Polygone eine "Flache" hinzufligen. Diese
erhalt man, indem man von einem Punkt aus alle
aufeinander folgenden Dreiecksflachen aufsummiert (die
Dreiecksflache ist durch drei Seitenlangen eindeutig
bestimmt und hieraus leicht zu berechnen); Beispiel:

‘

- die Flachen ausweiten auf kreuzungsfreie Polygone,

- den Schwerpunkt eines Polygons bestimmen oder andere
"Mittelpunkte”.

Gesamtflache :
F1+F2+ F3.
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(s19)

(ry, 1) 1 b
- J

X

Ermittlung der Steigung a und des y-Abschnitts b der zu einer
Strecke gehdrenden Geraden y-xab:

-r
a= Zri und b=sas
Ein Schnitt liegt vor, wenn die x- und die y-Koordinate des
Schnittpunkts echt zwischen den entsprechenden Koordinaten
der beiden gegebenen Strecken liegt. (Bitte selbst zu Ende

durchdenken und fertig programmieren.)
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Der Schnitt zweier Strecken

S.Ende
(s1 S

(u,v)

self Anfang

(P, )

Schnittpunkt

(d, %)

selfEnde

(ry 1)
S.Anfanc

Den Schnittpunkt erhalt man als Schnittpunkt der beiden Geraden,
die zu den Strecken gehoren. Fur zwei Geraden,w=dp, und

y = a-X + b, ergibt sich der Schnittpunkt (u,v) durch v uat b,

und v =gu +b,, also fur a# a,:

u—bz_bl und v= b, - by +b,
Ty 2 -
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Punkt
/ o Objekthierarchie

Kreis" Strecke
Ellipse Polygor
Kreis' Dreieck Viereck Finfeck

. l |
Kreis gleichseitig Trapez




4.6.6 Beispiel: Skat spielen

Kurzanalyse: Drei Spieler, die alle die Spielregeln kennen, die
reizen, ausspielen und beilegen kénnen, die wissen, wer den
jeweiligen Stich gewonnen hat, die am Ende jedes Spiels den
Sieger des Spiels einschl. der Punktzahl ermitteln und dies in
eine geeignete Tabelle eintragen kdnnen. Am Ende entnimmt
man der Tabelle den Gesamtsieger bzw. die individuellen
Spielschulden jedes Spiele

Es wird nur angedeutet, wie der Verlauf des Skat-Spiels
modelliert werden kdnnte. In der Praxis wirde man zunéchst
eine Klasse "Kartenspiel" mit diversen Methoden (Auflisten der
Karten, Mischen, Verteilen nach verschiedenen Vorgaben usw.)
einfihren, ebenfalls eine Spiel-Verwaltung fur Stand, Punkte,
abgelegte Karten usw. Das Folgende soll daher nur "anregen®.

200¢

Eidl© VC, FMI 9717

; Die Klasse Tisch sei als Oberklasse
Spieler oder anderweitig "bekannt"

subtypebis_drei isNatural rang®..3; subtyper ishis_drei rangd..3;
Skat: arrayf1..2] of Karte; Blatt: arrayf1..10] ofKarte;
Anz_gewonn_karten: 0..32; gewonnene_Karten: dirag2] ofKarte;
Aktuelles_Spiel: Spiel_Typen; gereizt_bis: Natufdleinspieler: nr;
gewonn_Punkte_bisher: Natural; Abgelegt: aftégrte] of Boolean;
Reaktionen_der_anderen: <neuen Datentyp einfihféanStrategie>;
ich: nr; Reiz_Obergrenze: Natural; mogliches_S#gieltypen;
Spielverlauf: list of ...; Reiz_Verlauf: list of;.

procedureKarten_Sortieren; proceduReizen;
functionAusspielen returikarte; functionBeilegen_returriKarte;
procedureSpielweisen_analysieren;

functionAusspielen returiarte is var...; begin... return ;= ... end
procedureBlatt_bewerten isvar...; begin... end
procedureReizen_isvar...; begin... end
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- Bekannt seien aus Oberklassen: tiaete und
Tisch das "array" Kartenspiel in Form von "alle_karten"

subtypebis_drei isNatural range®..3; subtypar isbis_drei rangd..3;
Skat: arrayf1..2] of Karte; Blatt:_arraynr, 1..10] ofKarte;
Anz_gesp_Karten: bis_drei; gespielte_Karten: amalyof Karte;
Anzahl_Spiele: Natural; Punktestand: artay} of Integer;
Erster_Spieler: nr; Ausspielend, Abhebend, Gebewinner: nr;
Aktuelles_Spiel: Spiel_Typen; gereizt_bis: Naturdleinspieler: nr;
Abgelegt;_arrayKarte] of Boolean; constarS = alle_karten;

procedur Karten_\erteilenprocedur reizen (S,T: Spieler’
procedureEin_Stich;_procedur8piel_Ergebnisse;
functionvor (K: nr) returnnr; functionnach (K: nr)_returmr;
procedureEnd_Abrechnung;

functionvor (K: nr) returnnr is

beginif K = 1 thenreturn3 elsifK = 2 thenreturnl elsereturn?2 fi end

procedureKarten_Verteilen iyarl: nr; M: array1..32] ofKarte;

beginM := Zufalls_Permutation (KS); Skat := "die ersteziden Karten";
for I in nr doBlatt [1,1..10] := "die ndchsten 10 Karten" edd
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Ein Programm muss dann den Ablauf in geordneter Weise
steuern, also etwa:

. "Initialisiere den Tisch und die Spieler;"

while noch_nicht_Schluss do
Tisch.Karten_verteilen; "Initialisiere die Spieler";
Tisch.Reizen (Abhebend,Ausspielend);
Tisch.Reizen (Geber, Gewinner);
“Initialisieren aller Spieler und des Tisches fir das Sj
for1:= 11010 do Tisch.Ein_Stich_od
Tisch.Spiel_Ergebnisse

od,

Tisch.End_Abrechnung; ...

Wollen Sie dies selbst weiter durchdenken, allgenf@imulieren

und dann in Ada programmieren? Geschéatzter Zeitaudvbis zu
einer lauffahigen ersten Version: 40 Stunden (dBradik).
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Gliederung des Kapitels 5

5. Abstrakte Datentypen
5.1 (Konkrete) Datentypen
5.2 Abstrakte Datentypen

5.3 Datenkonstruktoren und Beispiele
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5.1 Datentypen

Probleme beschreiben wir mit Hilfe von Mengen und auf ihnen
definierten Operationen und Relationen.

5.1.1 Mengen mit den auf ihnen definierten Operationen nennt
man in der Mathematik eidgebra

Die Mathematik untersucht hierbei Eigenschaften, die
Axiomen folgen, z.B. aus dem Axiom, dass die Addition
kommutativ ist (d.h., fur alle a und b gilt a+b=b+a) und dass
die Multiplikation assoziativ pgb+c)=(ab)-c] ist. Zugleich
sucht sie Mengen und Strukturen, die diese Axiome erftllen.
(Beispiele: endliche Gruppen; diese sind mittlerweile
kategorisiert. Oder endliche nicht-kommutative Korper; es
konnte gezeigt werden, dass es solche Koérper nicht gibt.)
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5.1.2 Beispiele fiir Algebren sind:

Die natirlichen ZahletN, mit der Addition: (Ng;+).

Die naturlichen ZahletN, mit der Addition und dem neutralen Element "0"
bzgl. der Addition: iNy;+,0).

Die naturlichen ZahletN, mit der Multiplikation %"
Element "1" bzgl. der Multiplikationiig;,1).

Die reellen Zahlen mit den Operationen +,und / und den neutralen
Elementen "0.0" (bzgl. der Addition) und "1.0" (bhzder Multiplikation):
(IR;+,-,0.0+,/,1.0).

Die WahrheitswerttB = {false, true} mit den Operationen "and", "or" und
"not": (IB;C,C, ).

Die Menge der reellwertigen ¥n)-Matrizen mit der Addition, der Subtraktion,
der Multiplikation und den neutralen Elementen "INaitrix" O und
"Einheitsmatrix" E: (IR""+,-,05,E,).

Die reellen Zahlen mit den Operationen +,und / und den neutralen
Elementen "0.0" (bzgl. der Addition) und "1.0" (bzder Multiplikation) und
den Vergleichsoperationen =, < und >, wobei dieselR nachiB fuhren:
(IR,IB;+,-,0.0%,/,1.0,=,<,>).

Die komplexen Zahle@, dargestellt als zweidimensionale EbéRfemit der
Addition (a,b,)+(a,b,)=(a+&,b,;+b,) und der Multiplikation (gb,)*(a,b,)=
(ag*ay-by*b,,axb,+0yxa) usw.: [RZ,IB;+,—,(O.0,0.O)k,,/,(1.0,0.0),:) .

und dem neutralen

200¢

Eidl © VC, FMI 98z

In der Mathematik interessieren sowohl diese "konkreten

Algebren" als auch Klassen von konkreten Algebren, die

gewisse Axiome erfillen.

Beispiel:

(H;+) heil3tHalbgruppe=

(1) Hist eine Menge,

(2) «: HxH - H ist eine (totale) Abbildung,

(3) «istassoziati, d.h., fur alle ¢b,cIH gilt: as (b c)=(c- b)- .

(M; -, e) heil3tMonoid =

(1) (M,.) ist eine Halbgruppe,

(2) elIM ist ein neutrales Elemebtgl.. (auchEinheitgenannt),
d.h., fur alle &M qilt: a-e=a=ea.

Die Mathematik untersucht Eigenschaften solcher Algebren.
Zum Beispiel: Wenn (M, €) ein Monoid ist und e' ein Element
aus M ist, sodass fur alléJaM gilt a-e'=a=e'a, danniste = e".
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Wer mit Zahlen umgeht, bewegt sich meist in Algebren mit
mindestens zwei Operationen.

Zum Beispiel ist eifRing eine Menge mit zwei Operationen,
von denen eine kommutativ, assoziativ und invertierbar ist, die
andere assoziativ ist und fir die die Distributivgesetze gelten.
Ist die zweite Operation zuséatzlich kommutativ und
invertierbar, so spricht man von einKoérpel.

Alle GesetzmaRigkeiten, die man fur einen Ring herleiten kann,

gelten dann auch fur alle "konkreten Ringe". Beispielweise
gelten in Kérpern Kidrzungsregeln und Lésungsverfahren ftr
Gleichungssysteme und man kann tber ihnen Funktionen- und
Vektorraume aufbauen (Polynome, Matrizen, d-dimensionale
Raume, ...). Wir erlautern dies am Beispiel der Polynomringe.
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Nun definiere man fir zwei Ponnome p und g vomd3ardzw. m

n
p(x)=2 a=x und q(x) ‘Z b«x' die Summe und das Produkt.
i=0 i=0
O B.d.A. sei re m. Flle g mit fihrenden Nullen auf, d.h., setze
Bpi1= Briz = ... = B, = 0 und bilde dann das Polynom (p+q):

n
(p+q) (x) =i§0(a +b)-x Setze: (-p)(x) =i§0 (-a)-x'.

Das Produkt zweier Polynome ist definiert dui
n+m

(p-q)(X) = Z (Za +by;) «xk fiir qz0. Im Falle q=0 setze (pq)=0.

0 sei das Nullpolynom (d.h., es besteht nur gD undl sei das
Einspolynom (d.h., es besteht nur agrsB). Es sei Rdie Menge aller
Polynome dber R, dann ist die Algebrg;(P, -,0, «, 1) ein kommutativer
Ring, der sogPolynomring tber R

[
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5.1.3 Beispiel: Polynomring

Ein Ringist eine Algebra (R;+,-,01), wobei R eine Menge ist, auf der die
kommutative und assoziative Operation "+", die aigive Operation+"

und die bzgl. "+" bzw.+" neutralen Elemente Null "0" und Eins "1"
definiert sind. Weiterhin gibt es zu jedem Elem&nR ein inverses
Element "-a" (mit a+(-a)=0), es missen die Distiilmesetze gelten
(a«(b+c)=ab+ac und (b+cla=ba+ca) und meist verlangt man noci1Q

da der Ring sonst nur aus einem Element bestehene&kd

Beispiele fiir Ringe sind die ganzen, die rationatiéa reellen und di
komplexen Zahlen, wobei in diesen Fallen die Miikation zusétzlich
kommutativ ist. Matrizenrdume sind in der Regehtiicommutative
Ringe (genauer: die Multiplikation ist nicht komratit).

Es sei R ein kommutativer Ring, d.h., ein RingsgasMultiplikation
kommutativ ist. Eine Abbildung p: R» R der Form

pP(X) =g~ X“+a11*><“+ +geX+g =T geX
(mit nOINg, g0R furi=0,1,...,n und &0, falls n>0 ist) heil¥olynom
Uber R. Die naturliche ZahI n heil3t deradvon p.
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ZwischenfrageKann man so etwas in Ada formulieren?
n

PO) =2, a:x'.
1=

type Ring is ....;
type Polynom (Grad: Natural:=0) is
record A: array (0..Grad) of Ring := (1);
end record,;
Dies ist in Ada realisierbar. Allerdings muss fir jeden Ring

neu geschrieben werden. Besser wére es daher, wenn auch der
Datentyp Ring als Diskriminante Ubergeben Werden konnte:

Dies ist jedoch in Ada nicht erlaubt. Vielmehr muss man das
"generic"-Konstrukt mit einem Paket verwenden.

200¢

Eidl © VC, FMI 98¢



5.1.3.aFolgerung aus diesen Uberlegungen:

Es gibt "konkrete Algebren”, z.B. die ganzen Zahlen.

Diese erflllen die GesetzmalRigkeiten einer "abstrakten"
Algebra, also einer oder mehrerer Mengensymbole mit
Operationensymbolen und Axiomen. Jede konkrete Algebra, die
die Gesetzmaligkeiten einer abstrakten Algebra erfullt, nennen
wir ein Modell dieser (abstrakten) Algebra.

Zum Beispiel ist die konkrete Algebra "ganze Zahlen'

Modell der Algebra "Ring", aber sie ist kein Modell der Algebra
"Koérper". Die rationalen Zahlen sind ein Modell fur einen
Korper.

Will man allgemeine Konstruktionsprinzipien und Losungs-
verfahren fir moglichst viele Strukturen verwenden, so muss
man sie fur eine abstrakte Algebra formulieren kbnnen. Solche
Beschreibungen muissen in der Informatik mdglich sein.

200¢

Die Informatik befasst sich ebenfalls mit Mengen und ihren
Operationen. Statt von einer Algebra spricht man bei konkreten
Mengen von einemDatentyp. Eine (abstrakte) Algebra
entspricht dem spater zu definierenden "Abstrakten Datentyp".
Konkrete Datentypen sind Modelle eines abstrakten Datentyps.

Es gibt konkrete Datentypen, die man nicht weiter zerlegen
kann (oder will); wir nennen sie "elementare Datentypen" (in
Ada "skalare Datentypen" genannt), siehe Abschnitt

Zu den "elementaren” Datentypen zahMahrheitswerte,
Zeichen, ganze Zahlen, reelle Zahlen und Zeiger auf
Datentypen (Namerspwie selbstdefinierte endliche Mengen
(Aufzahlungstypen).

Es gibt sie in fast allen Programmiersprachen.
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Definition 5.1.4 Datentyp (Wiederholung aus 1.4 und 2.4)
Eine Menge (oder mehrere Mengen) zusammen mit
den hierauf definierten Operationen nennt man einen
(konkreten)Datentyp

Einen Datentyp, den man nicht auf andere Datentypen
zuruckfuhrt, nennt man einehementaren Datentyp

"Unsere" elementaren Datentypen sind neben den
Aufzahlungstypen: Boolean, Character, Integer, Rea
Zeiger auf Objekte gegebener Datentypen.

Um diese Datentypen exakt festzulegen, missen wir zu
jeder Menge die zulassigen Operationen hinzuftigen.

Jede Programmiersprache definiert diese Operationen in
der Regel etwas anders. In 1.8 haben wir fir Ada 95 diese
Datentypen auf 30 Folien im Detail aufgefihrt.
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5.1.5 Bei der genauen Beschreibung der Datentypen kann
manfolgendes Schemarwenden (die letzte Zeile unten
lasst man in der Regel weg).

Datentyp xyz
Zugrunde liegende Mengen:

Nullstellige Operationen (=besondere Konstanten): ...
Einstellige Operationen:

Zweistellige Operationen: ...

hoherstellige Operationen (sofern vorhanden): ...
Definition gewisser Operationen: ...
Beziehungen, Gesetzmalligkeiten: ...

Dieser Datentyp lautet in der Sprache Ada 95: ....
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5.1.6 Darstellung der Operationévgl. auch 3.7.6):

Hat man zwei Operationen f, g: ¥M — M auf einer
Menge M, so kann man zusammengesetzte Ausdriicke
("Terme") bilden:

f(g(x,y), x) oder g(g(f(x,y),z), 9(z, x))

5.1.6 « Diese Darstellung, dass der Operor seiner
Operanden steht, bezeichnet marPalixnotationoder als
preorderMan kann dann die Klammern auch weglassen:

fgxyx oder ggfxyzgzx

und die Auswertung der Ausdricke bleibt eindeutig.

200¢
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g
x/\f

/N

y X

f
/N
g X
/N
X y
Beide Baume gehérenzu xgyfx

Um bei der Infixnotation Eindeutigkeit zu sichern, verwer
man zum eineilammernund zum andereRrioritatsregeln

Daher missen bei den Operationen fast immer auch solche
Prioritatsregeln fur die Operatoren angegeben werden.

Ist nichts angegeben oder haben Operatoren die gleiche Prioritat,
so wird ein Ausdruck stets von links nach rechts ausgewertet.

200¢
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Statt dessen kann man die Operatoren audkerihre
Operanden schreiben:

Xygxf

5.1.6 b Dies nennt maRostfix-Notation(oder polnische
Notation odepostorde). Auch hierbei bleibt die Auswertung
der Ausdriicke eindeutig.

oder xyfzgzxgg

5.1.6 ¢ Im taglichen Leben verwendet man jedoch in

Regel didnfix-Notation oder aldnorder bei der man das
Operationszeicherwischerdie Operanden stellt; obige
Beispiele werdendannzu xgyfx oder xfygzgzgx

Dies ist nicht mehr eindeutiga nun z. B. f(g(x, y), X) und
g(x, f(y, x)) die gleiche Infix-Notation x gy f x besitzen.
Man erkennt dies, wenn man die Baumstruktur betrachtet:

200¢
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5.1.7. HinweisWenden Sie diese Uberlegungen auf die
Eindeutigkeit von Wortern oder Grammatiken an (2.7.11):

Stellt man die Ableitungsbdume mit der Prafixnotation dar,
so sind zwei Ableitungen genau dann gleich (im Sinne von
2.7.10), wenn sie die gleiche Prafixnotation besitzen!

Die Prafixnotation erhéalt man, indem man den (Ableit-)
Baum von der Wurzel immer zunachst nach links zu den
Blattern hin durchlauft und genau dann, wenn man einen
Knoten erstmals besucht, dessen Inhalt herausschreibt.

Machen Sie sich dies an Beispielen klar. Dadurch kann man
die Gleichheit von Ableitungen auch "algorithmisch" relativ
leicht nachprifen.

200¢
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5.1.8: Hinweise zu den elementaren Datentypen

Aufzahlungstypen: siehe 1.8.1.

Boolean: siehe 1.8.3. In den meisten Sprachen sind die
Prioritdten anders als in Ada geregelt: and hat hohere
Prioritat als or und dies wieder héhere als xor. Oft gibt
es auch diémplikation ("=") mit

impl(a,b) = notaorb

(d.h.: impl(a,b)=falst= a=true und b=false
manchmal eine dreistellige Operation if-then-else-fi
if xthenyelsezfi =(xandy) or (not x and z).

Einige Gesetzmalligkeiten: robta) = a
exor(a, b) = nof(equiv(a, b))
not (a andb) = (nota) or(notb)

deMorgansche Regeln
not(a orb) = (nota) and(notb)

5.1.8 (Fortsetzung)

Character: siehe 1.8.4 und 2.4.6, Wertebera&ich

Integer: siehe 1.8.5 und 2.4.8 bis 11, Werteberich
Meist gibt es weitere Operationen, insbesondere:

sgn "Signum”, also das Vorzeichen einer Zahl:
1, fallsx>0
sgn(x) =< 0, falls x =(
-1, falls x <0

square Quadrat einer Zahl (square(x) 3 x
oddZ - IB mit: odd(x) = true= X ist ungerade- x mod2=1.
evenZ - IB mit: even(x) = true= X ist gerade-= xmod2=0.

Prifen Sie in konkreten Programmiersprachen die genaue

Bedeutung von djvmodund rem GesetzmaRigkeiten z.B.:
odd(x) = noteven(x), ((-x).diw) = -1- (x divy), x mody =y - ((-X) mody).

200¢
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5.1.8 (Fortsetzung)

Real: siehe 2.4.12 ff. Wertebereidh(die reellen Zahlen sind die
Vervollstandigung der rationalen Zahlen bzgl. deflf¥olgen).

Bei den_Operationesind neben sgn, square, abs auch Ublich:
sqrt= Positive Wurzel (square root) einer Zatd
log, In, Id (Logarithmen zur Basis 10, e und 2), Exponen-
tialfunktionen, die trigonometrischen Funktionen sowie
die obere und untere GauRklami[ 1, ]:IR = Z,
definiert durch [x]=Min{z0OZ | x<z},

|x]=Max{z0OZ|z<x}.

Es gilt stets [ x] <[ x|
und nur im Falle ganzer Zahlen x isk] = x =[ x].
TruncateFunktion ("truncate" = abschneiden):
trunciIR - Z mit trunc(x) = ifx = 0 then xJ elsel x 1 fi.

Eidl © VC, FMI 99¢

5.1.8 (Fortsetzung)

Verschiedene Programmiersprachen gehen von unterschiedlichen
elementaren Datentypen aus und erzeugen hieraus dann recht
verschiedene "Datenwelten”. BBiundA sind wenigstens die
Wertebereiche meist einheitlich, eundIR missen dagegen die
unendlichen Wertebereiche durch endliche Teilmengen
angenahert werden, was sowohl von der Hardware als auch von
den jeweiligen Compilern oft zu unterschiedlichen Imple-
tierungen fuhrt.

Einemogliche Realisierung haben Sie mit Ada 95 kennen
gelernt. Informieren Sie sich bei jeder Programmiersprache, die
Sie benutzen, stets als erstes Uber die genaue Definition der
jeweiligen elementaren Datentypen!

Ein Beispiel sind die Prioritaten ("precedence”):

200¢
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Prioritatender gangigen Operatorgn Ada aber anders, siehe 1.8.5)

Im "Alltag"” lauten die Prioritdten meist:

1. Prioritat: Absolutbetrag abs

2. Prioritat: Exponentiation_exp

3. Prioritat: -, div, mod /, rem

4. Prioritat: +, - (als einstellige Operationen)
5. Prioritat +, - (als zweistellige Operatione
6. Prioritat: =% <,5,>,2

7. Prioritat: _not

8. Prioritat: ~and

9. Prioritat: or
10. Prioritat: _equiyvxor
11. Prioritat: _impl

200¢

5.2 Abstrakte Datentypen

Wer Probleme zu l6sen hat, interessiert sich erst in zweiter
Linie um die Typen und deren detaillierte Implementierung.
Zunachst stellt man Forderungen an die Lésungen, meist in
Form von Eigenschaften. Von einédeller (Stack, 3.5.4)
erwartet man, dass er die Eigenschatft

"Was als letztes hingelegt wird, kommt als erstes wieder he
d.h. die GesetzmalRigkeit Pop(Push(K,A)) = K erflillt.

\Von einerWarteschlang&V (queue, 3.5.5) erwarten wir, dass
ihr erstes Element nicht durch Hinzuflgen weiterer Elemente
A verandert wird, d.h., es gilt:

First(W) = First(Enter (W, A)).

Die "Abstraktion" besteht darin, dass die Implementierung
oder die Darstellung in einer Sprache nicht interessiert.
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5.2.1 Dies fuihrt zum "abstrakten Datentyp™:

Ein abstrakter Datentywird durch Bezeichnungen fur
Mengen, durch Bezeichnungen von Abbildungen (einschl.
ihrer Stelligkeiten) und durch die zu erfillenden Gesetze
charakterisiert.

Er abstrahiert somit von den konkreten Darstellungen
(Datentypen, Implementierung von Unterprogrammen
anderen Programmeinheiten) und gibt nur die Gesetzmalig-
keiten an, denen die beteiligten Mengen geniigen mussen.
Man kann ihn mit dem Schema 5.1.5 beschreiben; wir wéahlen
allerdings im Folgenden eine eigene Formulierung.

Mathematisch gesehen ist ein abstrakter Datentyp somit eine
(abstrakte) Algebra.

200¢
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5.2.2Schema zur Beschreibung eines abstrakten Datentyps:

structure< Name > _is

(<Liste von Parametern und bendtigten Einheijen>
modes<nicht-leere Liste von Bezeichnern>
functions< Liste von Bezeichnern mit "Stelligkeiten” >
laws < Liste von logischen Aussagen (= Gesetzmaligkeiten) >
endstructure

Man kann auch andere Schliisselwoérter verwenden, z.B.:
sortsoder set®der typesnstelle von modes

mappings operatoro®der procedureanstelle von functions
axioms equation®der rulesanstelle von laws

Die Auflistungen kdnnen durch Komma oder Semikolon
getrennt sein und die Abbildungen post- oder preorder (siehe
5.1.6) dargestellt werden.
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In diesem Schema nennt man den Teil

modes<nicht-leere Liste von Bezeichnern>;
functions< Liste von Bezeichnern mit "Stelligkeiten" >

die Signaturdes Datentyps.

Manchmal bezeichnet man auch die Signatur alleine schon als
abstrakten Datentyp.

Man beachte, dass die Konstanten, die verwendet werden sollen,
als nullstellige Funktionen dargestellt werden.

Wir betrachten als Beispiel die Wahrheitswerte "WHW1":

200¢

5.2.3 Beispiel Wahrheitswerte 1: Wir nehmen, wir benoétigen von
den Wahrheitswerten nur folgende Eigenschaften:

structureWHW1 is
modesB

functions wahr () B;
not (B) B;
and, or, impl (B, B) B;

ifthenelsefi (B, B, BB

ASS: and (and (x,y), z) = and (x, and (y,z2));
KOMM: and (X, y) = and (y, X);

NEG: not (not (x)) = X;

IMP: impl (X, y) = or (not (x), y);

IF1: ifthenelsefi (wahr, X, y) = x;

IF2: ifthenelsefi (not(wahr), x,y) =y
endstructure

-- dies steht fir Menge der Wahrheitswerte
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Ordnet man den Sorten Mengen und den Funktionen
Abbildungen entsprechend der vorgegebenen Stelligkeiten
zwischen diesen Mengen zu und sind dann alle Gesetze
erfillt, so nennt man diese Mengen mit ihren Abbildungen
(also diese "konkrete Algebra") ditodell des abstrakten
Datentyps

Man nennt diese Mengen mit ihren Abbildungen auch einen
zugehdrigen konkreten Daten oder eineKonkretisierun

oder einAuspragungpder eindnstanz

Besitzt ein abstrakter Datentyp (bis auf Isomorphie) nur ein
Modell, so heil3t emonomorph anderenfallpolymorph

Zu obigem abstrakten Datentyp WHW1 gibt es mehrere
Modelle, also mehrere konkrete Mengen mit Abbildungen,
die alle Gesetze erfiullen. Zum Beispiel:

200¢
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Modell I: Betrachte den abstrakten Datentyp WHW1.

Fur die Sorte B wahlen wir die Mentie= {false, true},

wahr werde durch true und not(wahr) durch false dargestellt
und die Funktionen not, and, or, impl und ifthenelsefi
entsprechen den Funktionen Negation, Konjunktion,
Disjunktion, Implikation und Alternative alB (vgl. 5.1.8).
Dann sind alle Gesetze erfiillt, wie man leicht nachp

Doch dieses Modell ist nicht das einzige. Vielmehr ist der
abstrakte Datentyp WHWiolymorph d.h., er hat viele
Modelle. Ein weiteres Modell ist:

Eidl© VC, FMI 1007 200¢
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Modell 2 Betrachte erneut den abstrakten Datentyp WHWL.
Fur die Sorte B wéahlen wir die einelementige Mekge{0},
wahr werde durch 0 dargestellt und die Funktionen not, and, or,
impl und ifthenelsefi liefern fir alle Argumente den Wert O.
Dann sind ebenfalls alle Gesetze erfullt, z.B.:
Fir das Gesetz

impl (x, y) = or (not (x), y);
setzen wir alle moglichen Werte ein (hier ist nur der W
moglich):

0 =impl (0,0) = or (not (x), y) = or (0,0) = 0.

Es gibt zu WHW1 sogar unendlich viele verschiedene
Modelle. Ein weiteres ist:

200¢
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structureWHW?2 is
modes B
functions wahr () B;  falsch () B; -- 5 Funktionen

not (B) B; and (B, B) B;
or (B,B)B
laws ZWEI: wahr# falsch; -- > 2 Elemente

-- Al bis A3
-- legen_andest

Al: and (wahr,x) = x;
A2: and (x,wahr) = x;
A3: and (falsch,falsch) = falsc

OR1: or (falsch,x) = x; -- OR1 bis OR3
OR2: or (x,falsch) = x; -- legen_orfest
ORZ3: or (wahr,wahr) = wabhr;

N1: not(falsch) = wahr; -- N1 und N2

N2: not(wahr) = falsch -- legen_nofest

endstructure
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Modell 3 Betrachte erneut den abstrakten Datentyp WHWL1.
Fur die Sorte B wéhlen wir die ganzen Zalden

wahr werde durch die Konstante 1 dargestellt und die
Funktionen werden reprasentiert durch:

not(z) =-z (das Negative einer ganzen Zahl),

and(a,b) =a+b (Addition),

or(a,b)=a+b (Addition)

impl(a,b) =b -a (Subtraktion der ersten Zahl von der zweiten)
ifthenelsef(1,b,c) = b und ifthenels(a,b,c) = c fur £1.

Dann sind ebenfalls alle Gesetze erfillt, z.B.:

impl(x, y) =y-x = (-x) +y = or(not(x), y).

Kann man den abstrakten Datentyp aocmomorph
machen, also so formulieren, dass es im Wesentlichen nur
nochein Modell zu ihm gibt? Versuchen wir es mit dem
Beispiel Wahrheitswerte 2 (WHW2):
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Setze nun die MendB = {false, true} fir die Sorte B;

wahr werde durch true und falsch durch false dargestellt und
die Funktionen not, and und or entsprechen den Funktionen
Negation, Konjunktion und Disjunktion alB.

Dann sind alle Gesetze erfillt.

Da die Funktionen not, and und or in den Gesetzen komplett
wie in einer Funktionstabelle festgelegt sind, gibt e
Wesentlichen auch kein zweites hiervon verschiedenes
Modell.

Aber es gibt naturlich Erweiterungen (oder Einbettungen in
gréRere Bereiche).

200¢
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Setze hierflr die Menge der ganzen Zaldléiir die Sorte B;
wahr werde durch 1 und falsch durch 0 dargestellt. Fir die
Funktionen wéhle man:

not(x) =1-x
and (X,y) =xy
or (x,y) = 1- ((1-x) - (1-y))

Hier wurdelB in die MengeZ geeignet eingebettet: Mit

den Operationen and, or und not kann man die Teilmenge
{0,1} nicht verlassen; die Operationen sind allerdings auf
ganzZ definiert und somit haben wir ein weiteres Modell
fur WHW2.
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5.2.4 Beispiel "langenbeschrankter Keller" (vgl. Duden Inf.)

Bei einem Keller (Stack) interessiert den Benutzer nicht die
Implementierung, sondern nur "LIFO" = last-in-first-out,
also die kellerartige Speicherungstechnik. Diese lasst sich
durch Gleichungen beschreiben (d: Element, x: Stack):

top (push (d,x)) =d,

pop (push(d,x)) = x.
Wir modifizieren diesen Ansatz leicht, indem wir ¢
"langenbeschrankten Keller" einfihren, der nur bis zu "max"
Elemente aufnehmen kann. "max" und die Sartker
einzufigenden Elemente lGbergeben wir als Parameter; der
Keller erhalt die Sorte Ilds(= langenbeschrankter Stack mit
Elementen aul). Weiterhin mixen wir hier die Postorder-
Notation bei den "functions" mit der Preorder-Notation in
den Gesetzen.

Um solche erweiterten Modelle auszuschlieRen, kann man
zwei Wege beschreiten:

a) Man fugt ein Gesetz der Form "Es gibt hochstens zwei
Elemente" hinzu. In unserem Beispiel:
xOB = (x =wahr O x = falsch)

b) Oder man erlaubt generell n@rZzeugbare Modelte
d.h., in den Modellen sind nur solche Mengen erlaubi
sich aus den angegebenen Konstanten mit Hilfe der
angegebenen Abbildungen erzeugen lassen.

In unserem Beispiel sind dies alle Werte, die man aus
"wahr" und "falsch” mittels not, and und or erzeugen
kann; man sieht, dass hierdurch keine neuen Werte
hinzukommen, so dass damit nur das zweielementige
Modell zugelassen ist.
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structurel BK is (basedon boolean, basedn natural,

modeA, natural max: max 0)
modes  |bsA

functions () IbsA empty;
(IbsA) boolean isempty, isfull;
(IbsA) A top;
(Ibsd) IbsA pop;
(4, 1bsh) IbsA push;
(IbsA) natural length
laws LEER: (X = empty. = isempty(X)
VOLL: (length(x) = max)= isfull(x);
LIFO: notisfull(x) = pop (push(d,x)) = Xx;
KON: notisempty(x)= push (top(x), pop(x)) = X;
OBEN: notisfull(x) = top (push(d,x)) = d;
ANZ: notisfull(x) = length (push(d,x)) = length(x)+1,
ANZO: length(empty) =0
endstructure

200¢

Eidl © VC, FMI 101¢



Diese Darstellung lasst sich relativ rasch in eine gewohnte
Repréasentation z.B. von Ada Ubersetzen.

(In der Praxis werden Notationen fur jede Anwendung
vorab festgelegt, so dass Sie lernen missen, sich zunachst
mit den Darstellungen vertraut zu machen.)

Wie bei Prozeduren kénnen wir nun hierzu einen konki
Datentyp (also eine konkrete Implementierung) angeben, der
die Programmierung der Abbildungen und ggf. Initialisie-
rungen enthalt. Dies kann man ebenfalls wie einen abstrakten
Datentyp formulieren, wobei man ein Schlusselwort (hier:
implementationin Ada benutzt man "body") verwendet. Wir
wahlen hier die Realisierung mit Hilfe eines Feldes.

200¢

structurel BK is (basedn boolean, basedn natural,
modeA, natural max: max 0)

modes  |bsA
functions () IbsA empty;

(Ibsp) boolean isempty, isfull;

(Ibsp) A top;

(Ibsd) IbsA pop;

(A, IbsA) IbsA push;

(Ibsp) natural length
< wer mdchte, kann hier auch alle laws nochmals angeben >
implementation -- Implementierungsteil, hier: Ada-ahnlich
S: array(1 .. max) ofA;
t: 0 .. max;
< Programmstuicke fir die Operationen siehe n&chste Folie >
endstructure
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Vorschlagfir den Implementierungsteil, Ada-ahnlich formutier
implementation
S: array(1 .. max)_ofA;
t: 0 .. max;
procedureempty isbegint:= 0; end
functionisempty returrboolearis beginreturn(t = 0); end
functionisfull returnbooleans beginreturn(t = max); _end
functiontop returrmA is

beginif isempty thenFehlerabbruch®;

else top:= S(t);encif; eng
procedurepop is

begqinif isempty thenFehlerabbruch®;

elset:= t-1; endif; end
procedurepush (d;_imd) is

beginif isfull then,Fehlerabbruch®;

elset:= t+1; S(t):= d;_endf; end
functionlength returrinteger is beginreturnt; end
beginempty;_end -- Initialisierung

200¢
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Hinweise:Hier wurde die Sorte Idszwar in der Signatur
aufgefuhrt, aber in der Implementierung stillschweigend
durch

array(1 .. max) ofA
ersetzt. Bei der Umsetzung in eine konkrete Programmier-
sprache kann dieser Zusammenhang deutlich gemacht oder
verschwiegen ("private") werden.

Statt mit einem Feld hatte man den Datentyp LBK ¢
durch eine Liste realisieren kbnnen (siehe spater).

In der Praxis muss auch der Zugriff auf die Sorten geklart

werden (in Ada: private, limited private). Weiterhin kann

man auch abstrakte Datentypen als "abstract im Ada-Sinne"
(= man darf keine konkreten Datentypen hiervon erzeugen)
kennzeichnen. Weitere Beschrankungen sind in der Praxis

ublich; sie hdngen meist von der jeweiligen Anwendung ab.

Eidl© VC, FMI 101¢ 200¢

Eidl © VC, FMI 102(



5.2.5 Empfohlenes Vorgeheumm in der Praxis Programme
zur Realisierung von Algorithmen zu schreiben.
Top-down-Phase:

(1) Zerlege den Algorithmus in kleinere Einheiten (in der Regel nieffirm
als sieben) und gib an, wie diese im Gesamtalgorithmus zusamremwir
Gib fur jede Einheit ihre Signatur an.

(2) Ermittle die Eigenschaften, die die Funktionen der Einheiten enfill
mussen. Formuliere diese als Gesetze eines abstrakten [Patangy

(3) Wiederhole (1) und (2) mit den Algorithmen, die von den einzelnen
Einheiten realisiert werden, bis so kleine Einheiten entstanderdsisg
ihre Implementierung in der Programmiersprache leicht mdglich ist.

Bottom-Up-Phase:

(4) Lege nun die Datenbereiche (mdglichst als Moduln, in Ada als Rakete
siehe Abschnitt 4.3.4) als Typen in der gegebenen Programmiersprache
fest und implementiere die zuletzt erhaltenen Algorithmen-Taite (
Prozeduren, Funktionen, Moduln oder kommunizierende Einheiten).

(5) Wiederhole (4) schrittweise fir jeden Unter-Algorithmus, degesamte
Daten und Operationen bereits implementiert sind, bis schlie3lich der
Gesamtalgorithmus implementiert ist.
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5.3 Daten-Konstruktoren und Beispiele

5.3.1 Sind Datentypen gegeben, so kann man hieraus neue
Datentypen erzeugen. Man orientiert sich hierbei an den mathe-
matischen Operationen auf Mengen. Wichtige Operationen:

- Bildung von Unterbereichen (Intervalle, Projektion, "range"),
- kartesisches Produkt ("record"),

- kartesisches Produkt mit sich (Vektoren, Matrizen, "array"),

- disjunkte Vereinigung ("varianter record"),

- Folgen-Bildung (freies Monoid, Wdrter-Bildung, "Listen"),

- Menge der Teilmengen (Potenzmenge, "set of"),

- Menge von Abbildungen (Verallgemeinerung der "function")
- Menge der Namen oder Adressen (reference, access).
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5.3.2 Grundsatzliches Vorgehen

Zu jedem Konstruktor K, der auf k Datentypemwirkt,
K(Ty, Ty ooy )
wird angegeben:

(i) Wie sieht die Wertemenge aus (bezogen auf die
Wertemengen der Datentype;)?

(i) Wie kann man auf die einzelnen Komponenten T
zugreifen?

(iif) Welche Operationen der Datentyperwerden
ubernommen und in welcher Form?

(iv) Werden neue Operationen hierdurch eingefihrt?
(Vor allem Umwandlungen in einen anderen Datentyp.)

200¢
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Ein Beispiel, das Sie bere#t -
Der Konstruktor arra adfzwei Datentypen 1i é (i
array( a1 A
in Ada geschrieben als  array,(Tof T, % g
Wenn T, die Wertemenge D mit n Elementenungd 3 | ¢
T, die Wertemenge M besitzen, so isP Mie zu 4 | 'D
array(T,; T,) gehorende Wertemenge (bis auf 5| 'F
Isomorphie) 6| F
Fur ein beliebiges ElementaD greift man auf ; (HB
den zu a gehdrenden Funktionswert in M zu 9 "
mittels [a] oder auch (a) (inAda: (@)). | 10| '
Ein Element ausarray(T,; T,) ist somit eine 11 | 'K
als Tabelle dargestellte Abbildung von D nach M 55| W

Grol3buchstabenG: array (1..26) of Character
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Beantwortung der vier Fragen

Gegeben: zwei Datentypen ind T, mit den Wertebereichen
D und M. Der Daten-Konstruktor ist_arréy,; T,).
V sei eine Variable von diesem neuen Datentyp.

() Wertemenge: M (= Menge der Abbildungen von D nach M).
(i) Zugriff auf die Komponenten: V(i) fulD.

(iif) Alle Operationen des Datentyps $ind auch fur V(i)
zulassig. Statt i kann ein Ausdruck vom TyjpsTehen, also
ein Ausdruck, der einen Wert aus D als Ergebnis hat.

(iv) Werden neue Operationen hierdurch eingefiihrt? Nein.

200¢

5.3.3 Unterbereichgvgl. 1.9.1 und 2.4.20)

Unterbereictoderintervall a..b = {x[OM | a<x < b}. In Ada
subtype<Name> is <Datentyp> [<constraint>]
z.B.: subtype Kohl_Aera is Integer 1982..1998;

Alle Operationen von <Datentyp> gelten auch fiir den durch
<Name> bezeichneten Unterbereich (in Ada "Untertyp"
genannt), sofern der Unterbereich hierbei nicht verlasser
(man kann auch festlegen, dass bei den Zwischenrechnungen
der Unterbereich nicht verlassen werden darf).

Der Unterbereich darf zunachst unbestimmt (“flex", Abk. von
flexible) bleiben und die Grenzen werden dann erst bei der
Konkretisierung festgelegt (in Ada gibt es hienféinge <>).
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Beantwortung der vier Fragen fiir Unterbereiche

Gegeben: ein Datentyp T mit dem Wertebereich M. Der
Daten-Konstruktor ist T(unten..oben). V sei eine Variable von
diesem neuen Datentyp.

() Wertemenge: unten..oben.
(i) Zugriff auf die Komponenten: entfallt, V enthalt den W

(iii) Alle Operationen des Datentyps T sind auch fur V zuldssig.
Wird V ein Wert zugewiesen, so muss geprift werden, ob
er im Intervall unten..oben liegt.

(iv) Werden neue Operationen hierdurch eingefiihrt? Nein.

200¢
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Anmerkung zu Unterbereichen:

Ein Unterbereich a..b ist eine "linear zusammenhéangende"
Teilmenge von M. Man kdnnte Unterbereiche auch als eine
beliebige Teilmenge einfihren, indem man in

subtype <Name> is <Datentyp> [<constraint>]

die Einschrankung <constraint> durch eine logische Formel
(ein sog. Pradikat) ersetzt. Zum Beispiel:

subtype Gerade is Integer: (Gerade(z) <=>z mod 2 = 0);
Ein Intervall zum Typ T ware dann beschrieben durch:
subtype a..bis T: (a..b (z) <=><a and = b);

Man kann sich hier viel ausdenken, allerdings werden der
Compiler und seine Implementierung recht schwierig, sodass
man sich bei Unterbereichen fast immer auf Intervalle
beschrankt. (Vgl. die Mengen-Programmiersprache SETL.)
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5.3.4 Felde(1.9 und 2.4.21)

Gegeben ein Datentyp T mit Wertemenge M und eine naturliche
Zahl r. Datentyp fir das r-fache kartesische Produknitisich:

array(1..r) ofT.
1..r heil3t detndextyp,T heil3t deKomponententyp.

Hierbei darf T erneut eine Felddeklaration sein usw.:
array (1..r)of array (1..s)of T

array(1..r) ofarray(1..s) ofarray(1..t) of T

Dies kirzt man meist wie folgt abrray(1..r,1..s,1..t) of.
Statt 1..r kann auch ein anderer Indextyp verwendet werden.

Die Anzahl dieser Indexbereiche nennt man die Dimension des
Feldes. In der Praxis simddimensionale Feldeneist fur n=1, 2
und 3 Ublich (z.B. Vektoren, Matrizen, Bildpunkte).

Beantwortung der vier Fragen fiir Felder

Datentyp T mit denWertebereich M. Datentyp fifr M sei
eine Variable von diesem neuen Datentyp.

(i) Wertemenge: M

(i) Zugriff auf die i-te Komponente: V(i), sofern 1..r der
Indexdatentyp ist (sonst das i-te Element des Indexdaten-
typs in die Klammer schreiben). Meist ist auch der Zu
auf die ganze Struktur erlaubt (Aggregatbildung). Bei n
Dimensionen: V(, iy, ..., )

(iif) Auf jeder Komponente bleiben die Operationen des
Datentyps T erhalten.

(iv) Werden neue Operationen hierdurch eingefihrt? Nein.

(AulBer der Verwendung von Aggregaten fur komplette
Zuweisungen und Abfragen.)

200¢
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5.3.5 Kartesische Produk{®atensatze, siehe 1.12.1)

Gegeben seien die Mengen,M1,, ..., M,, die zu den Datentypen
T, T, ..., T,gehoren. Die Zusammenfassung zum Datentyp T
mit der Wertemenge M = Mk M, x ...x M, ist:

typeT isrecord S;: T,; S, Ts; ..

Hierbei sind ', S,, ..., §, Namen, die so genannteSelektore",

mit deren Hilfe man auf die einzelnen Komponenten des Daten-
typs T zugreifen kann. Man "selektiert" die i-te Komponente,
indem man Sdurch einen Punkt getrennt hinter den Namen der
Variable vom Typ T hangt (Punkt-Schreibweidet-notatior).

.+ §: T, endrecord;

Eidl © VC, FMI 103

Beantwortung der vier Fragen fir kartesische Produkte

n Datentypen T T,, ..., T, mit den Wertebereichen yM,, ...
Datentyp T fur Mx M, x ...x M,.. V sei eine Variable von
diesem neuen Datentyp T.

M,

(i) Wertemenge: M = NIx M, x .. x M,
(i) Zugriff: V.S fur die -te Komponente. (Meist ist auch ¢
Zugriff auf die ganze Struktur erlaubt, Aggregatbildung.)

(i) Auf jeder Komponente bleiben die Operationen des
zugehorigen Typs, Erhalten.

(iv) Werden neue Operationen hierdurch eingefihrt? Nein.
(AulBer der Verwendung von Aggregaten fir komplette
Zuweisungen und Abfragen.)

200¢
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5.3.6 Disjunkte Vereinigunge(variante records, 1.12.2)

Gegeben: M M,, ..., M,, die zu den Datentypen,TT,, ..., T,
gehdren. Zusammenfassung zum Datentyp T mit der disjunkten
Vereinigung MO M, 0 ...00 M,, als Wertemenge:

type T (Index: Integer range 1..n) is record
case Index is
when1=>8§ T,
when 2 =>S,: T,;
whenn=>8 T,
end case;
end record,;

Index gibt den aktuellen Wertebereich innerhalb von M an. Mit
dem Selektor ., kann man auf den aktuellen Wert zugreifen.

Beantwortung der vier Fragen fir disjunkte Vereinigungen

n Datentypen T T,, ..., T, mit den Wertebereichen yM,, ..., M.
Datentyp T fur MO M, ...00 M,,. V sei eine Variable von
diesem neuen Datentyp T.

(i) Wertemenge: M = NI M, 00 ...00 M, zuzuglich 1..n.

(i) Zugriff: V.S;, sofern der Index von V gleich i ist. Die
Wert i ist durch Mindex zu erreichen und &nderbar.

(i) Auf jeder "Komponente" bleiben die Operationen des
zugehorigen Typs, Erhalten.

(iv) Werden neue Operationen hierdurch eingefihrt? Nein.

200¢
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5.3.7 Folgenbildung

Zu einer Menge M sei M* die Menge der endlichen Folgen
(auch Menge der Worter uber M genannt):

M*={a,&...g|n=0und all M furi=1, 2, ...,n}.

M moge zum Datentyp T gehoren. Wir definieren den Datentyp
seqgof T durch folgende Festlegungen entsprechend 5.1.5:
Zugrunde liegende MengM*

Nullstellige OperationerAlle Elemente von M*. Man schreibt
diese Worter auf, indem man sie entweder in Anfuhrungsstriche
setzt und die Elemente von M durch Zwischenraume trennt
oder indem man sie als Vektoren (a,, ..., §,) notiert. Das

leere Wort erhalt hierbei die Darstelluagder (). Manchmal
schreibt man auch nulder nilfir das leere Wort. Wir werden

in diesem Abschnitt die Vektorschreibweise verwenden.
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Einstellige Operationen

Fur empty, square, removefirst, removelast: MM* qilt:
empty(u) =€ fur alle ull M*,

squarg(a, &y - &)) = (@1, 8y - 8y @y - &)
removefirs{(a,, a, .-, @)) = (@, -+ &),

removelas{(a,, &, - @) = (85,85 - .0) -
Fir das leere Wort sind removefirst und removelast undefi

first, last: M* - M sind definiert durch
first((&,, &, ---» &) = &,, sofern n > 0; first(()) ist undefiniert,
last((&,, &,, ---» &) = &, sofern n > 0; last(()) ist undefiniert.

Statt "first" schreibt man meish&ad, statt removefirsttail".

200¢
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Einstellige Operationeftortsetzung)

in: M - M* mit in(b) = (b), fir alle bIM (Einbettung).
length: M* - IN, ist definiert durch

length((a,, &, ---» &,)) = n; speziell gilt length(()) = 0.

Fir jedes @&l M ist #,: M* - IN, die Anzahlfunktion fir das
Element a, d.h#,(u) = Anzahl, wie oft a in u vorkomrr
Ublicherweise definiert man,#ekursiv:

#4(()) = 0 und far alle UM* und alle HIM:

#,(ub) = #(u) +1, fallsa = b ist,

#o(ub) =#(u), fallsa#bist,

isempty: M* - IB ist definiert durch
isempty(u) = true genau dann, wenn u das leere Wort ist.

Zweistellige Operationen

conc: M*x M* _, M* (Konkatenation) ist definiert durch

CON(@r, 8+ 8 By B s B) =@y 8y By )

append: M*x M - M* (Anhangen eines Elements) ist
definiert durchappend(a;,, a,, ---» &,),b) =(a,, .-, &, b).

Die Vergleichsoperationen #: M* x M* - IB sind wie
ublich definiert. Falls M eine geordnete Menge ist, so kann
man auch die anderen Vergleichsoperationeq) %,und>
verwenden.

(Man achte aber genau darauf, wie die Ordnung von M auf
M* fortgesetzt wurde! Beispiel: lexikografisch oder
langenlexikografisch.)

200¢
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Beziehungen, GesetzmalRigkeiten

Beispiele fur Gesetzmaligkeiten sind (stets fur allslt):

removelast(append(u,b)) =u fir allena.
conc(u,u) = square (u).
length(u) =2 #,(u).
allM
not isempty (append(u,b))  fur all&lMm.

length (conc(u,Vv)) = length (u) + length (v) fur alleM*.

first(in(b)) = last(in(b)) = b  flr alle®\.

1037
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Die Datenstruktur "seq of T" in der Sprache Ada

Folgen werden in Ada durch "Listen" dargestellt, die mittels
Zeigern (also mit access - Datentypen) realisiert werden.

Fur die Operationen mussen geeignete Prozeduren und Funk-
tionen geschrieben werden, sofern nicht ein vordefini

Paket fur die "Listenverarbeitung” existiert.

Die Realisierung mit dynamischen Datenstrukturen (Objekte
in der Halde) wurde bereits in 3.5 genauer beschrieben.

Ein Spezialfall sind Folgen Gber dem Latin-1-Alphabet. In

Ada gibt es hierfur den vordefinierten Datentyp "string".

200¢
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5.3.8 Potenzmengen

Zu jeder Menge M kann man die Mengd¢iBrer Teilmengen
konstruieren: ® ={ M' | M' 0 M}. Wegen[J 02V und MI2M

ist die Potenzmenge einer Menge niemals leer.

M moge zum Datentyp T gehdren. Wir definieren den Datentyp
setof T durch folgende Festlegungen:

Zugrunde liegende Menga\

Nullstellige Operationen/Nichtige "Konstanten" sind die leere
Mengell und die gesamte Menge M. Grundsétzlich sollte man
jede endliche Teilmenge von M notieren kénnen.

Eine Teilmenge M' schreibt man auf, indem man ihre Elemente
auflistet oder indem man einen |M|-stelligen Booleschen Vektor
b': arrayT of Boolean benutzt mit: b'(m) = true miM'.

(Andere Darstellungsmoglichkeiten lernen wir noch kennen.)

200¢

Einstellige Operationen

compt 2 _, 2M (Komplement einer Teilmenge) mit
compl(M) = {mOM | mCOM'} O 2M,
isempty: 2 _, IB mit isempty(M') =true = M' =0

Zweistellige Operationen

Durchschnitin, Vereiniguncld, Differenz\: 2M x 2M _, 2M
sind wie ublich definiert, vgl. Einschub in 2.12.

Auch die Vergleichsoperationen und die Elementbeziehungen
=#0/0000:2Mx2M ,IB und O0,0: Mx2M _, IB
sind zweistellige Operationen.
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Beziehungen, GesetzmaRigkeiten

Es gelten die Gesetze der Booleschen Algebra, z.B.:
compl(compl(M")) = M',

M'nM"=M"n M, MOM"=M"1TM" usw.

"[0" ist eine Ordnungsrelation (reflexiv, antisymmetrisch und
transitiv).

Weitere Beziehungen sind z.

MnnM'=M = MOM"

Die Operation MAM" = (M"\M") O (M"\M') ist assoziativ und
kommutativ ("symmetrische Differenz").

Die Datenstruktur "set of T" ist in der Sprache Azht direkt
vorgesehen. Man muss sie mit anderen Strukturen simulieren.

200¢
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5.3.9 Abbildungen(vgl. Einschub in 2.12)

Die Menge der Abbildungen von M nach N wird mi¥ oder

mit Abb(M,N) = {f | f: M — N} bezeichnet.

Wir miissen unterscheiden zwischen der MengéadaienNM
Abbildungen von M nach N und der Menge aller Abbildungen
(also auch departiellenAbbildungen, die nicht auf dem
gesamten Vorbereich M, sondern nur auf einer Teilmenge
definiert sind). In der Programmierung geht man meist vol
Menge aller Abbildungen aus. Um anzugeben, dass die
Funktionen auch partiell sein kbnnen, figt man oft ein "p" (wie
"partiell”) an:Abb(M,N) = {f | f: M - N}.

M moge zum Datentyp T, N zum Datentyp U gehdren. Wir
definieren den DatentymappingT,U) entsprechend 5.1.5:

Zugrunde liegende MengeAbh,(M,N)

Eidl© VC, FMI 104z 200¢
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Nullstellige OperationerDies sind feste Abbildungen, z.B.
der Sinus sinR - IR oder der grol3te gemeinsame Teiler
ggT:IN, X IN, — IN, oder die Uberall undefinierte Funktion
for M - N mit: fy(m) ist undefiniert fur alle @M.

(Man realisiert f leicht durch eine unendliche Schleife.)

Einstellige Operatione: Dies sind Abbildungen der For

F: Abb,(M,N) - Abby(M,N).

Im Falle M= N ist ein wichtiges Beispiel hierfiit", also

die Bildung der Inversen, das heil3t, wenn f:-lMM eine
injektive Abbildung ist, so istf M — M die Abbildung:
f-1(b) = a, falls f(a) = b, und undefiniert sonst. (Falls f nicht
injektiv ist, kann man oft¥ dennoch definieren, indem man
irgendein Urbild a mit f(a) = b fur{b) = a fest auswabhlt.)

200¢

Einstellige OperationefHinweis)

Ein Beispiel fur einstellige Funktionsabbildungen sind
"Ableitung” und "Stammfunktion”, d.h., wenn M = NIR,
dann sind das unbestimmte Integral und die abgeleitete
Funktion partielle Abbildungen auf der Menge der
reellwertigen Funktionen, also z.I

J: Abb(IRR) — Abb(IR,IR).

Partiell ist das Integral, weil nicht zu jeder reellwertigen
Abbildung eine Stammfunktion existiert (in der Regel
bendtigt man eine gewisse Stetigkeit als Voraussetzung).
Ebenso lasst sich nicht jede reellwertige Funktion
differenzieren.
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Zweistellige Operationen

Hier sind vor allem zu nennen die Hintereinanderaus-
fihrung von Abbildungen

H: Abby(M,M) x Abb,(M,M) - Abb,(M,M)

mit H(f,g) = #g und die n-fache Iteration einer Abbildung
I Abby(M,M) x IN; — Abb,(M,M)

mit I(f,n) = f" (vgl. 2.5.5).

Realisierung in Programmiersprac: In der Sprach

ALGOL 68 war dieser Datentyp vorgesehen, er lasst sich
aber dort nur schwer implementieren. In funktionalen
Sprachen (LISP usw.) lassen sich dagegen Abbildungen gut
darstellen und manipulieren.

In Ada sind die "nullstelligen Operationen”, also die Dekla-
rationen konkreter Funktionen, vorhanden. Zuséatzlich
lassen sich mit dem generic-Konzept und mit "Zeigern auf
Prozeduren" Funktionen Gber Funktionen simulieren.

200¢
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Generelle Bemerkung (Durchdenken Sie dies selber.)

Alle Operationen, die auf M oder auf N definiert sind, kann
man auf Funktionen ausdehnen. Wenn beispielsweise auf N
eine Operation: N x N - N definiert ist, so kann man

diese Operation fortsetzen zu

5. Abby(M,N) x Abb,(M,N) — Abb,(M,N)

durch a(f,g) = fa g. Genauer: fur alle @M setze

(=(f,9)) (a) = f(a) g(a).
Beispiele fir solche Operationesind Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Maximum und Minimum usw.
Man kann auch Vergleiche von M auf Afid,M)
ubertragen, z.B.: £g < fur alle aM gilt f(a) <g(a).
Hierbei geht eine lineare Ordnung jedoch in der Regel nur
in eine partielle Ordnung uber.
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Definition 5.3.10 Eine lineare Liste heiffoppelschlange
(engl.:dequé, wenn auf ihr genau die folgenden acht
Operationen zugelassen sind:

(1) Empty = Leeren der Liste.

(2) Isempty = Abfragen auf Leerheit der Liste.

(3) First = Kopieren des ersten Elements der Liste.

(4) Last = Kopieren des letzten Elements der L

(5) Enter_Front = Hinzufuigen eines Elements am Anfang.
(6) Remove_First = Loschen des ersten Elements der Liste.
(7) Enter_End = Hinzufugen eines Elements am Ende.

(8) Remove_Last = Léschen des letzten Elements der Liste.

Aufgabe: Formulieren Sie einen zugehérigen abstrakiatentyp aus.

6. Komplexitat von Algorithmen und Programmen

6.1 Aufwandsfunktionen (O, @, w, ©)

6.2 Rechenmodell "Turingmaschine"

6.3 Churchsche The

6.4 Komplexitatsklassen

6.5 Beispiele

6.6 Registermaschine, andere Rechenmodelle
6.7 Entwurfsmethoden fur Algorithmen

6.8 Historisches

200¢
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Lernziele dieses Kapitels:

Zu jedem Algorithmus und zu jedem Programm gehértrdifwand an
Zeit, Speicherplatz und sonstigen Ressourcen. l@ies man durch
Aufwandsfunktionen (in Abhéngigkeit von der Lange &ingabe oder
von der Anzahl der zu bearbeitenden Elemente) beifemn.

Den Aufwand beschreibt man tber die GroRenordnviigstellen
zunéchst die entsprechenden Funktionen / Formatistoe Hiermit
schéatzen wir den Zeitaufwand von Algorithmen undgPammen (in der
Regel "uniform") ab, wobei wir entweder direkt @imzelnen Operat-
nen und Bedingungen zahlen oder Gleichungen algistehd 16sen.

Basis der Komplexitét ist das Berechnungsmodelliddisind die
zeichenorientiert arbeitende Turingmaschine unadidenorientiert
arbeitende Registermaschine. Sie missen mindesitesssdieser beiden
Modelle kennen und wissen, wie der Aufwand leththéerauf zurlickge-
fuhrt und berechnet werden kann.

Die Standardbeispiele ggT, Spiegeln, Palindromh8nalurch Intervall-
schachtelung, Multiplikation in O88®) und TSP mussen Ihnen am Ende
des Kapitels bezlglich ihrer Komplexitat gelauféins

Eidl © VC, FMI

6.1 Aufwandsfunktionen

Wer Programme einsetzt, fragt meist nach der Zeitspanne,
innerhalb derer die Ergebnisse ausgegeben werden. Man
spricht von der "Zeitkomplexitat" des Programmes.

Diese "Rechendauer" ist abhangig von der Eingabe. In der

Regel definiert man den ZeitaufwandiN, - IN, als

Funktion der L&nge der Eingabe des Prograim:

t(n) = maximale Zeit, die das Progranmur irgendeine
Eingabe w der Lange n bis zum Anhalten benétigt.

t ist nattrlich nur dann eine totale Funktion, wenn das
Programnrtstets terminiert. Meist verlangt man diese
Terminierung, wenn man die Zeitkomplexitat berechnet.
Wir betrachten zunachst ein Beispiel.

105(C
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_ Beispiel
programwas_is
declareA, B: Natural;

beginGet (A);
B:=1;
while A>1 loopA:=Adiv 2; B:=B+1; endoop;
Put (B);

end

Mit Ablaufprotokollen ermittelt man einige Werte ¢
realisierten Funktion ¢N, — IN;:

programwas_is
declareA, B: Natural;

beginGet (A);
B:=1;
while A>1 loopA:=Adiv 2; B:=B+1; endoop;
Put (B);

end

Man vermutet nun, dass die realisierte FunkticIN, - IN,
lautet: g(a) = Lange der binaren Darstellung der Zahl a.

Dies trifft zu, weil in jedem Schritt die Lange der Zahl A

durch die Wertzuweisung A :=A d® genau um eins
verringert wird, bis eine Darstellung der Lange 1 erreicht ist.
Die Schleife wird einmal weniger, als die La&nge angibt,
durchlaufen. Da B anfangs auf 1 gesetzt wurde, wird daher
genau die Lange der Binardarstellung der Eingabe berechnet.

a | g(a) a | g(a) a | g(a)
0 1 4 3 8 4
1 1 5 3 16 5
2 2 6 3 80 7
3 2 7 3 1024 | 11
200¢ Eidl © VC, FMI 1052 200¢
programwas_is
declareA, B: Natural;
beginGet (A)y
Whi'@O; 8:=B+I; endoop,
<EUH(ER
end

Wie lange dauert nun die Berechnung? Wir nehmen ar
Auswertung jedes Ausdrucks und die Durchfiihrung jeder
Wertzuweisung dauern gleich lange. Dann erhélt man (es
sei n die Lange der Binardarstellung der Eingabezahl a):

1+1+(n-1)+(1+1+1) L+ 1=3n+1 Zeiteinheiten.
Die GrofRenordnung ist also proportional z(mman sagt, sie

sei O(n)),und meist interessiert nur diese Abschatzung, bei
der multiplikative und additive Konstanten ignoriert werdegg.

Eidl © VC, FMI 105¢

Um dieGrolRenordnunginer reellwertigen oder ganzzahligen
Funktion zu beschreiben, verwenden wir die so genannten
Landau-Symboléach dem deutschen Mathematiker Edmund
Landau, 1877-1938). Hierbei werden multiplikative und additive
Konstanten vernachlassigt; es wird der Term in Abhangigkeit
von n, der fir n- o alles andere Uberwiegt, bertcksichtigt.

Formal gesehen handelt es sich bei O(f) um die Definition
Funktionenklasse in Abhangigkeit von einer Funktion f. In O(f)
sind alle Funktionen Gber den reellen Zahlen enthalten, die
"schlief3lich von f dominiert" werden.

Insgesamt verwendet man folgende 5 Klassen Q, @aund©,
wobei von uns am haufigsten " O " eingesetzt wird.

200¢
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Definition 6.1.% "groR 0", "klein O", "gro Omega", klein Omega”, "Theta"

Es sei fIR" - IR" eine Funktion tiber den positiven reellen
ZahlenlR'O IR (oft wird diese Definition auf die natiirlichen
Zahlen eingeschréankt, also auf Funktionel f- IN ; unten

muss dann nur gR* — IR" durch giIN — IN ersetzt werden).

O(f) :={g:IR" = IR" | OcOIR" On,0IN On=n,: g(n) < cf(n)},
o(f) :={g:IR" = IR" | OcOIR" C n,dIN On=n, cg(n)< f(n)},
Q(f) :={g:IR" = IR" | OcOIR" On,0IN On=ny: f(n) < cg(n)},
w(f) ={g:IR" = IR" | OcOIR" On,dIN On=n,: cf(n) < g(n)},
O(f) :={g:IR" - IR" | Oc,,c,0IR* On,dIN On=ny;

c.f(n) < g(n) < c,f(n)}.
Landau-Symbole

200¢
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Erlauterungen (Fortsetzung) 6.1B% sei fIR" - IR

Die Klassem undw (grof3 Omega und klein Omega) bilden die
"Umkehrungen” der Klasse O und o. Eine Funktion g liegt genau
dann inQ(f) bzw. inw(f), wenn fin O(g) bzw. in o(qg) liegt.

In Q(f) liegen also die Funktionen, die mindestens so stark
wachsen wie f, und iaXf) liegen die Funktionen, die zusatzlich
bzgl. n echt starker wachs

In der Klasse(f) liegen die Funktionen, die sich bis auf
Konstanten im Wachstum wie f verhalten. Wehrexf) ist,

dann sagen wiy ist von der gleichen GréBenordnung wie f oder

g ist Theta von f. Da in diesem Fall g in O(f) und f in O(g) liegen
missen, folgt unmittelbar die Gleichh@&iff) = O(f) n Q(f).

200¢
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Erlauterungen 6.1:Fs sei fIR" - IR’

g liegt inO(f), wenn g hochstens so stark wachst wie f, wobei
Konstanten nicht zéhlen. Statist héchstens von der Grolen-
ordnung f, sagen wirg ist gro-O von f, und meinen damit, dass
gao({) ist.

Wenn eine Funktion g zusatzlich echt schwacher als f wachst,
wenn also zusatzlich gil

)
Im —m- =0

dann sagen wiy ist von echt kleinerer GréBenordnung als f oder
g ist klein-o von f, und meinen damit, dass§ig(f) ist.

200¢
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Schreibweisen 6.1:Es sei fIR" - IR

Statt gJO(f) schreibt man manchmal auch g=0(f), um
auszudrucken, dass g hochstens von der Grof3enordnung f ist.
Das Gleiche gilt fir die anderen vier Klassen.

Anstelle der Funktionen gibt man meist nur deren
formelmafige Darstellung an. Beispiel: Statt

O(f) fur die Funktion f mit f(n) =2 fur alle rZIN

schreibt man einfach O{n

Man schreibt auch "Ordnungs-Gleichungen”, die aber nur von
links nach rechtgelesen werden dirfen, z.B.:

3nd+ 12n? + 8nlog(n) + 6/n = 33+ O(rY) = O(r?P).

Korrekt misste man hierfur beispielsweise schreiben:

3nd+ 12n? + 8nlog(n) + 6/n0 O(3n%) O O(r*+nlog(n)) = O(r).
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6.1.4: Einige Klassen

O(1) ist die Klasse der Funktionen, die héchstens wie ein
Vielfaches der konstanten Funktitfn) = 1 fur alle nIN

wachsen. Somit gehdren alle konstanten Funktionen, aber auch
Funktionen wie sin(n), cos(n), 1/n, 2der 1/log(n) zu O(1).

Gibt es eine Klasse von Funktionen, die nicht in O(1) liegen und
nur sehr schwach wachsen, also deutlich langsamer é=n?

Aus der Schule kennen Sie den Logarithmus log(n). Noch
wesentlich schwacher wachst deefierte Logarithmus

log*(n) = 0, fir n=0 und 1,

log*(n) = Min{k |¢og(log(log( ...Iog}n)...))) < 2} fur n>1.

k ineinander geschachtelte Logarithmen
[Untersuchen Sie diese Funktion log*(n), vgl. danach auch 6.8.]
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Q(n) = Klasse der mindestens linear wachsenden Funktionen:
Q(n) :={g: IR" = IR" | OcOIR" On,0IN On=n,: n< cg(n)}.

Auch hierin sind alle Funktionen der Form g(n),#m @& ¢, (fur
zwei positive Konstanten aind ¢) enthalten, weil fur Bl gilt:

n< (1/c)g(n) =n + (g/cy).

Wenn g inQ(n) liegt, so sagt man auch, g sendestens linear

©(n) = Klasse der linear wachsenden Funktio

O(n):={g:IR" = IR"| Oc,,c,dIR" On,IN On=n,: ¢;n<g(n)<c,n}.
Wegen O(f) = O(f) n Q(f) fur alle Funktionen f gehdren (n)
insbesondere alle Funktionen der Form g(n)®<¢, (fur zwei
positive Konstanten,aind G), aber auch Funktionen wie

g(n) = n +lodg'(n) + 1/n0 ©(n) usw.
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Eidl© VC, FMI 1062

O(n) = Klasse der héchstens linear wachsenden Funktionen:
O(n):={g:IR" = IR" | OcOIR" On,0IN On=n,: g(n)< cn}.

Man beachte, dass hierin auch alle Funktionen der Form
g(n) = gn + ¢, (fur zwei positive Konstanten and G)

enthalten sind, weil furxt gilt: g(n) = gn + ¢, < (c;+ ¢)n.
Wenn g in O(n) liegt, so sagt man auch, g¥ehstens linear

Zu den hochstens linear wachsenden Funktionen gehort (A
log(x) < x fur alle x>0) auch der Logarithmus. Es gilt daher:
log(n) 0 O(n). Aber auch fur die Potenzen des Logarithmus gilt
log™(n) O O(n) fur alle naturlichen Zahlen m. Hierflr beachte:

Der Logarithmus wéchst bekanntlich schwéacher als jede noch
so kleine positive Potenz, d.h.:lFUr jedeslngilt ab einem

hinreichend groRen n: log(n) <M und folglich™ey < n.
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O(r?) = Klasse der hdchstens quadratisch wachsenden Funktionen.

0O(n?) :={g: IR" - IR"| OcOIR" On,dIN On=n,: g(n)< cn3.

Hierin sind alle Funktionen der Form g(n) mé+ c,n + ¢ (fur
Konstanten g ¢, und g) enthalten, weil ab einem gewissefin
dann gilt: g(n) = ¢n? + c,n + g < (¢, +1)n.

Wenn g in O(n) liegt, so sagt man, g wadisthstens quadratisch
Q(n?) ist die Klasse der mindestens quadratisch wachsenden
Funktionen

Fur jede natirliche Zahl k i€)(n¥) die Klasse der hochstens wie
nkwachsenden Funktionen; GJrumfasst insbesondere alle
Polynome vom Grad k.

Fur jede natirliche Zahl k is{n¥) die Klasse der echt schwacher
als kwachsenden Funktionen, z.B. Funktionen wié ader
nk/log(n) oder #9 fur jede reelle Zahl d>0.
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In der Praxis betrachtet man meist folgende Funktionsklassen:
O(2): konstante Funktionen.

O(log n): hdchstens logarithmisch wachsende Funktionen; wenn

die Lange einer Darstellung wichtig ist, kommt oft der
Logarithmus ins Spiel.

O(nY%):  hochstens mit einer k-ten Wurzel wachsende
Funktionen.

O(n): lineare Funktione|

O(n-log(n)): Das sind Funktionen, die "ein wenig" starker als
linear wachsen.

O(n?): hdchstens quadratisch wachsende Funktionen.

O(n¥):  hochstens polynomiell vom Grad k wachsende

Funktionen.
O(2"): héchstens exponentig¢tur Basis 2wachsende Funktionen.
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Hilfssatz 6.1.5
Es gelten folgende Aussagen (die Beweise sind einfach):

o(f) D O(f), w(f) 0 Q(f), ©(f) =O(f) n Q(f)

Fur alle giJ O(f) gelten O(f+g) = O(f) und o(f+g) = o(f).
Fur alle gt Q(f) geltenQ(f+g) = Q(g) und w(f+g) = w(Q).
Fur alle gt O(f) gilt ©(f+g) = O(f) = ©(g).

Zur Ubung Untersuchen Sie, ob folgende Formeln gelten:
w(f) 0 O(f) =Q(f) ?
O(f) - o(f) =O(f) ?
o) nw(f)=07

f(n)
T |2 nk nlog(n
n
n 1/k
log(n
» N
200¢ Eidl © VC, FMI 106¢€

In der Regel sind Funktionen durch diese Klassen nicht
vergleichbar. Zum Beispiel gilt fir die beiden Funktionen

1, fir gerades n

f(n) = g(n) =
n, fir ungerades n

weder 110O(g) noch JO(f).

n, fir gerades n

1, fir ungerades n

Wir werden vor allem mit den Klassen O uddei der Unter-
suchung des Zeit- und Platzaufwands rechnen. Oft interessiert
namlich nur die GréRenordnung der Komplexitat und nicht der
genaue Wert von Konstanten.
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6.1.6 Machen Sie sich das Wachstum auch an folgender
Tabelle klar. Nehmen Sie an, Ihr Rechner benotigt fur eine
Operation 1@ Sekunden, wie viel Zeit vergeht dann fur die
Rechnung, wenn die Eingabelange n = 1, 10, 100, ... betragt?
(s = Sekunde, h = Stunde, a = Jahr)

Komplex{ n=1 | n=10{ n=100 n=1Q n=10'| n=10C |n=1C

n 108s | 107s | 1C%s | 1C5s | 10%s | 103s | 1C2%s

nlog(n)| - 31079 710%s 10*s | 1310%| 17103| 210%s

n 108s | 106s | 10%*s | 102s | 1s 100 s 3h

n 108s | 10°s | 102s | 10s 3h 1/3a 317h

2 2108s| 10°s | 310%2d ------- viel zu| groR -f--------
n! 108s | 0,04s| 30%g ------- viel zu| grof -f---------
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6.2 Rechenmodell Turingmaschine

Vorbemerkungen zum Abschnitt "Turingmaschine”

Zu einem Programm gehdren seine "Ressourcen”, vor allem
- die Zeit die es benétigt, und

- derSpeicherplatzden es belegt.

Um diese Ressourcen messen zu kdnnen, brauchen wir ein
"Rechenmodell”, also eine Maschine, die die Berechnung
durchfuhrt. Diese muss mdglichst einfach sein, da

sonst fast keine Aussagen beweisen kann.

Seit langerer Zeit verwendet man zwei grundlegende Modelle:
1. die_sequentielle Verarbeitung einzelner Zeichgreinem
unendlichen Band durch die Turingmaschine und

2. die_sequentielle Verarbeitung von Elemergiementarer
Datentypen, die in einem eindimensionalen Feld mit Direkt-
zugriff abgelegt sind (durch die Registermaschine).
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Im Skript finden Sie eine umfassendere Darstellung. In der
Vorlesung konzentrieren wir uns auf die Registermaschine
(Abschnitt 6.7) und deuten die Turingmaschine nur an.
Dass es hier Unterschiede geben muss, wird z.B. an der
Wertzuweisung im euklidischen Algorithmus

R := AmodB
klar. In der Registermaschine kbnnen wir annehmen, dass diese
Operation zu den Basisoperationen gehoért und daher unabhéan-
gig von der Gro3e der Werte in A und B einen Schritt da
Eine Turingmaschine muss jedoch eine Division zeichenweise
durchfiihren und braucht allein hierfur mit dem aus der Schule
bekannten Verfahren bereits @(®chritte, wobei n die Lange
der Eingabezahlen ist.
Macht man sich die Realisierung der Basisoperationen klar, so
kann man von der Registermaschine rasch auf die Grof3en-
ordnung der Zeitkomplexitat von Turingmaschinen umrechnen.
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Prinzipiell ist die Turingmaschinger "realistischere”
Ansatz, da beliebig grof3e Werte nicht in einem Schritt
verarbeitet werden konnen. Auf ihr beruhen daher die
meisten theoretischen Untersuchungen.

Fur die Praxis ist die Registermaschimeist das angemes-
senere Modell: Dort spielt sich alles in einem zwar recht
grol3en, aber endlichen Bereich ab und die (beschréankte)
Parallelitét in der Hardware eines Computers erlaut
Zahlen und andere durch 32, 64 oder 128 Bit darstellbare
Grol3en in einem Schritt zu verarbeiten; zugleich wird auf
den Speicherort der Daten durch einen Index direkt
zugegriffen.

Aktuellere Berechnungsmodelle beziehen_die Parallelitat
("Nebenlaufigkeit", synchron, asynchron, konkurrierender
Zugriff) durch gemeinsam agierende Maschinen mit ein.
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Es lassen sich drei Arten der Berechnung unterscheiden,
wobei das Verfahren nicht unbedingt terminieren muss:

DeterminismusZu jedem Zeitpunkt kann es hdchstens eine
Fortsetzungsmoglichkeit des Programms geben. Das
Verfahren liefert am Ende héchstens ein Ergebnis.

NichtdeterminismusZu jedem Zeitpunkt kann es endlich
viele verschiedene Fortsetzungsmaoglichkeiten ge
Das Verfahren liefert kein oder irgendein Ergebnis aus
einer (evtl. unendlichen) Menge von Ergebnissen.

Stochastik Die Durchfiihrung des Verfahrens hangt zu
gewissen Zeitpunkten von zufélligen Ereignissen ab. Ein
Ergebnis des Verfahrens besitzt nur mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit die gewiinschten Eigenschaften,
kann aber auch ein gesichertes Ergebnis sein.

200¢

Viele Probleme der Praxis lassen sich mit nichtdetermi-
nistischen Verfahren gut beschreiben, weshalb wir mit
der nichtdeterministischen Turingmaschine beginnen
werden.

Programmiersprachen erlauben meist keinen Nichtde-
terminismus (oder nur in beschrankter Form). Daher
mussen in der Praxis deterministische Verfahren einge-
setzt werden. lhnen entsprechen die deterministischen
Maschinenmodelle.

Stochastisch arbeitende Verfahren werden vor allem bei
Simulationen und bei speziellen Problemstellungen (z.B.
Primzahltest) verwendet. Hierauf gehen wir in der
Grundvorlesung nicht naher ein.

Eidl© VC, FMI 107z 200¢

6.2.1 Definition (nach A. M. Turing, 1912-1954, engl. Mathem.)

M=(Q,ZT,9d q,FDb, k) heil3t (nichtdeterministische)
k-Band-Turingmaschine-

(1) Q ist eine nicht-leere endliche Menge ("Zustandsmenge"),

(2) Z ist eine endliche Menge ("Eingabealphabet"),

(3) T ist eine endliche Menge ("Bandalphabet") Z I T,

(4) q,UQ ist der Anfangszustand,

(5) FO Q ist die Menge der (akzeptierenden) Endzustande,

(6) bOTI\Z ist das "Blank"-Symbol,

(7) kOIN ist die Anzahl der Bander,

(8) 30 Q\F x MkxQxTrkx{-1,0, 1}« ist die
Uberfuhrungsrelation.
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Einschub: Formalisierung (1)

Die letzten Vordiplomsprifungen haben gezeigt, dass die
Studierenden fast keinen Wert auf korrekte Formulierungen
und auf den Ubergang von einer meist noch vagen Idee zu
einer prazisen formalen Dastellung legen. Dies ist jedoch flr
die Dokumentation von Software, fur einen korrekten Entwurf
und fUr die Herleitung und Messung von Eigenschaften
unerlasslict

Daher leiten wir im Folgenden die obige Definition der k-Band-
Turingmaschine aus einer vagen ldee ab. Diese Idee besagt: Wir
wollen ein Berechnungsmodell fur die alltaglichen Situationen
definieren, in denen wir Rechnungen durchfiihren, zum Beispiel
arithmetische Operationen auf Zahlen.

Eidl© VC, FMI 107t 200¢
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Einschub: Formalisierung (2) Einschub: Formalisierung (3)

Vorstellung: Die Informationen befinden sich auf diversen Die Variablen sind X, M, Links und Rechts. Man kann sie auf
Blattern und werden vom Menschen verwaltet und manipuliert. einen linearen Speicher (= ein Band) schreiben und verarbeiten:

~1718/8].[2400[Q#0Q [ ODD@E| {7188 /12000 #394|. 0L0OO[O##

Berechne die
Wurzel aus X auf

Verfahren Wt

drei Stellen nach Falls X < ¢ ¢ M die Mitte von T\ VRN VRN
dem Komma. wiihle ein ande- i?nll\g u‘nd Rechts. Y Y 2\ 2
res Verfahren, Falls M¥M>X ist, X Links Recht: M

Einlesen liefert
X =788.2

Links := 0.0
Rechts := X

dann Rechts: =V

Wiederhole das
sonst Links:=M-

erfahren W, pj
Pi‘M*MI<0.ooolss
ist.

Nun kann man die Werte ziffernweise (zum Beispiel rechts auf
dem weiteren Band) bearbeiten, wie dies auch per Hand
geschieht. Hierfir muss man nur wenig wissen, namlich die
Tabellen fur Addition, Subtraktion und Multiplikation fur die
Zahlen von 0 bis 9, um Al und X-M+M usw. zu berechnen.

M ist am Ende
das Ergebnjs,

Man muss diese Vorschriften in eine Reihenfolge bringen
(=Programm) und geordnet ablegen (=Speicher).
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Einschub: Formalisierung (4) Einschub: Formalisierung (5)
Man kann die Variablen X, M, Links und Rechts aber auch Zu jedem Band muss es einen Zeiger ("Lese-Schreibkopf")
auf 4 Bander verteilen (wir verwenden das Zeichen "#" fur auf das aktuell gelesene Zeichen geben. Wie muss dann ein
die Felder, auf denen "nichts" steht): Schritt einer Berechnungsvorschrift aussehen?
---##788.2COC#Jf##### H|#:- X X - ##7(8|8| .| 00| Q# # # 3 ¢ ¢ | ##- Sztgﬂgﬁjﬁg
#1010 Q QQ #2|#1# 1 HH A # 8| # #- Links Links -+ ##(0] .[O10 Q O ## |[#|# | # # # #HE| # #-- Programm
#7818 |4 QO Q[ HH A H# /| # H#- Rechts Rechts ---[##|7(818 |24 Q Q G#|##H##H# # - i |

ecnts T ?flf#
HH(3|19(4 |1 QO O # 3#H [#|H HH|H H M M #3194 |1 O QO # #|#|H # #H| 5 #
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Einschub: Formalisierung (6)

Um M := (Links+Rechts) div 2 zu berechnen, muss aiffarn-
weise die Summe Links+Rechts auf das Band "M" iibgein und
dort von der obersten zur untersten Ziffer hin du2deilen. Hierzu
muss man die aktuellen Zeichen auf den einzelnexd®&a lesen,
durch andere ersetzen und die Positionen der LelseiBkdpfe
verandern konnen. Zusatzlich muss man die Stellestand™)
dieses Befehls im Programm kennen und den als t@ctodgenden
Befehl angeben kénnen.

" T 100 TR PR R - Zur Stelle g und

zu den aktuellen
Zeichen aauf den
Banderni=1,2,... k)

Zentrale
Steuerung

Links Jﬂﬂiﬂﬁﬂﬁdﬁﬁﬂﬁﬁdﬂm Programml  sind die neuen
Zeichen g, die
Rechts T Bewegungen
Iﬂﬂﬂddli¢gh&######ﬂ el |5 | | der Kdpfe und die

Einschub: Formalisierung (7)

Also muss der aktuellen Situation bestehend aus

Stelle g im Programm und den

Zeichen g ..., g unter den Lese-Schreibkopfen
die Reaktion der Maschine zugeordnet werden, die aus einer
Folgestelle g’ im Programm, den neu zu druckenden Zeichen
aj, ..., & und den Bewegungen der Lese-Schreibkopfe (eine
Position nach links, nach rechts oder Stehen-bleiben) besteht.

Solch eine Reaktion wird also durch ein Tt
(G & s & O &, .oy & By, oy B)
beschrieben.
Eine Maschine ist im Wesentlichen eine Menge solcher Tupel
(also eine Tabelle).
Gibt es hierbei zu jedem "Anfangs"-Tupel (g,.a, §)

y _néCFt‘Ste Stelle g' hochstens ein Tupel (g,,a.., &, q', &, .., & By, ..., B),
st Iid’d’*b##ﬁ'#####l = gﬂzurggézmm so arbeitet die Maschirteterministisch
200¢ Eidl © VC, FMI 1081 200¢ Eidl © VC, FMI 1082
Einschub: Formalisierung (8) Einschub: Formalisierung (9)
Ein Tupel (Q, & ..., &, I, &, ..., &, By, ..., B) ist - im Falle Nun muss man noch sagen, welches Zeichen zu Anfang auf den

deterministischer Maschinen - programmiersprachlich eine
einseitige if-Anweisung:
if Stelle=q_and"auf dem ersten Band wird gelesen”
and "auf dem zweiten Band wird, gelesen” ...
and "auf dem k-ten Band wird, @elesen”
ther ersetze ; durch ¢, &, durché, ..., i durchg,
bewege den Lese-Schreibkopf auf Band 1 entsprechgnd B
bewege den Lese-Schreibkopf auf Band 2 entsprechgnd B
bewege den Lese-Schreibkopf auf Band k entsprechgnd B
mache weiter im Programm an der Stelle q'

Bandern stehen soll (Blaf®, an welcher Stelle die Maschine
beginnt (§), wann die Maschine aufhdren soll (Ende-Stellen F),
welche Zeichen als EingabE)(benutzt werden und welche
Zeichen auf dem Band stehdr) (lurfen. Zusammen mit der

Menge der (Programm-) Stellen Q und der oben erlauterten Menge
der Tupeld O Q\F x MkxQx Mkx{-1, 0, 1¥ erhalten wir al
Formalisierung die Turingmaschine 6.AHlierbei steht -1 fur

links, 1 fur rechts und O fur Stehen-bleiben.)

Was wir als Nachstes klaren missen, sind der Begriff "determi-
nistisch” und die genaue Arbeitsweise (siehe obige if-Anweisung)
dieser Maschinen. Hieraus ergibt sich dann als "Bedeutung" die
"realisierte Abbildung" (bzw. im nichtdeterministischen Fall die
"realisierte Relation").

(Hinweis: Statt von der Stelle g sprechen wir vom "Zustand" q.)
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6.2.2 Definition

Obiges M = (QZ, T, &, qu, F,b, k) heiRtdeterministische
k-Band-Turingmaschinavenn zusatzlich gilt:

dist eine (partielle) Abbildung bzgl. der ersten beiden
Komponenten, d.h.: Zu jedentdf) und a1rk existiert
hdchstens ein (g,a,qd’,a',B).

Man schreibt in diesem Fadllals (partielle) Abbildung

& Q\F xTk o QxTrkx{-1,0,1kK

und nenn® die Uberfiihrungs- oddybergangsfunktioron M.
Bei einer deterministischen Maschine gibt es zu jedem
Zeitpunkt hochstens eine Fortsetzungsmaoglichkeit.

Eine nichtdeterministische Maschine verhalt sich wie eine
Grammatik: Der n&chste Schritt ist nicht eindeutig bestimmt,
vielmehr kann die Maschine eine von mehreren
Fortsetzungsmaoglichkeiten willkirlich auswéahlen.

—>

b|b|blc|la|c|d|a|d|d|d|b|d|b|b|b

Ein @ Hier ist k=2. Sei
Schritt: Q q,Fd (9,ab,q',c,a,1,-1)1d
bl|b|b|lc|c dl c|b|ld|b|b|bjc|b|b

dla|d|d|d|b|d|b|b|b

Ilteriere dies =
Arbeitsweise der
Turingmaschine

g il g}
@

Q,q,Fd
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1. Anfangssituation':Ein Wort wi1Z" wird eingegeben" bedeutet:

Alle Felder aller Bander sind anfangs mit dem Blanksymbol
beschriftet. Dann wird das Wort" auf das erste Band
geschrieben, der Lese-Schreibkopf wird auf dem ersten Zeichen
von w positioniert und die Turingmaschine befindet sich im
Zustand g Alle anderen Lese-Schreibkdpfe befinden sich
irgendwo auf den anderen Bandern.

2. Berechnung:

Es wird solange ein Schritt ausgefihrt, bis man in einen
Endzustand gelangt oder bis man auf eine Situation trifft, zu der
es keine Folgesituation dgibt. Befindet sich M zu diesem
Zeitpunkt in einem Endzustand, so ist die Berechnung
erfolgreich abgeschlossen, anderenfalls erfolglos.

Eidl © VC, FMI 108¢

3. Ausgabe:

Am Ende wird das Wort ausgegeben, das auf dem ersten Band
vom linkesten Nicht-Blanksymbol bis zum rechtesten Nicht-
Blanksymbol steht. Dies ist ein Worfli *. Im nichtdeterminis-
tischen Fall wird einem Eingabewort also eine Resultats-Menge
Reg,(w) = {v | es gibt eine endlich lange Berechnung, die

fur die Eingabe w in einem Endzustand

endet und hierbei v als Ausgabe bes
als Ergebnis zugeordnet (eventuell ist diese Menge leer). Im
deterministischen Fall besitzt Rg#/) hochstens ein Element,
d.h. Reg ist dann eine (partielle) Abbilduriges,: =" - I'".

6.2.3 Definition:
Diese Resultatsrelation bzw. diese Resultatsabbildung iRes
die Bedeutung ("Semantik™) der Turingmaschie
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Es folgen 26 Folien mit Beispielen.

6.2.4.a: Beispi€lAddiere 1"

Wer dies gut nachvollziehen kann, sollte
auch mit der Maschinenprogrammierung
in der Praxis keine Probleme haben.

Aufgabe:Berechne den Nachfolger zu einer Zahl, d.h.: Zu einer
binar dargestellten nattrlichen Zahl soll 1 addiert werden. Kon-

struiere ein deterministische Turingmaschine, die dies leistet.

Aus der Aufgabenstellung folgt, dass das Eingabealplaabet
={0,1} ist. Anfangs steht die binar dargestellte Zahl (

Lange n) auf dem Band und der Lese-Schreibkopf befindet
sich auf der ersten Ziffer.

LésungsideeMan gehe ans Ende der Eingabe und laufe
dann von hinten nach vorne, solange man auf das Zeichen
"1" trifft (dieses wird jeweils in "0" umgewandelt). Man halt
an, wenn das Zeichen "0" odéx""erreicht wird, das dann
durch "1" ersetzt wird.

200¢
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Wir wollen nun verlangen, dass die Maschine nur Zahlen ohne
fuhrende Nullen (auf3er der Zahl O selbst) verarbeiten darf;
andere Zahlen sollen zu einem fehlerhaften Anhalten fuhren.

Dies l6sen wir, indem wir weitere Zustande hinzufiigen:

MSuch: (Q,Z, r1 621 qO’ F’b’ k) mit Q = {qO’ ql’ q21 Q3, Q41 06}’
F={q,}, 2={0,1}, I ={0,1,b}, k=1 undd, sei durch folgende

Tabelle gegeben (der Zustandst ein "Fehler-Zustand"):

g al g a B q a| g a B DieZzustandegund
GO0 |q b 1 0 0 [g 0 1 qlbpruger) den_ FaIII
ab, ob eine einzelne
Pligell R "0" vorliegt. Falls
Go b |05 b O G, b |g3 b -1 dagegen die Eingabe
g, 0 G 00 Os 0 q 1 0 m.itd'@" bzeginnt,dso
wird im Zustand g
g, 1| 10 ;1 | O -1 wie bei M.,
0 bfag, 1 O O b lg, 1 O weiter gearbeitet.
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Msueer= (Q.Z, T3, 0, Fb, K) mit Q ={d, 0y, G}, F={q 5},
>={0,1}, I ={0,1,b}, k=1 undd sei durch folgende Tabelle

gegeben:
q a q a B Erlauterung:Im Zustand glauft der Lese-
Schreibkopf von N,..;Solange nach rechts,
G 0| 0 1 bis das Ende der Eingabe erreicht ist,
erkennbar durch das ZeichenDann
gy 1|9 1 wechselt die Maschine in den Zustat,.
Nun wandelt sie, nach links gehend, jede "1"
QG b |G b -1 in eine "0" um und beendet ihre Arbeit (=
eht in den Endzustand)gsobald eine "0"
%0 plo0 gder 'b" gefunden Wirdq()geses Zeichen wird
g, 1(qg O - durch "1" ersetzt).
g bl 10 Ist diese Ldsung korrekt?
Ja, wenn man fuhrende Nullen zul&sst.
200¢ Eidl © VC, FMI 109(¢
Zeichnerische Darstellung
q a
0 O
Qo 1
Qo b
o 0
q 1
0 b
q a
q 0
g, 1
O, b
q; O
0 1
0; b
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Ergebnis:

Dies sieht netter
aus, aber es bleilt
ebenso schwer
durchschaubar.

0/01<J
1/11
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6.2.4.b: BeispielQuersumme” (n = Lange der Eingabe)

Aufgabe:Bilde die Quersumme einer binaren Folge, d.h.:
quer(z,_,z,.,-.-2,Z,) = Binardarstellung der Anzahl der
Einsen unter den.z

Erneut ist das Eingabealphabet{0,1}. Anfangs steht eine
Folge aus Nullen und Einsen auf dem Band und der Lese-
Schreibkopf befindet sich auf dem ersten Zeic

Idee:Man verwende ein zweites Band fur die Anzahl der
Einsen. Man gehe von links nach rechts auf dem ersten Band
und addiere bei jeder gefundenen Eins eine 1 auf die Zahl,
die auf dem zweiten Band steht. Am Ende kopiere man den
Inhalt des zweiten Bandes auf das erste Band, da ja nach
Definition auf dem ersten Band das Ergebnis stehen muss.

200¢
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Mit der Turingmaschine kdnnen wir nun genau berechnen,
wie viele Schritte das Verfahren fur eine Eingabe bendtigt,
die aus n Zeichen besteht.

Nach genau n Schritten erreicht man blagas hinter der
Eingabe steht. Mit einem weiteren Schritt steht der Lese-
Schreibkopf auf dem letzten Zeichen der Eingabe.
Schlechtester FalDie Eingabe besteht nur aus Einsen,
dann muss man alle n Zeichen durch Null ersetz:
Schritte) und eine Eins links davon schreiben (1 Schritt).
Im schlechtesten Fall ("worst case") bendétigt man daher
2n+2 Schritte

Im besten Fallwenn ndmlich die Eingabe mit einer "0"
endet, braucht mam-2 Schritte

Der Zeitaufwand liegt somit auf jeden Fall in O(n); er ist
also linear in der Lange der Eingabe.
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MQuer: (Q121 r’ 6’ QO! F'b' k) mit Q = {qO' qli qz’ Q3, CI4}, F :{q 4}’
>={0,1},  ={0,1,b}, k = 2 undd sei durch folgende Tabelle
gegeben (fur alle M Z, fur alle x(IT):

qaa&|qaa; BB, qaiaz\q'a'lalzBle
G Ob|gyb b1 0 g;by| gy b -1 -1
- Erlauterung:Im Zustand gwerden alle
bbb |gsb b 0O -1 | d gwerden all
"0" auf dem ersten Band gel6scht. Trifft
0; X 0 G X 1 01 man auf eine "1", so wird diese ebenfalls
geldscht, es wird in den Zustéandgrugd
GhXb|lgx1l 01 g, eine 1 auf den Inhalt des zweiten
g x1| gx0 0-1 Bandes addiert und dann der dortige Lese-
1 Schreibkopf wieder auf das erste Blank
X X inter der Zahl gesetzt. Ist das Ende der
LXYy| gxy 01 hinter der Zahl d ded
Eingabe auf Band 1 erreicht, wird im
G X b| g x b 00 Zustand gBand 2 nach Band 1 kopiert.
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Auch hier kann man die Laufzeit (=Anzahl der Schritte), die
die Turingmaschine bendtigt, in Abhangigkeit von der Lange
der Eingabe abschatzen.

Bester Fall:Sind keine Einsen in der Eingabe, so bendtigt die
Maschine genan+2 Schritte (davon ein Schritt im Zustang).q

Schlechtester FalBesteht die Eingabe nur aus Einsen, so
bendtigt die Maschine fiir die Bewegung auf dem ersten Band
genau n+1 Schritte. Auf dem zweiten Band werden nact-

der die binar dargestellten Zahlen 1, 2, 3, ..., n durchlaufen.
Hierbei steht jedes zweite Mal eine "0" an letzter Stdleejn

eine "1" umgewandelt wird (hierfir werden 2 Schritte bendtigt),
jedes vierte Mal endet das Wort auf dem zweiten Band mit "01"
(hierfar werden 4 Schritte bendétigt), jedes achte Mal mit "011"
(6 Schritte) usw. Die Lange der Zahl auf dem zweiten Band ist
durch log(n)+1 beschrénkt (die Basis des Logarithmus ist 2).
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Am Ende muss Band 2 noch auf Band 1 kopiert werden.
Hierflr ist mit maximal log(n)+1 Schritten zu rechnen, da
die Anzahl der Einsen durch log(n) beschrankt ist.

Insgesamt erhalten wir also fur die bindre Quersumme als
obere Schranke:
5n+1 + log(n)+X 6nJ O(n) fur n=4.

Die Berechnung der Anzahl der Einsen in einer Folge
Nullen und Einsen mit ., bendtigt also nur linearen
Zeitaufwand bzgl. der Lange der Eingabe.

Dieses Ergebnis ist wegen der bis zu n-maligen Addition
einer 1, die jeweils O(log(n)) Schritte dauern kann, nicht
offensichtlich (das heil3t, man wirde zuné&chstl@gm))
erwarten).
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Die Gesamtzahl dieser Schritte lasst sich abschéatzen durch

(N/2)2 + (n/4)4 + (N/8)6 + ... + (/D -2i + ..

log(n)+1 log(n)+1
< Y G2 =2 ¥ S 4n e .
i=1 i=1

Also ist im schlechtesten Fall die Anzahl
der Schritte, um alle Zahlen von 1
maximal n zu durchlaufen, beschrankt

durch4n+1
k . Kk 1
Beweisen Sie h|erfur_z Bl < 2 und Z o < 1
i=1 i=1
200¢ Eidl © VC, FMI 109¢

6.2.4.c: BeispielPalindrome" mit einem Band

Aufgabe:Stelle fest, ob die Eingabe ddalindromist, d. h., ob
das Eingabewort w gleich seinem gespiegelten Woistv
Falls ja, schreibe eine™, anderenfalls eined” auf das Band.

ErlauterungenwR ist das riickwarts gelesene Wort w.
Formal: Gegeben sei ein Alphal2etDie Spiegelundt ist eine
bijektive Abbildung vorZ® nachZ*, die induktiv definiert is
durch:

eR=¢ und (awf=wRa fir alle &Z und alle WJX".
Ein Wort, das vorwarts und rickwarts gelesen gleich ist, nennt
man einPalindrom

Pal={wDX" |[w=w} OZ"
ist die Menge der Palindrome tiber dem Alphabet
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Palindrome sind folgendermal3en charakterisiert:
(1) Das leere Wort ist ein Palindrom.
(2) Jedes ZeicheallZ ist ein Palindrom.

(3) Wenna ein Zeichen unav ein Palindrom sind, dann
ist auchawa ein Palindrom.

(4) Alle Palindrome werden nach den Regeln (1) bis (3)
gebildet
Entsprechend dieser Charakterisierung kann man Palindrome
wie folgt erkennen: Falls das Wort hochstens die Lange 1 hat,
so ist es ein Palindrom. Anderenfalls vergleiche das erste mit
dem letzten Zeichen. Falls diese gleich sind, streiche sie weg
und wende das Verfahren auf das restliche Wort an, anderen-
falls lag kein Palindrom vor. Dies fiuihrt zu folgender determi-
nistischen 1-Band-Turingmaschine:
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Laufzeitabschatzung:

Der beste Falliegt vor, wenn die Eingabe die Form awb

hat mit wiX*, a,b00 > und ab. Dann stellt man nach n+1
Schritten fest, dass kein Palindrom vorliegt, 16scht in
weiteren n-1 Schritten die verbliebene Eingabe und schreibt
im n&chsten Schritt eirie Dies dauert 2n+1 Schritte.

Im schlechtesten Fiist die Eingabe ein Palindrom. Da
bendtigt die obige Turingmaschine n Schritte nach rechts,
n-1 Schritte nach links, erneut n-2 Schritte nach rechts, n-3
Schritte nach links usw., insgesamt

n+(n-1) + (n-2) + ... + 1 = n-(n+1)/2,
also O(R) Schritte.
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M;=(Q, Z,T, 0,0y, Fy,b, 1) mitZ ={ay, ..., g}, F1 ={d3},
Q1={00, 0, O G} U {0 A% 9"a|@0 2}, M=20{0,1, b}, k=1
undd, sei durch folgende Tabelle gegeben (fur allelx3y

fur alle 1% mit s#x; die Maschine merkt sich das gelesene
Zeichen x in ihren Zusténden, @, bzw. g%):

q a g a B g a qg a B Erléggerur;g:lm ZH?tte(ljnd
go wird aufe gepruft (ja
Qo X [ O b 1 Gy (6 y -1 2 Ende, druckel) oder
Oy b|{gs 10 g, b [0y b 1 dasaktuelle Zeichen x
_ durch Ubergang in den
% blg 10 %Yy |G b -1 Zustand ggemerkt. In
g vy oy y 1 g, b |g3 O 0, Wird erneut aut ge-
q. y ' y 1 prift (= Ende, druckéd)
X X oder im Zustand gans Ende des Wortes gegangen.
ayb [ gy b -1 Das letzte Zeichen wird im Zustand, gt x vergli-
g . x| g, b-1 chen. Bei Gleichheit lauft man an den Anfang des
X 1 Wortes und wiederholt das Verfahren, bei Ungleich-
_________ qXS G b -1 heit wird das restliche Wort geldscht undedruckt.
' beachte: ¢ x
200¢ Eidl © VC, FMI 110z

Hinweis:Zu den schwierigsten Problemen der Algorithmik
gehort die Angabe unterer Schranken.

Im Falle der Palindrome kann man jedoch beweisen:

Satz Jede (deterministische oder nichtdeterministische)
1-Band-Turingmaschine, die zu jeder Eingabe genau dann
eine "l" ausgibt, wenn die Eingabe ein Palindrom ist, und
sonst eined", bendtigt hierfliir mindestenané Schritte im
schlechtesten Fall (fiir eine von der jeweiligen Tt-
maschine abhangige rationale Konstante ¢ > 0; n ist die
Lange der Eingabe).

Unser Verfahren ist also in diesem Sinne "optimal”.
M, besitzt die rationale Konstante 1/2.

Hat man zwei Bander, so gibt es offensichtlich Verfahren
mit linearem Zeitaufwand, wie im Folgenden gezeigt wird.
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6.2.4.d: BeispielPalindrome" mit zwei Bandern

Aufgabe:Wir wollen erneut feststellen, ob die Eingabe ein
Palindrom ist.

Mit zwei Bandern benétigt man nur O(n) Schritte.

Idee:Kopiere die Eingabe, also den Inhalt des ersten Bandes
auf das zweite Band und vergleiche dann schrittweis

Wort auf dem ersten Band riickwérts mit dem Wort auf dem
zweiten Band vorwarts. Dies liefert folgende deterministi-
sche 2-Band-Turingmaschine,M

>={a;, &, ..., &} ist wiederum ein beliebiges Alphabet.

M2 = (QZ!Z! r1621 q0) FZ)bl k) mlt k = 21 Q:{qO! quqz; CI3| q4}1
F,={a,}, r=20{0,1,b} und &, sei durch folgende Tabelle

gegeben (fur alle x,MZ, fur alle ¢, dI mit

qa a9 3B B qa®|9 3B B
Qo Xb|gx x 1 1 g,cd| gbb -1 0
Qbb|og b b -1-1 g;xd| gbd -1 0
qpuecylgcy 0-1 Ggbd|g 0Ob 0
bcb|Qg Cb 01 Erlauterung:im Zustand gkopiert M,
G x x| G b b L 1 e Engsbenor al des cvetc band
g, bb | q 1b 0 O des zweiten Bandes an den Anfang des

kopierten Wortes gesetzt. Im Zustand q
werden die Worter verglichen. Lag ein Palindrom vor, so I6scht maehiegide
Bénder simultan, gelangt in den Fall, tgb”, druckt einel auf das erste Band und
geht in den Endzustand.gVaren im Zustand,gwei Zeichen verschieden#d,
also kein Palindrom), so wird im Zustangdas Band 1 geldscht udyedruckt.
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Laufzeitabschatzundpiese Turingmaschine lauft in
linearer Zeit. Begrindung:

Die Turingmaschine Mverarbeitet alle Eingaben auf die
gleiche Weise: Erst wird die Eingabe w auf das zweite Band
kopiert (n+1 Schritte), dann wird der Lese-Schreibkopf des
zweiten Bandes auf den Anfang des Wortes gesetzt (n+1
Schritte), danach werden die beiden Woérter zeichenweise
verglichen und dabei geléscht (n Schritte) und anschlie
wird 0 oderl gedruckt (1 Schritt).

Folglich benétigt diese Turingmaschine fir jede Eingabe der
Lange n gena@n+3 Schritte

Frage: Kbénnen Sie eine deterministische Maschine konsenie
die im schlechtesten Fall weniger Schritte ben®@t{gtine Maschine
mit 2,5n+3 Schritten findet man rasch. Gibt es schnel)ere?

Eidl © VC, FMI 110¢

Die Turingmaschinen Mund M, berechnen die gleiche
Resultatsfunktion Rgg = Reg,

Reg,: 2" - {0,1,b}" mit

1, wist ein Palindrom

0, w ist kein Palindrom

Da alle Ergebniswerte au0,1} sind, kann man dies
Abbildung auch als Abbildung vax in {0,1} auffassen.

Hinweis:Reg,, ist die charakteristische Funktiqp,der
Menge Pal der Palindrome, siehe 2.3.4. und 6.2.4.c.
[Die Menge Pal ist also entscheidbar. Definition siehe 2.3.3.]
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6.2.4.e: Beispiel
"Palindrome" nichtdeterministisch mit zwei Bandern

Aufgabe:Wir wollen erneut feststellen, ob die Eingabe ein
Palindrom ist.

Idee:Kopiere die Eingabe, also den Inhalt des ersten Bandes
auf das zweite Band, aber nur bis zur Mitte des Wortes
(diese Mitte wird nichtdeterministisch geraten) 1

vergleiche dann schrittweise das restliche Wort auf dem
ersten Band vorwérts mit dem Wort auf dem zweiten Band
rackwarts. Dies liefert die nichtdeterministische 2-Band-
Turingmaschine M

>={a;, &, ..., &} ist wiederum ein beliebiges Alphabet.

Eingabe w = abbba
—_—

o0l ban.. . Joobddan.. .lbbbbhHadb..
1q0 1% o
..Jb|$| blblblblb... .] b|a|?| blb[blb... .lbd d?' blblb]...
ploblolbdbl... .lobbbblabl.. .lbbbbbbbh..
A ) .t ) dz
..Jb|a|15b| blblb.. .] b|?|b| bl bl b b... "JPI bl bl bl b[ bl b] ...
..ol blb[b[blb[1]... Ein Beispiel fur diese Berechnung mit
a. 1 s={a,b} und der Eingabe w = abbba.
l?' b/ bl bl bl bl bezeichnet einen nichtdeterministischen

Schritt (= es wurde eine Auswahl unter
mehreren Mdoglichkeiten getroffen).

200¢
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MS = (Q3’ Z, r1 631 qo: F31 b’ k) mlt Q3: {qO’ ql! q2’ q31 q4}1
F;={q,}, M=20{0,1,b}, k = 2 undd; sei durch folgende
Tabelle gegeben (fur alle x[yZ, fur alle ¢, d1T mit czd ):

qga a| g a a, B; B Erauterung:im Zustand gkopiert My
Zeichen von Band 1 auf Band 2. Jeder-
o X b | gy b X 1 1  zeitkann Mdieses Kopieren beenden
und in den Zustand, gvechseln. Dabei
Go X b | g bb 1 -1 kann das néchste Zeichen auf Band 1
_ Ubersprungen werden. Spéatestens dann
QXX G bb 1 -1 werden jedoch im Zustan, die beider
gxc|gbc 1 0 Zeichen unter den Lese-Schreibkopfen
auf Gleichheit geprift. Trifft man nun
0, X X| @ b b 1 -1 gleichzeitigauf das Blanksymbol, so
muss ein Palindrom vorgelegen haben
0, C d g bb 10 und man druckt und geht in den End-
zustand g Anderenfalls wird Band 1
Qbb|g 1b 0O geldscht, dié gedruckt und der Endzu-
O X d G b d 1 0 stand g angenommen.
G bd|gO0d 00 Arbeitet M, wirklich korrekt?

Eidl © VC, FMI 111C

Wir missen die Resultatsmenge vogpdénau angeben.

Zunachst fallt auf, dass Michts tut, wenn das leere Wort
eingegeben wirdes liegt also sicher ein Fehler vor.

Fur eine Eingabe der Lange 1 kann man zwar in den Zustand
g, wechseln, kommt dann aber nicht mehr weiter.

Ansonsten gibt es fir jede Eingabe mit mindestens zwei
Zeichen eine Berechnungsfolge, die mit dem Endzust,
abschliel3t. Dabei wird aber fur alle Eingaben der Lange 2
das Zeichen gedruckt, auch wenn kein Palindrom vorliegt.

Wir versuchen nun, Rgs prazise anzugeben (wobei nicht
sicher ist, dass diese Formel wirklich stimmt. Prifen Sie sie
beispielhaft oder formal nach. Bei Turingmaschinen
Ubersieht man oft nicht alle ihre Méglichkeiten.)
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Resy, = {(w,1) [ w enthalt mindestens 2 Zeichen und w
besitzt die Form w=uxXtioder w=uxy®
mit u0Z* und x,y(1%}
O {(w,0) | w besitzt mindestens zwei Zeichen}

Das Ziel bei einer nichtdeterministischen Turingmaschine
lautet in unserem Beispiel natirlich (der FehlerfalDjw,
interessiert hierbei nicht, da er auch fir Worter au
auftreten darf):

(w,1) D Reg,, = wUPal

Diese Aussage ist aber offensichtlich nicht erfullt.
Daher werden wir die Turingmasching ki folgender
Turingmaschine Mkorrigieren.

200¢

>={ay, &, ..., a;} mitm=1. Ga%|d 3B B
M,=(Qu T8, G Fub, k) Jo X P | Go B X 1 1
mit Q= {00, th, G}, G Xb|lg bb 1 -1
F4={0.) T=20{1,b}, GXb|ag bx 10
k=2 undd, ist durch die Gbb|ag bb 1 -1
nebensteh?nde Tabelle G xx| qbb 1 -1
gegeben (fur alle 0 Z). abb|g1b 10

Den "Fehlerfall* (wW)) haben wir hier vollstandig wegge-
lassen, da er im nichtdeterministischen Fall unerheblich ist.
Nur bei Eingabe eines Palindroms gibt es eine Mdglichkeit,
in den Endzustand,qu gelangen.

Beschreibt M genau Pal, d.h., gilt (8)JReg,, = wOPal ?
Prifen Sie diese Aussage.

Eidl© VC, FMI 111z 200¢

Laufzeit von Mt

M, bewegt in jedem Schritt den Lese-Schreibkopf des ersten
Bandes nach rechts, wobei maximal zwei Blanksymbole
auftreten durfen. Die Zahl der Schritte ist daher beschrankt
durch n+2.

FeststellungMit einer nichtdeterministischen Maschine kann
man inn+2 Schritte feststellen, ob einWort der Lange n
Palindrom ist.

(Spendiert man weitere Zustande, so kann diese Prifung auch
in n+1 Schritten erfolgen. Konstruieren Sie eine geeignete
Maschine.)

Ende der Beispiele 6.2.4
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6.2.5 Definitionen

(1) Fur zwei Alphabet& undA heil3t eine Abbildung £ - A*
Turing-berechenbdoderpartiell-berechenbarder oft kurz
berechenbgywenn es eine deterministische Turingmaschine
M mit f = Reg, gibt.

(2) Ist f zusatzlich eine totale Funktion (also auf gahz
definiert), so heil3t fotal berechenbarder (otal) rekursiv

(3) Eine Menge |0 2" heifldtentscheidbs, wenn ihre chare-
teristische Funktiory, total berechenbar igigl. 2.3.3 u. 2.3.4)

(4) Eine Menge X" heilRtHaltebereicleiner Turingmaschine,
wenn es eine (deterministische) Turingmaschine gibt, die
genau fur alle Worter aus L in einem Endzustand anhalt.

(5) Eine Menge 0" heiRtaufzéhlbarwenn sie Haltebereich
einer (deterministischen) Turingmaschine ist.
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6.2.6 Beispielwiederholungsfreie Worter"

Es sel ein Alphabet. Ein Wort Wl 2" heil3twiederholungsfrei
wenn es keine Worter x, y und z gibt mit w = xyyz (m# §).
Kein echtes Teilwort kommt also in w zweimal hintereinander
vor. Insbesondere darf kein Buchstabe auf sich selbst folgen.
Ist = ein- oder zweielementig, so gibt es nur endlich viele
wiederholungsfreie Worter (bitte ausprobieren!).
Ist = dagegen mindestens dreielementig, so gibt es unetr
viele wiederholungsfreie Worter. UbEr{a, b, ¢} kann man
beliebig lange wiederholungsfreie Worter konstruieren:
abacbabcabacbcabcacbabec..
Es seiWF = {w OX" | w ist wiederholungsfrei}.

Aufgabe:Entscheide zu Wi X", ob w in WF liegt oder nicht,
d.h.: Berechne die charakteristische Funkygp zu WF.
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Mit exit kann man Schleifen verlassen. Gibt man nichts an, so
wird die innerste Schleife, die die exit-Anweisung umfasst,
verlassen. Will man mehrere Schleifen gleichzeitig verlassen, wi
in unserem Fall, so muss die Schleife, die zu verlassen ist, einen
Namen erhalten, den man in der exit-Anweisung angibt.

Schleife_i:
foriin 1..n-1loop
forkin 1..(n+-1)/2 loop
wh :=true;
forj :=itoi+k-1loopwh := wh andW(j)=W(j+k)); endloop;
exit Schleife_i wherwh;
endloop;
endloop;
if wh then"das Eingabewort besitzt eine Wiederholung"
else"das Eingabewort ist wiederholungsfrahdif;

200¢
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Lésungsansatz, deterministisch:

SeiZ mindestens dreielementig. Sei n=|w| und w .. w,
mit w; 0Z fur i =1, 2, ..n. Falls & 1, dann ist i WF.

Anderenfalls prife fir jede Position i €li < n-1) und fr
jede Lange k (¥ k < (n-i+1) div2 bzw. i+2k-1<n), ob
Wi Wisg - Wiage1 = Wiage Wisgerg -+ Wiy Gl

Trifft dies fur kein i und k zu, so ist w wiederholungst

Wir formulieren diese Uberpriifung in Ada, wobei wir hier
das Sprachelemeakit verwenden. Dieses hat die Syntax:
exit_statement ::exit [loop-name] jvhencondition}

Erinnerung zur Bedeutung: Verlasse die umgebende Schleife
(oder die Schleife mit dem Nam&op-name), sofern die
Bedingung hinter whemnutrifft.
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Zeitaufwandlieses Algorithmus?

Der am langsten dauernde Fall liegt vor, wenn das Wort
wiederholungsfrei ist. Dann werden alle Kombinationen
durchprobiert.

Hierbei kénnen i und k in der Gré3enordnung von n/2
liegen, d.h., die beiden &ufR3eren Schleifen bendtigen
bereits O(A) Schritte.

Die innerste Schleife erfordert nochmals bis zu

Schritte. Insgesamt erhalten wir somit einen Zeitaufwand
von O(r?).

Ein zusatzlicheBpeicheraufwandaul3er konstant viel Platz
fur die Hilfsvariablen i, |, k, wh und Zwischenergebnisse
wie (n+i-1)/2, entsteht nicht, da der Algorithmus nur auf
dem Wort W arbeitet.

200¢
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Einspruch:Genau genommen stimmt dies aber nicht. Es
fallt doch zusatzlicher Speicherplatz in Abhangigkeit
von der Lange der Eingabe an.

Denn es mussen die naturlichen Zahlenwerte von i, J, k
und n dargestellt werden.

Um die Zahl n darzustellen, braucht man log(n) Zifl

in der Binardarstellung und in jeder anderen Darstellung
ebenfalls O(log(n)) Ziffern. Fur wh braucht man
dagegen nur eine Ziffer.

Also erfordert der Algorithmus insgesamt zusétzlichen
Speicherplatz in der GréR3enordnung 4-log(n), also
O(log(n)). In der Praxis ist dies eine geringe Grol3e.
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Wie realisiert man diesen Algorithmus nun mit einer
deterministischen Turingmaschine?

Das Eingabewort wird auf dem ersten Band abgelegt. Die
Variablen i, j, k und n werden auf 4 Bandern gespeichert.
Die Vergleiche und das Zahlen ist hochstens in der Groé3en-
ordnung der Lange der Darstellungen, also O(log(n)).

Da der Direktzugriff W(j) auf ein Turingband nicht moglich
ist, muss man die Abfrage W=W(j+k) mit k Schritter
durchfuhren, wobei man ggf. noch eine Hilfsvariable ver-
wendet, um j oder k nicht [6schen zu missen.

Eine 6-Band-Turingmaschine musste das Problem also in
O(n*) Schritten I6sen kdnnen. Man muisste mit¥P(n
auskommen, wenn man das Wort W anfangs auf ein
weiteres Band kopiert. Die konkrete Turingmaschine ist
recht grof3 und wird daher nicht ausformuliert.

Eidl© VC, FMI 1121 200¢

Losungsansatz, nichtdeterministisch:

SeiZ mindestens dreielementig. Sei n=|w| und w .. w,
mit w; 0Z fur i =1, 2, ..n. Falls & 1, dann ist ild WF.

Anderenfalls erzeuge man nichtdeterministisch eine Position
i (1<i<n-1)und eine Lange k @k < (n-i+1) div 2). Far

diese prift man, ob

Wi Wi - Wipgeq = Wing Wiggep - Wiypeg Gilt.

Trifft dies zu, so ist w nicht wiederholungsfrei. Anderenf

geht man nicht in einen Endzustand.

Diesen Nichtdeterminismus kdnnen wir nicht mehr in einer
gangigen Programmiersprache ausdriicken, wohl aber mit
einer nichtdeterministischen Turingmaschine mit geeignet
vielen Bandern. Hier reichen ebenfalls 6 Bander sicher aus.
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Die nichtdeterministische Turingmaschieenittelt

zunachst die Lange n der Eingabe w und weist danach in
O(log(n)) Schritten den Variablen i, j, k irgendwelche
Werte zu.

Dann wird in O(8) Schritten die j-Schleife simuliert. Falls
anschlielend wh true ist, geht die Turingmaschine in einen
Endzustand, anderenfalls hélt sie an, ohne in einen Endzu-
stand zu gelange

Somit kann eine nichtdeterministische 6-Band-Turing-
maschine das Problem, ob w niaghtVF liegt, in O(A)
Schritten I6sen. Man sagtichtdeterministisch ist das
Komplement von WF in quadratischer Zeit I6sbar

wahrend mit unserem Algorithmus oben der determi-
nistische Fall O(# Schritte erfordert.
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Der zusatzliche Aufwand fur den Speicherplatz ist in
beiden Fallen gleich.

Man kann das Problem nichtdeterministisch auch in
linearer Zeit 16sel

Uberlegen Sie sich ein geeignetes Vorgehen.
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Beispiel 6.3.2 Betrachte folgenden Algorithmus, der
hier als Block in Ada notiert ist:

declarez, s: Natural;
begin Get(z); s :=3;
while z > 1 loop

S:=S+z;
2:=2-2;
enc loop;

Put(s);
nd

Dieses Programmestuick lasst sich schrittweise in eine deter-
ministische Turingmaschine M umwandeln. Diese verwendet
die Binardarstellung fur natirliche Zahlen.

Schritt 1: Lege k = 2 fest.
Verwende 2 Bander: das erste fur z und das zweite fur s.
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6.3 Churchsche These

Warum befassen wir uns mit Turingmaschinen?

Bisher haben wir Algorithmen in einer Programmiersprache
als Programme formuliert. Diese Programme mussen einer
Maschine (einem Computer, einem Rechner, einer
Datenverarbeitungsanlage) Ubergeben werden, die sie
ausfuhrt. Mit Hilfe eines Compilers lassen sich die

Programme in die Maschinensprache eines Comp

Ubertragen und vom Computer durchrechnen. Die Behauptung
lautet nun:

6.3.1. These:Jeder Algorithmus lasst sich durch eine
geeignete deterministische Turingmaschine darstelle
(oder durch eine geeignete deterministische Regmstechine, vgl. 6)6

Dies wollen wir plausibel machen.
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Schritt 2:
Wandle das Programm ein wenig um (auch: Binardarstellung!).

declarez, s: Natural, 2 Bander fir z und s;
begin Get(z);s :=3; -Get(z);z steht auf Band 1;
while z > 1 loop Starte im Anfangszustand;
S:=s+z; ‘ Schreibe 11 auf Band 2;
Z:=2-2; << M1 >>
endloop; if z <=1 thergotoM2; endif;
Put(s); S:=s+z
end Z2:=2-2;
gotoM1;

<< M2 >>: Lésche Band 1 und
schreibe s auf Band 1;
Gehe in Endzustand
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Schritt 3: Wandle das Programm weiter um.

2 Bander fir zund s;
z steht auf Band 1;
Starte im Anfangszustand,;

2 Bander fiir z und s;
z steht auf Band 1;
Starte im Anfangszustang;q

Schreibe 11 auf Band 2; docb g,c101 fur alle
<< M1 >> g,cb qc100 cOr
if z <= 1 thergotoM2; endif; ~<< M1 >> (= Zustand ¢)
S:=s+z QLXy gxy 10 Oxylx
z:=2-2; by ogby-1C
gotoM1; by aq,by 00
<< M2 >>: Lésche Band 1 und 0y g0y -10
schreibe s auf Band 1; 1ly ggly-10
Gehe in Endzustand by gby 10
WXy gxy 10
Gs X Yy Qquby 00

-- weiter mit Zustand g
S:=s+2z;,z:=2z-2;got¥l;
<< M2 >>: (= Zustand g,

Lésche Band 1 und schreibe s auf Band 1;

Gehe in Endzustand

Schritt 5: Wandle das Programm weiter um.
Schritt 6: Wandle das Programm weiter um.
Schritt 7: Wandle das Programm weiter um.

... bis die Turingmaschine fertig ist, und zwar erhalt man z.B.:

Schritt 4: Wandle das Programm weiter um.

2 Bander fur z und s; gpcb gq,c101 fur alle
z steht auf Band 1; g,¢cb g,c100 cOr
Starte im Anfangszustang;q << M1 >> (= Zustand ¢
QoCb q;c101 far alle QLXy gx y 10 Oxylx
g,¢cb g,c100 cr by gby-10
<< M1 >> (= Zustand g)‘qg by g.by 00
Xy Xy 10 Oxydx 30y q0y-10
by ggby-10 B1ly gly-10
gz by cuby 0C g by by 1¢C
0y q0y-10 QXY GXy 10
ly gly-10 05 XY by 00
Quby gby 10 ggbb oggbb 11
QXy ggxy 10 b0 gbO-1-1
G Xy gsby 0O b1 gbl-1-1
-- weiter mit Zustand g g0 b g00-1-1
SeEea G0 0 §00-1-1
Lésche Band 1 und schreibe s auf Band 1; Os 0 1 o] 01 -1 -1
Gehe in Endzustand — USW.

M=(Q,Z,T", Oy, Go, b, k) mit Q ={0, 0y, G, ..., e}, F={015},
>={0,1}, I ={0,1,b}, k = 2 undd,, sei durch folgende Tabelle

gegeben (fur alle x,MZ, fur alle c,d1I):

Erlauterung:Anfangs steht z ohnehin
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9330 aaB B, auf dem ersten Band (=Get(z)). Mit
GChb|lgc 1 0 1 den Zustanden,aund g schreibt die
Turingmaschine die Zahl 3 (binar 11)
ggcb|gc 1l 0 auf das zweite Band. Der zweite Lese-
Schreibkopf steht auf dem letzt
QLXYy|gx y 1 O Zeichen von s. Mit gwird das Ende
von z aufgesucht. Mitgbeginnt dann
@by| &by -1 0 diewhile-Schleife. Es ist z>1 zu prii-
fen. z<1 kann durch das leere Wort
G byl by 00 oder durch eine alleinstehende 0 oder
0y|lgOy -1 0 1 erkannt werden. Dies wird in den
Zustanden gund g, geprift. Ist <1,
g;1y| g1y -1 0O sowirdnach Zustand gverzweigt,
anderenfalls nachyg
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9a&|qaa,B B Erlauterung:Der Zustand gdient
dazu, das erste Band auf jeden Fall zu
Wbyl by 10 leeren, da am Ende s auf Band 1
UXYy|gExy 1 0 kopiert werden muss (das Ergebnis
muss am Ende auf dem ersten Band
0 XYy | aby O O stehen, siehe 6.2.2, "3. Ausgabe").
s O bbjloggbb 1 14 Istz > 1, so wird der erste Lese-
2 b 0| gb O -1 -1 Schreibkopf auf das letzte Zeichen
) von z gestellt. gbedeutet den Eintritt
o b 1| Qg b1-1-1 in den Rumpf der Schleife. Es i
= 1 . s :=s+z zu berechnen. Dies geschieht
'S G O0b)g 00 -1 -1 wie bekannt stellenweise von rechts
2 {00/ gO0O0 -1 -1 nach links, wobei das Blanksymbol
@ wie die 0 behandelt wird und M sich
:c% %01 ¢g01-1-1 den Ubertrag im Zustand merkt
0 Glblg 11 -1 -1 kein Ubertrag, g=es liegt ein Ubertrag
o |Die Addition ist beendét, wenn
% 610 gl11-1-1 auf beiden Bandern das Blanksymbol
'2 11/ g10 -1 -1 gelesen wird (danach: Zustang.q
200¢ Eidl © VC, FMI 1138
qaa|q aa;B; B Erlauterung:im Zustand ¢, wird nun
1 subtrahiert, indem man nach links
Gob d| geb d 0 O gehend jede 0 in eine 1 umwandelt,
qloo d do 1d -1 O bis man auf ein Blanksymbol oder auf
eine 1 trifft. Trifft man auf 1, so
0ol d| q,0d -1 O ersetze man sie durch 0 und beende
gux d| gux d -1 0 die Subtraktion. Trifft man auf das
Blanksymbol, dann muss ein Fehler
Oub d| q,b d 1 O vorgelegen haben, da z > 1 zu Beginn
des Schleifenrumpfs war (wir fiigen
G 0 0} e D d 1 _ hierfiir ind,, ein, die
g,bd| g,bd 0 O unter normalen Bedingungen nicht
erreicht werden kann).
91 d| gs1d 1 O Nun kdnnen aber fiihrende Nullen
Oy3 X d g3 X d 1 0 entstanden sein, die die Abfrage "z>1"
verfélschen wirden. Also missen erst
Ohsb d| ¢ bd -1 0 die fuhrenden Nullen beseitigt
Qb X| gqux x -1 -1 werden, indem man nach links zum
Anfang der Zahl z geht und dann nach
Qub bl agsb b 1 1 rechts laufend filhrende Nullen I6scht.
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9a&|qaaB B Erlauterung:im Zustand gwerden
w beide Lese-Schreibkdpfe wieder auf
5% b blgbl 11 das letzte Zeichen der beiden Zahlen z
L1 g,b0] ggb1l -1-1 und s gesetzt. Da beide Kopfe
D gleichmafig bei der Addition nach
= b1l ¢gb0O-1-1 links bewegt wurden, kann man beide
£ ¢, 0b|lg 01 -1 -1 Kopfe gleichzeitig nach rechts laufen
2 lassen, bis auf beiden Bandern das
g ;00| ¢g01 -1 -1 Blanksymbol gelesen wird. "sonst"
< bedeutet in der Tabelle: alle sonstigen
7 01 00 -1 -1
2 & R Kombinationen ungleictb b.
8 g;1b|g,10 -1 -1 _ .
5 Ab Zustand gwird nun die Wertzu-
2 ;10 g10 -1 -1 weisung z := z - 2 ausgefiihrt. Binar
1 . bedeutet dies: Ziehe eine 1 ab der
%1llgll-1-1 vorletzten Stelle ab. Den zweiten
Qg b b|gbb -1-1 Lese-Schreibkopf ignoriert man daher
und setzt den ersten eine Position nach
g sonst gsonst 1 1 s zustand g).
g c d| goc d -1 0
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Restliche Erlauterungdamit ist das Ende des Schleifenrumpfs erreichd, un
sobald man im Zustand glas rechte Ende von z gefunden hat, muss man
die Schleife neu starten im Zustand g

Trifft die Abfrage "z>1" nicht zu, so wird die Auabe vorbereitet. Hierzu
muss die Zahl s auf das erste Band kopiert welleachte, dass in diesem
Fall das erste Band bereits (Zustanglargl @) geldscht wurde. Man muss
also im Zustand g nur von links nach rechts jedes Zeichen vom zweitén
das erste Band schreiben, bis das Blanksymbolayelesd.

Damit endet der Algorithmus.

Uberzeugen Sie sich durch penibles Nachvollziehen,

diese Turingmaschine genau den vorgegebenen Algorithmus
realisiert! Zugleich erkennen Sie, dass man mit Turing-
maschinen while-Schleifen und beliebige Wertzuweisungen
nachvollziehen kann. Auch die Alternative und andere An-
weisungen lassen sich in die "Sprache der Turingmaschinen
ubersetzen.
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Die hier vorgestellte Ubersetzungsmethode lasst sich auto-
matisieren, so dass man einen Compiler angeben kann, der
jedes Ada-Programm in eine gleichwertige Turingmaschine
umwandelt. (Allgemeine Techniken zur Ubersetzung:
Veranstaltungen zum Compilerbau.)

Die Laufzeit der Turingmaschine ist im Prinzip gleich der
Laufzeit des Ada-Programms, hinzu kommt aber, dass alle
Operationen zeichenweise durchzufthren sind und

kein Datenzugriff iber Pointer oder Indizes erfolgt,
sondern dass die Daten hintereinander auf den Bandern
abgelegt sind und daher das Band sequentiell bis zu der
Stelle, an der die gesuchten Daten stehen, durchlaufen
werden muss.

Wir fassen diese Aussagen zusammen in drei Behauptungen:
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Was wir aber beweisen kénnen, ist die
Behauptung 6.3:4

(1) Zu jedem Ada-Programmgibt es eine Turingmaschine
T, deren Resultatsfunktion gleich der von dem Ada-Pro-
gramm realisierten Abbildung ist.

(2) Man kann eine berechenbare Funktion c konstruieren, die
jedem Adi-Programnn eine solche Turingmaschil
c(rm =T, zuordnet. (c heiRtCompilet'.)

Der Beweis dieser Aussage ergibt sich daraus, dass man einen
Compiler fur Ada-Programme in eine Maschinensprache
angibt und die Maschinensprache durch eine Turingmaschine
simuliert, siehe Vorlesungen tber Compilerbau.
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Behauptung 6.3:3
Jeder Algorithmus lasst sich durch eine Turingmaschine
realisieren.

oder anders ausgedrickt:
Die formale Definition des intuitiven Begriffs
"Algorithmus" ist die Turingmaschine.

Dies ist dieChurchsche Thesaus dem Jahre 1936 (nach
Alonzo Church, 19C-1995).

Diese Behauptung lasst sich nicht beweisen, da der Begriff
"Algorithmus" nur umgangssprachlich festgelegt ist. Man
hat den Begriff "Algorithmus" aber auf viele verschiedene
Arten definiert und alle (z. B. die Registermaschine, 6.6.1)
erwiesen sich als gleichwertig zur Turingmaschine. Daher
ist man von der Gultigkeit der Churchschen These heute
Uberzeugt.
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Was wir weiterhin beweisen kdnnen, ist die

Behauptung 6.3:5

Es gibt einen Compiler ¢ mit folgender Eigenschatft:

Wenn das Ada-Programmifiir die Eingabe w anhalt und
hierfir S(w) Speicherplatze belegt und T(w) Zeiteinheiten
bendtigt, so besitzt die Turingmasching)afinen Platzbedarf
O(S(w))und bendétigt hochstens O(S-T(w)) Schritte.

Diese Behauptung folgt aus dem Beweis (den wir hier nicht
fuhren kdnnen, siehe Vorlesung zur Komplexitatstheorie) zur

Behauptung 6.3.4 durch genaue Analyse, wie der Speicher und

wie die Anweisungen durch die Maschinensprache eines
Computers und danach durch eine Turingmaschine simuliert
werden. (Vgl. 6.4.10)
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6.3.6: Schlussfolgerung aus diesen Uberlegungen:

1. Ada-Programme und Turingmaschinen sind zwei
gleichwertige Konzepte, um Algorithmen zu realisieren.

2. Jedes Verfahren, das im intuitiven Sinn ein Algorithmus
ist, lasst sich durch eine Turingmaschine (oder ein Ada-
Programm mit unbegrenzt groRem Speicher) realisieren.

3. Wenn wir Aussagen uber Algorithmen machen wo

SO genigt es, Turingmaschinen (oder Registermaschinen)
zu betrachten (diese sind prazise definiert und daher
formalen Untersuchungen zuganglich).

4. Wir konnen Komplexitatsklassen auf Programmen und
auf Turingmaschinen einfiihren und hiermit Algorithmen
genauer klassifizieren.
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6.4 Komplexitatsklassen

Wir wollen nun Probleme, Algorithmen, Funktionen,
Turingmaschinen oder Programme danach klassifizieren, wie
viel Ressourcen sie fur ihre Losung oder Ausfiihrung
bendtigen. Ressourcen sind vor allem Zeit und Platz.

Umgangssprachlich ist die Zeitkomplexitat nichts anderes
als die "Rechendauel

Die "Rechendauer” ist abhéngig von der Eingabe. In der

Regel definiert man den Zeitaufwand N, - IN; als

Funktion der Lange der Eingabe des Programms

t(n) = maximale Zeit, die das Progranmour irgendein
Eingabe w der Lange n bis zum Anhalten bendtigt.
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Wie misst man die Zeit? Die Geschwindigkeit auf einem
Computer ist ungeeignet, da sich diese mit jeder neuen
Technik andert. Wir werden die Zeit daher in "Schritten”
messen. Bei Turingmaschinen ist dies "ganz einfach”, da bei
diesem formalen Modell genau definiert ist, was ein Schritt
ist, namlich ein einmaliges Anwenden der Ubergangsrelation
bzw. Ubergangsfunktiod. Bei Programmen zahlen wir die
elementaren Anweisungen und Ausdriicke, die man bis
Anhalten des Programms ausfuhren oder auswerten muss;
diese grobe Naherung wird uns zunachst reichen.

Fur Komplexitatsuntersuchungen spielen nur Berechnungen,
die anhalten, eine Rolle. Daher gehen wir von Algorithmen
und Maschinen aus, die fur alle Eingaben nach endlich vielen
Schritten anhalten. Wir beginnen mit Turingmaschinen.
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6.4.1 Gegeben sei eine k-Band-Turingmaschine
M=(Q,Z,T,9, q,FDb, k), die fur alle Eingaben anhalten moge,
d.h., der Haltebereich von M sgi. Die Komplexitatfur die
Eingabe w ist die minimale Anzahl der Schrifjén) oder die
minimal erforderliche Zahl an Speicherplatzg ve), die M fur

die Eingabe von w bendétigt, um seine Berechnung bis zum
Anhalten durchzufihren.

(t kommt von "time complexity" und s von "space complexi

ty(w) = Min { i | Es gibt eine Berechnung, die bei Eingabe von
w auf das erste Band von M genau i mal die
Ubergangsrelatiod verwendet und dann anhalt}.

su(w) =Min {i| Es gibt eine Berechnung, die bei Eingabe von
w auf das erste Band von M anhalt und hierbei
genau j verschiedene Bandfelder besucht hat; die
Felder fir w werden stets mitgezahlt}.

Eidl© VC, FMI 114 200¢
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In dieser Definition wurde das Minimum gebildet. Der Grund
liegt darin, dass die Turingmaschinen nichtdeterministisch
sein durfen und daher mehrere Berechnungen zu lassen.

In der Praxis werden letztlich deterministische Modelle
benutzt. Wir missen daher bei der Definition der
Komplexitatsklassen zwischen deterministischen und
nichtdeterministischen Turingmaschinen untersche

Man beachte auch, dagsund g, nur im deterministischen
Fall in der gleichen Berechnungsfolge ermittelt werden. Im
nichtdeterministischen Fall kann eine Berechnungsfolge
maoglichst glnstig fur die Zeit und eine andere moglichst
gunstig fur den Platzbedarf sein.

6.4.2 Fir die Praxis ist die Definition zu speziell, da sie
sich aufiede einzeln&ingabe bezieht. Man fasst daher alle
Eingaben gleicher Lange zusammen und verwendet als
Komplexitat in der Regel den schlechtesten Falbfst

casé complexity), manchmal den durchschnittlichen Fall
("average casgoder selten auch den besten Fable@t

casé). Daher definiert man digomplexitat wie folgt:

t,,(n) =Max {t,,(w) | die Lange von w ist r
Sy(n) =Max {sy,(w) | die Lange von w ist n}.

ty?(n) = 5 ZDZM(W), Su(N) = 37 ZDZ S(W).

tyes(n) = Min {t,,(w) | die Lange von w ist n},
syPe(n) = Min {sy,(w) | die Lange von w ist n}.
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Im Folgenden benétigen wir noch die semicharakteristische
Funktion, da bei nichtdeterministischen Maschinen bereits
der Erfolgsfall ausreicht, um eine Menge zu beschreiben
(wéhrend das Komplement meist nur durch Durchtesten
aller Moglichkeiten erkannt werden kann).

Definition 6.4.3:

Fur jedes |0 X" heil3t die partielle Abbildung
W " - {1} mit

W, (w) = if whL thenl elseundefiniert fi

die semi-charakteristische Funktiwon L.

Die semi-charakteristische Funktion ist also flitlwgleich

der charakteristischen Funktion (2.3.3) und sonst undefiniert.
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6.4.4 Hieraus lassen sich nun ddemplexitatsklassenfur

das Berechnungsmodell Turingmaschinen prazise definieren.
Wir verwenden hierfir den Zusat?'.

Es seien T, SN, - IN, zwei gegebene Funktionen, dann setze:

DTimeSpac®/(T,S)={L 0X" | Es gibt eine deterministische

Turingmaschine M, dix, berechnet, m
tyw(n) 0 O(T(n)) und §(n) O O(S(n)).}

NTimeSpac®&!(T,S)={L 0Z" | Es gibt eine nichtdeterministische

Turingmaschine M, dig), berechnet, mit
ty(n) 0 O(T(n)) und g(n) O O(S(n)).}

Hinweis:¥, ist die charakteristische Funktion von L, siehe 2.3.4.
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6.4.4(Fortsetzung)

DTime™ (T)={L 0" | Es gibt eine deterministische k-Band-
Turingmaschine M, dig, berechnet, mit
tyw(n) 0 O(T(n)).}

NTime™ (T)={L OX" | Es gibt eine nichtdeterministische k-
Band-Turingmaschine M, dig,
berechnet, mit,(n) O O(T(n))}

DSpacé" (S)={L X" | Es gibt eine deterministische k-Band-
Turingmaschine M, dig, berechnet, mit
su(n) 0 O(S(n)).}

NSpacé' (S)={L OZ" | Es gibt eine nichtdeterministische k-
Band-Turingmaschine M, dig,
berechnet, mit,gn) O O(S(n)).}

Statt Sprachklassen kann man auf die gleiche Art auch
Funktionsklassen (liber die Resultatsabbildung) definieren.
Diese bezeichnet man ebenfalls mit DTiH@E) usw.

Bei nichtdeterministischen Berechnungen kann man sich auch
andere Definitionen vorstellen. Wir verlangen hier jedoch nur,
dassy, berechnet wird. Im Falle, dassiwL ist, gibt es also

fur diese Eingabe w eine erfolgreich anhaltende Berech

Weiterhin kimmern wir uns generell nicht um Konstanten,
sondern nur um die Abhangigkeit von der L&nge der Eingabe.
Dies kann man theoretisch untermauern (siehe spatere Theorie-
Vorlesungen), aber auch dadurch begriinden, dass durch
schnellere Computer jede einmal ermittelte Konstante hinfallig
wird.
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6.4.5 Einfache Folgerungen:

DTime™ (T) O NTime™ (T) und
DSpacé (S) 0 NSpacé& (S)
da deterministische Turingmaschinen ein
Spezialfall der nichtdeterministischen sind.
DTime™ (T) O DSpacé&' (T) und
NTime™ (T) O NSpacé&" (T)
da man, um T(n) Felder zu besucl
mindestens T(n) Schritte gemacht haben muss.

Hinweis:Wir vertiefen nicht weiter. Fir eine préazisere Bestim-
mung der Komplexitat und daraus folgende Eigenschaften der
Komplexitatsklassen siehe Veranstaltungen des Hauptstudiums.
Wir wenden uns nun den Algorithmen zu.

Eidl © VC, FMI 115C

6.4.68 Wir betrachten nur Algorithmen und Programme, die fur
alle Eingaben anhalten. Dikmplexitatfir die Eingabe w ist

die Anzahl der Schritte, (w) oder die Zahl an Speicherplatzen
sa(w), die ein Programm oder ein Algorithmus A fur die Eingabe
von w bendtigt, um seine Berechnung bis zum Anhalten durch-
zufuhren.

Genauer: Sei A ein Algorithmus (oder Programm). Eine

Berechnun fur die Eingabe w ist eine Folge von element:

Anweisungen und Ausdricken. Hiermit definieren wir:

ta(w) = Anzahl der elementaren Anweisungen und Ausdrtcke,
die der Algorithmus A in seiner Berechnung bei
Eingabe von w durchlauft, bis er anhalt.

Sa(w) = Anzahl der Speicherplatze, auf die A wahrend seiner
Berechnung bei Eingabe von w zugreift, bis er anhalt.
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6.4.7 Nun geht man wie bei Turingmaschinen weiter vor:
Man fasst die Eingaben gleicher Lange zusammen und

verwendet als Komplexitat in der Regel den schlechtesten 6.4.8 Hieraus lassen sich nun demplexitatsklassenfir

Fall ("worst casécomplexity), manchmal den durch- Algorithmen definieren. Es seien T, 18; - IN, zwei gegebene

schnittlichen Fall (Average casgoder selten den besten Funktionen, dann setze:

Fall ("best casy. Daher definiert man digeit- und Platz-

Komplexitat fur Programme/Algorithmen A wie folgt: DTimeSpace (T,S){L 0%"| Es gibt einen deterministischen
B L : Algorithmus A, derx, berechnet, mit

t,(n) = Max {t,(w) | die Lange von w ist n L

) = M it | die Lang t4(n) 0 O(T(n)) und ,(n) O O(S()}

Sx(n) =Max {s\(w) | die Lange von w ist n}.
NTimeSpace (T,S3{L OX" | Es gibt einen nichtdeterministischen
t,3(n) = ]%[ Z Aw), s, 3(n)= ]%[ Z S(w). Algorithmus A, denp, berechnet, mit
wiz" whz? ta(n) 0 O(T(n)) und g(n) 0 O(S(n)).}

t,es{n) = Min {t,(w) | die Lange von w ist n},
sxPes(n) = Min {s,(w) | die Lange von w ist n}.

200¢ Eidl © VC, FMI 1158 200¢ Eidl © VC, FMI 115¢
6.4.8(Fortsetzung) Statt Sprachklassen kann man auf die gleiche Art auch
Funktionsklassen definieren. Diese bezeichnet man ebenfalls
DTime (T)={L OX"| Es gibt einen deterministischen mit DTime (T), NTime (T), DSpace (S) und NSpace (S).
Algorithmus A, derx, berechnet, mit Nichtdeterministische Berechnungen haben wir bei Algorithmen
ta(n) 0 O(T(n)).} ansatzweise in 2.2.2 kennen gelernt. Solche Berechnungen sind
NTime (T)={L UZ"| Es gibt einen nichtdeterministischen denkbar, sofern man nicht-deterministische Sprachelemente in
Algorithmus A, deny berechnet, mit die Programmiersprache einfiihrt. Neben der dort angegebenen
ta(n) 0 O(T(n)) } Kontrollstruktur "|" sind die "guarded commands" ein Standard-
DSpace (S¥{L X" | Es gibt einen deterministischen beispiel, bei denen mehrere Bedingungen zutreffen kbnnen,
Algorithmus A, derx, berechnet, mit worunter eine zutreffende Bedingung willkirlich ausgewéhlt und
sx(n) O O(S(n)).} ausgefuhrt wird (siehe 6.6.7). Jedoch wird "echter Nichtdeter-
NSpace (S¥{L 0Z" | Es gibt einen nichtdeterministischen minismus" bisher von Programmiersprachen nicht unterstutzt.
Algorithmus A, deny berechnet, mit Auch hier kiimmern wir uns generell nicht um Konstanten,
Sa(n) 0 O(S(n)).} sondern nur um die Abhangigkeit von der Lénge der Eingabe.
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6.4.9 Einfache Folgerungen (wie in 6.4.5):
DTime (T) O NTime (T), DSpace (S)] NSpace (S).
DTime (T) O DSpace (T), NTime (T)J NSpace (T).

Unterschied zu den TM-Komplexitatsklassen:

a) Die Auswertung eines Ausdrucks kostet bei Algorithmen nur

einen Schritt

b) Die Ausflihrung einer Elementaranweisung kostet nur einen

Schritt.
c) Der Zugriff auf eine (indizierte) Variable erfolgt in einem
Schritt.

Man nennt die oben definierte Komplexitat bei Algorithmen
und Programmen daher dasiforme Komplexitatsmaf

200¢
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Polynomiell beschrankte Zeit-Komplexitatsklassen

Fur ein Polynom p(n) vom Grad k ist wegen der O-Klassen:
DTime™ (nX) = DTime™ (p(n)) . Setze:
p= L] DTimew () NP= L] NTime ()
k>0 k=0
Beriihmtestes Problem derzégt P = NP oder nicht?

Das heil3t: Gibt es zu jedemthtdeterministisch
polynomiellen Algorithmus einen deterministischen
Algorithmus, der die gleiche Aufgabe polynomieller Zeit
|6st? (Es gilt naturlic? O NP; man vermuteP # NP.)

6.4.10 Aus der Behauptung 6.3.5 und anderen Uberlegungen
erhalt man Zusammenhange zwischen den verschiedenen
Malen (ohne Beweis):

DTimeSpace (T,S)] DTimeSpac@& (T-S, S)
DTimeSpac@ (T, S)J DTimeSpace (Tog(S), S)

Die Komplexitatsklassen sind daher recht ahnlich. Statt
mit den ublichen Klassen der Turingmaschinen zu
arbeiten, kdnnen wir daher die anschaulicheren Klassen
fur Algorithmen verwenden.
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1 6.4.111dee der Definition von KompIeX|tatsfunkt|onen =
Ruckfuhrung auf ein universelles Rechnermodell, z.B. TM

ProblemP ———___ » tp(n) =Min{t,(n) | Alost P}
Algorithmus A —————- » t,(N) =Min{t (n) |trealisiert A}
Programmmt = —————- » t(n) =Min{tg(n) | R realisiertg
Rechnermodell R —————— »  tg(n) = Min{t,,(n) | M realisiert R}
Turingmaschine M—————— » ty,(n) dies ist exakt definiert
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6.4.12 Uniforme Komplexitat

Berechnet man die Komplexitgf(tv) bzw. s (w) so, dass jede ele-
mentare Anweisung und jede Abfrage genau einentSdhuern und
dass jeder elementare Wert (z.B. jede Zahl) geimmmn épeicher-
platz belegt, so spricht man von deiformen Komplexitéat. In
diesem Fall braucht man in der Hierarchie der viglea Folie nicht
auf Turingmaschinen zuriickgreifen, sondern kanrkdiplexitat
auf hdherer Ebene direkt abschatzen.

Berechnet man die Komplexitdten so, dass jede @perso viel Zeil
kostet, wie die zeichenweise Ausfiihrung erforderty. dass Werte
so viel Platz belegen, wie sie Zeichen haben, golgpman von der
logarithmischen Komplexitat (sie entspricht der Turingmaschine).

In der Praxis berechnet man zunéchst die uniforompdexitat: Sie
gibt meist eine hinreichend genaue Orientierung dba zu erwar-
tenden Aufwand. Erst fur eine detaillierte Abscbég bzw. bei der
Programmierung betrachtet man die logarithmischeplexitat, die
den tatsachlichen Aufwand genauer wiedergibt.

6.5 Beispiele

Die Komplexitat einzelner Algorithmen wurde bereits an
einigen Stellen der Vorlesung betrachtet.

Ein Beispiel ist die "binare Suche", auch Intervallschach-
telung (schnelle Suche in einem sortierten Feld) genannt.

Als Erstes prasentieren wir dieses Beispiel, wobei wi
zunachst nicht einsichtige Aussage nachweisen, dass die
Abfrage auf Gleichheit sich im Mittel als schlechter
herausstellt, als wenn man nur auf "<" abfragt. Danach
betrachten wir den ggT, die Multiplikation von Zahlen, die
transitive Hille von Graphen und das Problem des Hand-
lungsreisenden (traveling salesman problem, TSP):
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Beispiel 6.5.1 Intervallschachtelunderbindre Suche

Hier ist n die Anzahl der Elemente im Feld und nhitie Léange
der Eingabe (diese ware etwa um den Faktor logtf3ey).

Ein Feld A:arrayl..n) ofinteger seigegeben. Das Feld sei
sortiert, d.h.: A(ix A(i+1) fur i=1, 2, ..., n-1.

Aufgabe:Man schreibe einen Algorithmus, der zu einer Zahl S
in moglichst kurzer Zeit feststellt, ob S im Feld A liegt oder
nicht. Im Falle, dass S im Feld A enthalten ist, soll ein Ind¢
mit A(m) = S ausgegeben werden, anderenfalls sei m = 0.

Geht man das Feld von links nach rechts durch, so dauert es bis
zu n Schritte, um das Ergebnis zu ermitteln.

Ein schnelleres Verfahren ist die Intervallschachtelung: Teste, ob
S genau in der Mitte A(Mitte) von A liegt, falls nein und es ist
A(Mitte) < S, suche rechts von der Mitte weiter, sonst links.

Eidl © VC, FMI

Programm Xin Ada): wir setzen hier willktrlich nmax=21@mDO0.

1162

procedure Searchl is
Mitte, Links, Rechts, S: Integer; Gefunden: Boolean;
A: array (1..10M00) of Integer;
begin ...
Links:=1; Rechts := n; Gefunden := false;
while (Links <= Rechts) and (not Gefunden) loop
Mitte := (Rechts+Links) / 2
if A(Mitte) = S then Gefunden := true;
elsif A(Mitte) < S then Links := Mitte+1;
else Rechts := Mitte-1; end if;
end loop;
if not Gefunden then Mitte := 0; end if;
; -- "drucke das Ergebniditte aus"

end Searchl;

:--"lies n, das Feld A und die zu suchende Zahl S &in"
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Wie lange dauert es, bis dieser Algorithmus spétestens endet? 3 Schritte
Hierzu zahlen wir die Wertzuweisungen und Bedingungen, die procedure Searchl is
im ungunstigsten Fall ausgerechnet werden mussen. Mitte, Links, Recht
In diesem Sinne dauert die Durchfuhrung der 3 Anweisungen A: array (1..1

Links:=1; Rechts := n; Gefunden := false; begin _.+"lies n, gds Feld A und die zu suchende Zahl S ein"

. Infeger; Gefunden: Boolean;

genau 3 Schritte. Links:=1; Rechts := n; Gefunden := false;
In der Schleife werden bis zu 6 Schritte bendétigt, namlich je while (Links <= Rechts) and (not Gefunden) loop
einer fur die vier Bedingungen (Lir<=Rechts), : Z
(notGefunden), A(Mitte)=S und A(Mitte)<S 6 Sehritt i en Gefunden := true; log(n)
und je einer fiir zum Beispiel die Wertzuweisungen f Links := Mitte+1: mal

Mitte := (Rechts+Links) / 2; und Links := Mitte+1; else Rechts := Mitte-1: end {f:

[Z&hlt man das andoch zusétzlich, so sind es sogar bis zu 7 2 Sehrit Snd loop;
Schritte; das Folgende ist dann entsprechend anzupassen.] if not, Gefunden then Mitte := 0; end if;
Wie oft wird die Schleife durchlaufen? Das Intervall von Links 2S 3hri'['[.eﬁ———-"""""”—”ﬂl -- "drucke das Ergebniditte aus"
bis Rechts halbiert sich mindestens in 