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H.1 Einfiihrung

Grundidee: Schliissel sollen durch einen einzigen Zugriff auf
eine Tabelle (mit maximal p Eintrdgen) gefunden werden.
Gegeben sei eine Menge moglicher Schliissel S und die
Tabellengrofe, dies ist eine natiirliche Zahl p << [S|.

Es ist eine Abbildung f: S - {0, 1, ..., p-1} zu konstruieren,
sodass es in einer zufillig ausgewdhlten n-elementigen
Teilmenge B={b,,...,b,} IS (mit n<p) im Mittel nur wenige
Elemente b, #b; mit f(b,)=f(b,) gibt.

Die drei Operationen Suchen, Einfiigen und Loschen miissen
sehr "effizient" realisiert werden:

- Entscheide, ob s[IS in B liegt (und gib an, wo). FIND
- Fiige einen Schliissel s in B ein. INSERT
- Entferne einen Schlissel s aus B. DELETE
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Ziel dieses H. Kapitels:

Beim Hashing werden die Elemente einer Menge nicht wie bei
einem Suchbaum sortiert und durch Vergleiche wiedergefunden,
sondern man berechnet mit Hilfe einer "Hashfunktion" aus dem
Schliissel einen Index (eine "Adresse"), unter dem der Schliissel
in einer "Hash"-Tabelle abgelegt wird.

In diesem Kapitel lernen Sie, welche Eigenschaften solch eine
Hashfunktion besitzen muss, welche Funktionen in der Praxis
eingesetzt werden, wie man durch Freihalten von Speicherplatz
im Mittel eine konstante Such- und Einfiligezeit erreicht, wie
man das Loschen effizient behandelt und wie man den
Speicherbereich dynamisch vergréfern kann. Zugleich werden
Ihnen die hierfiir bendtigten Parameter (Tabellengrofe,
Auslastungsgrad, Kollisionsstrategien, Zyklenldnge) und ihre
Bedeutung fiir Anwendungen vermittelt.

Fiir die Abbildung f: S - {0, 1,...,p-1} miissen wir daher
mindestens folgendes fordern:

- Sie muss surjektiv sein.

- Sie muss "gleichverteilt" sein, d.h., fiir jedes 0 < m < p sollte
die Menge S_ = {sUS | f(s)=m} ungefahr |S|/p Elemente
enthalten.

- Sie muss schnell berechnet werden konnen.

Solch eine Abbildung f heiflt Schliisseltransformation
oder Hashfunktion. (Genaueres siche H.4.1.)

Diese Funktion verstreut die mdglichen Schliissel {iber
den Indexbereich {0, 1, ..., p-1}. Daher der Name:

Hashing = (iiber eine Tabelle) gestreute Speicherung



Folgende 6 Elemente S, bis S, sollen gespeichert werden:

Nehmen wir an, wir hétten eine solche Abbildung

f: S - {0,1,...,p-1}, dann werden wir zur Speicherung
von Teilmengen A von S ein Feld deklarieren:

A: array (0..p-1) of <Datentyp zur Menge S>

Jedes Element s [JS wird unter der Adresse f(s) gespeichert,
d.h., nach dem Speichern sollte A(f(s))=s gelten.

Um festzustellen, ob ein Schliissel s in der jeweiligen
Teilmenge liegt, braucht man nur zu priifen, was in A(f(s))
steht. Doch es entstehen Probleme, wenn in der konkreten
Teilmenge B mehrere Elemente mit gleichem f-Wert
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("Kollisionen") enthalten sind. 10  Das array
Wie sieht es mit den Operationen INSERT und DELETE i l}llelm

. . . . . 12 ash-
aus? Wir schauen uns zunachst eine Skizze und dann ein Tabelle

Beispiel an.
Hier ist f(s,) = f(s,) = 6. Was nun?
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Wir demonstrieren dies am lateinischen Alphabet, wobei wir
nur die groBen Buchstaben A, B, C, ... verwenden. Als Codie-
rung ¢ wihlen wir die Position des Buchstabens im Alphabet,
und als Menge B die Menge A der Monatsnamen:

Beispiel "modulo p"

S = 2" = die Menge aller Folgen iiber einem t-elementigen
Alphabet > = {0, a,, ..., 0, }.

Weiterhin sei p eine natiirliche Zahl, p>1. a| ¢(a) a | ¢(a) a| ) Abzubildende
Al 710 s |19 Meneged:
Eine nal}e 11egende; Codlerun*g ¢:Z - {0,1,...,t-1} ist Bl 2 K| 11 T | 20 A= {JANUAR,
¢(a,)=1i. Als Abbildung f: 2" - {0,1,...,p-1} kann man cl 3 Ll12 Ul 21 FEBRUAR,
dann die Codierung eines Anfangsworts der Linge q D! 4 M| 13 V|22 MAERZ,
wihlen (fiir ein q mit 0 < q < r) oder Teile davon: El 5 N | 14 w! 23 ﬁf IFIIILJ Sﬁ‘l’
q F| 6 O] 15 X |24 AUGUST,
£ _ d G| 7 P | 16 Y | 25 SEPTEMBER,
(a0, ..0) = ( Z ¢(a;,) ) mod p. ul g Q|17 7 | 26 OKTOBER,
j= Il o9 R 1| 18 NOVEMBER,
DEZEMBER}.

7 8



q
Wir berechnen nun (0, 0, ...0; ) = ( Z ¢(O(ij) ) mod p.
j =

fiir alle Worter aus A. Zum Beispiel muss man fiir das Wort
JANUAR als erstes die zu q gehérende Summe

¢(J)=10 (im Falle g=1),

() +d(A)=10+1=11 (im Falle q=2),

)+ d(A)+d(N)=10+1+14=25 (im Falle q=3),
O+ d(A) + d(N) + ¢(U)=46 (im Falle q=4) usw.
ermitteln. Wir listen zunichst diese Summen in der folgen-
den Tabelle fiir verschiedene q auf; hierbei kann man auch
Buchstaben weglassen und H.B. nur den ersten und dritten
Buchstaben betrachten ("1.+3."); spater miissen wir diese

Werte modulo p (siehe libernidchste Tabelle, die nur drei
der sechs Spalten aus der anderen Tabelle benutzt) nehmen.

Wir erhalten fiirq=1, 2, 3, 4 und fiir "1. und 3.", "2. und 3." die Werte:

Monatsname =1 g=2 g=3 qg=4 1.+3. 2.+3.
JANUAR 10 11 25 46 24 15
FEBRUAR 6 11 13 31 8
MAERZ 13 14 19 37 18
APRIL 1 17 35 44 19 34
MAI 13 14 23 23 22 10
JUNI 10 31 45 54 24 35
JULI 10 31 43 52 22 33
AUGUST 1 22 29 50 8 28
SEPTEMBER 19 24 40 60 35 21
OKTOBER 15 26 46 61 35 31
NOVEMBER 14 29 51 56 36 37
DEZEMBER 4 9 9 14 4 5
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Wir verwenden nur die Spalten "q=2", "q=3" und "2.+3.", wihlen als p

die Zahlen 17 und 22 und erhalten:

Monatsname q=2 q=3 2+43. q=2 q=3 2.+3.
p=17 p=17 p=17 p=22 p=22 p=22
JANUAR 11 8 15 11 3 15
FEBRUAR 11 13 7 11 13 7
MAERZ 14 2 6 14 19 6
APRIL 0 1 0 17 13 12
MAI 14 6 10 14 1 10
JUNI 14 11 1 9 1 13
JULI 14 9 16 9 21 11
AUGUST 5 12 11 0 7 6
SEPTEMBER 7 6 4 2 18 21
OKTOBER 9 12 14 4 2 9
NOVEMBER 12 0 3 7 7 15
DEZEMBER 9 9 9 9 5 .

In der Tabellen haben wir bereits die genannte Modifikation
fiir f benutzt, indem wir eine Teilmenge der Indizes
{1,2,...,r} ausgewdhlt und die zugehorigen Buchstabenwerte
aufsummiert haben. In der Tabelle auf den vorherigen Folien
sind dies die Teilmengen

{1, 3}, bezeichnet durch 1.+3. sowie

{2, 3}, bezeichnet durch 2.+3.

Die Abbildungen, die in den Spalten angegeben sind, sind
untereinander nicht "besser" oder "schlechter", sondern sie
sind nur von unterschiedlicher Qualitét fiir unsere spezielle
Menge A der Monatsnamen. Wir wihlen nun irgendeine
dieser Funktionen und fiigen mit ihr die Monatsnamen in
eine Tabelle (= in ein array A = in eine "Hashtabelle" A)
mit p Komponenten ein.
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Fiir die Abbildung wihlen wir willkiirlich q=2 und p=22 und
berechnen also hier die Hashfunktion

f(ailuiz "'Gir) = ( ¢(qil )+ ¢(a12) ) mod 22.

Zum Beispiel ist dann f(JANUAR) = (10+1) mod 22 =11
und f(OKTOBER) = (15+11) mod 22 = 4. Alle Werte dieser
Abbildung finden Sie in der entsprechenden Spalte fiir q=2
und p=22 auf der vorletzten Folie.

Die Monatsnamen tragen wir in ihrer jahreszeitlichen Reihen-
folge nacheinander in das Feld A ein. Die Menge S = Z" ist
unendlich; doch nehmen wir hier an, dass die tatsdchlich
benutzten Worter der Menge S hochstens die Lange 20 haben
(kiirzere Worter werden durch Zwischenrdume, deren ¢-Wert
0 sei, aufgefiillt) und deklarieren daher die Hashtabelle:

A: array (0..p-1) of String(20);

Fiige das Wort JANUAR

Konflikt! Verschiebe
FEBRUAR um einen

mit f(JANUAR) = 11 ein:

Fiige das Wort FEBRUAR
mit f(FEBRUAR)=11 ein:

JANUAR

FEBRUAR

MAERZ

MAI

APRIL

e
>

/ Platz nach hinten.
/ Fiige das Wort MAERZ

mit f(MAERZ)= 14 ein:

Fiige das Wort APRIL mit
f(APRIL) = 17 ein:

Fiige das Wort MAI mit
f(MAI)=14 ein:
Konflikt! Verschiebe
MAI um einen Platz |
nach hinten.

—_
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Es wird sicher auch folgender Fall auftreten:

Wir mochten einen Schliissel s mit Hashwert f(s) = k
in die array-Komponente A(k) eintragen; dort befindet
sich jedoch bereits ein Schliissel (es tritt ein "Konflikt"
ein). Wir werden verschiedene Konfliktstrategien
kennen lernen. Die einfachste ist sicherlich: Lege den
Schliissel s in die Komponente A(k+1); ist diese
ebenfalls besetzt, so versuche es mit A(k+2) usw.,
wobei man von der Komponente A(p-1) nach A(0)
iibergeht (das Feld wird also als zyklisch aufgefasst).

Diese Vorgehensweise wird nun auf den néchsten
Folien demonstriert; hierbei tritt bereits beim zweiten
Schliissel ein Konflikt auf.

Ein weiteres Beispiel finden Sie in Abschnitt H.6.

AUGUST Fiige nun weiterhin die
SEPTEMBER Worter JUNI, JULI,

AUGUST, SEPTEMBER,
OKTOBER OKTOBER, NOVEMBER,
NOVEMBER Die zugehorigen f-Werte

lauten: 9,9, 0,2, 4,7, 9.
JUNI
JULI Es entstehen erneut
JANUAR Konflikte bei JUNI, JULI
FEBRUAR und DEZEMBER. JULI
DEZEMBER muss um einen, DEZEM-
MAERZ BER um zwei Plitze
MAI

verschoben werden.
APRIL Dabei entsteht ein Kon-

flikt mit JANUAR, d.h.,
man muss DEZEMBER bis
Platz 13 verschieben. 16
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

AUGUST

SEPTEMBER

OKTOBER

NOVEMBER

JUNI

JULI

JANUAR

FEBRUAR

DEZEMBER

MAERZ

MAI

APRIL

Dies ist die Hashtabelle
nach Einfiigen der 12
Schliissel.

Suchen:

Gesucht wird APRIL. Es
ist f(APRIL) = 17. Man
priift, ob A(17) = APRIL
1st. Dies trifft zu, also ist
APRIL in der Menge.

Gesucht wird JULL. Es ist
f(JULI) = 9. Man priift, ob
A(9) = JULI ist. Dies trifft
nicht zu. Da A(9) besetzt
ist, konnte JULI durch
einen Konflikt verschoben
worden sein, also priift
man, ob A(10) = JULI ist.
Dies trifft zu, also ist JULI

in der Menge.
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Wie viele Vergleiche braucht man, um einen Schliissel zu finden,
der in der Menge liegt?

JANUAR:
FEBRUAR:
MAERZ:
APRIL:
MAI:

JUNI:
JULI:
AUGUST:

SEPTEMBER:

OKTOBER:
NOVEMBER:
DEZEMBER:

insgesamt

1 Vergleich
2 Vergleiche
1 Vergleich
1 Vergleich
2 Vergleiche
1 Vergleich
2 Vergleiche
1 Vergleich
1 Vergleich
1 Vergleich
1 Vergleich
5 Vergleiche

19 Vergleiche

Im Mittel braucht man
also

19/12 = 1,6 Vergleiche,
falls der Schliissel in
der Menge ist
(erfolgreiche Suche)
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

AUGUST

SEPTEMBER

OKTOBER

NOVEMBER

JUNI

JULI

JANUAR

FEBRUAR

DEZEMBER

MAERZ

MALI

APRIL

Gesucht wird DEZEMBER. Es
ist f(DEZEMBER) = 9. Man
priift, ob A(9) = DEZEMBER
ist, dann fir A(10) usw. bis
man entweder auf DEZEMBER
oder auf einen leeren Eintrag
triftt.

Gesucht wird JURA. Es ist
f(JURA) = 9. Man priift, ob A(9)
= JURA ist. Dies trifft nicht zu,
also geht man zu A(10) usw.,
bis man auf den leeren Eintrag
A(16) trifft, dort bricht die
Suche ab und JURA ist nicht in
der Menge der Monatsnamen.

Wie 16scht man? (Spéter!) |,

Wie viele Vergleiche braucht man fiir einen Schliissel, der nicht in
der Menge liegt? Gehe jede Komponente des Feldes hierzu durch
(f soll gleichverteilt sein, siche Anfang von Kapitel H.1):

—_

SYrIarbedbde

2 Vergleiche
1 Vergleich
2 Vergleiche
1 Vergleich
2 Vergleiche
1 Vergleich
1 Vergleich
2 Vergleiche
1 Vergleich
8 Vergleiche
7 Vergleiche

Gesamt:

11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:

6 Vergleiche
5 Vergleiche
4 Vergleiche
3 Vergleiche
2 Vergleiche
1 Vergleich
2 Vergleiche
1 Vergleich
1 Vergleich
1 Vergleich
1 Vergleich

55 Vergleiche

Im Mittel braucht
man also 55/22

= 2,5 Vergleiche,
falls der gesuchte
Name nicht in der
Menge ist
(erfolglose Suche).

20



Vergleich mit einem ausgeglichenen Suchbaum:

/ o \
FEBRUAR NOVEMBER
AUGUST JANUAR MAI OKTOBER
APRIL DEZEMBER JULI MAERZ SEPTEMBER

Mittlere Anzahl der Vergleiche fiir Elemente, die in der Menge
sind: (1+2+2+3+3+3+3+4+4+4+4+4)/12 = 3,1 Vergleiche.
Falls das Element nicht in der Menge ist (13 null-Zeiger):

im Mittel 49/13 = 3,8 Vergleiche.

Wir vernachléssigen hier, dass man an jedem Knoten eigentlich zwei Vergleiche durchfiihrt: auf "Gleichheit" und auf "Groped'.

H.2 Hashfunktionen

H.2.1 Aufgabe:
n Elemente einer (sehr grolen) Menge S sollen in einem Feld

array (0..p-1) of ... gesucht und dort in irgendeiner Reihen-
folge eingefiigt und geldscht werden konnen.

Es sei [S| > p (sonst ist die Aufgabe ohne Konflikte durch
irgendeine injektive Zuordnung zu l6sen).

Benutze hierfiir eine Funktion f: S - {0,1,...,p-1}, genannt

Hashfunktion, die

- surjektiv ist (d.h., jede Zahl von 0 bis p-1 tritt als Bild auf),

- die die Elemente von B mdglichst gleichmaBig tiber die
Zahlen von 0 bis p-1 verteilt und

- die schnell berechnet werden kann.
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Zeitbedarf: Die Hashtabelle ist deutlich gilinstiger. Man
muss aber die Berechnung der Abbildung f hinzu zihlen,
die allerdings nur einmal je Wort durchgefiihrt wird.

Speicherplatz: Wir benétigen 22 statt 12 Bereiche fiir die
Elemente der Schliisselmenge S. Dafiir sparen wir die Zeiger
des Suchbaums. Es hingt also vom Platzbedarf ab, den jedes
Element aus S braucht, um abschétzen zu kénnen, ob sich
diese Tabellendarstellung mit der Abbildung f lohnt.

Sie ahnen es schon: Hashtabellen sind in der Regel
deutlich giinstiger als Suchbdaume. Allerdings darf man die
Tabelle nicht zu sehr fiillen, da dann die Suchzeiten,
insbesondere fiir Worter, die nicht in der Tabelle sind,
stark anwachsen. Erfahrungswert: Mindestens 20% der
Plétze sollten stindig frei bleiben.

22

In der Praxis verwendet man meist das

H.2.2 Divisionsverfahren

1. Fasse den gegebenen Schliissel s als Zahl auf.

2. Bilde den Rest der Division durch die Zahl p
f(s) = s mod p.

Diese Restbildung hatten wir in H.1 benutzt.

(p wihlt man meist als Primzahl, um Abhéngigkeiten bei der
Modulo-Bildung zu verringern; bei quadratischer Kollisions-
strategie, siche unten, maximiert man hierdurch die Zykelldnge.)

24



Ein anderes Verfahren verwendet eine "moglichst irrationale”
Zahl z zwischen 0 und 1.

H.2.3 Multiplikationsverfahren:
(p ist die GroBe der Hashtabelle)

1. Fasse wiederum den gegebenen Schliissel s als Zahl auf.

2. Multipliziere diese Zahl mit z und betrachte nur den
Nachkommateil, d.h., die Ziffernfolge nach dem
Dezimalpunkt:

g(s)=sz-03 -z
(dies ist eine reelle Zahl groBer gleich 0 und kleiner 1).

3. Erweitere dies auf das Intervall [0..p) und bilde den
ganzzahligen Anteil:

f(s) = [p-g(s)lJ
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H.2.4: Wenn Zeichenfolgen als Schliisselmenge S = Z*
vorliegen, wahlt man gerne ein Teilfolgenverfahren (hier bzgl.
der Division vorgestellt; analog: bzgl. der Multiplikation):

1. Codiere die Buchstaben: ¢:~ - {0, 1, ..., t-1}, H.B. ASCII.
2. Wiihle fest eine Teilfolge i, 1, ... 1.

3. Wihle als Hashfunktion f: 2* - {0,1,...,p-1}

q
flono, o) = () ¢(@;,)) mod p
2

oder verwende allgemein eine gewichtete Summe mit

irgendwelchen speziell gewdhlten Zahlen x,, x,, ..., X,

q
fla,a,...a,) = ( X;- ¢(aij)) mod p.
2
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Beispiel: Seien p =22 und z = 0,624551.
Dann gilt fiir s = 34: s-z=21,234734, g(s) =0,234734.

f(s) = ganzzahliger Anteil von p-g(s)= [5,164148[F 5.

Hinweise:
1. Die Zahl |c,| = 0.618 033 988 749 894 848 204 ... gilt als gut

geeignete Zahl H.

2.Es kann auch g(s) = [3-z[]- s-z benutzt werden.
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Definition H.2.5: Eine Hashfunktion f: S - {0,1,...,p-1}
hei3t perfekt bzgl. einer Menge B [J S (mit |B| < p) von
Elementen, wenn f auf der Menge B injektiv ist, wenn also
fur alle Elemente b, #b, aus B stets f(b) #f(b,) gilt.

Wenn man einen unverdnderlichen Datenbestand hat (etwa
gewisse Worter in einem Lexikon oder die reservierten
Worter einer Programmiersprache), so lohnt es sich, eine
Hashtabelle mit einer perfekten Hashfunktion einzusetzen,
da dann die Entscheidung, ob ein Element b in der Tabelle
vorkommt, durch eine Berechnung f(b) und einen weiteren
Vergleich getroffen werden kann.

Durch Ausprobieren lassen sich solche perfekten Funktio-
nen finden. Siehe Spalte 2.+3. und p=17 auf Folie 12.

28



H.3 Techniken beim Hashing

Man unterscheidet beim Hashing zwei Techniken: das
geschlossene Hashing mit angefiigten Uberlaufbereichen
und das offene Hashing, das alle Schliissel im vorgegebenen
Array unterbingt.

H.3.1 Geschlossenes Hashing

Beim geschlossenen Hashing ldsst man keine Korrekturen des
Hashwertes zu, sondern die Hash-Funktion fithrt zu einem
Index, {iber den man zu einer Datenstruktur gelangt, an der
sich der gesuchte Schliissel befindet, befinden miisste oder an
der er einzufiigen ist. In der Regel werden alle gespeicherten
Schliissel, die den gleichen Hash-Wert besitzen, in eine
lineare Liste oder in einen Suchbaum eingefiigt.

29

Skizze: "Externe" Hashtabelle

p=13

Halde

Uberlaufprobleme miissen mit der Haldenverwaltung geldst werdep!

Als Beispiel betrachten wir auf der nachsten Folie den Fall,
dass alle Schliissel, die den gleichen f-Wert haben, in einer
linearen Liste gespeichert werden. In der Hashtabelle A steht
an der Stelle A(i) der Zeiger auf die Liste der Schliissel s mit
f(s)=1.

Auf diese Weise entstehen keine Kollisionen in der Hashtabelle,
sondern dieses Problem wird in die Verwaltung der p Listen
verlagert.

(Hinweis: In der Praxis ist dies die "Haldenverwaltung".)

Die Hashtabelle ist somit nur eine Zugriffsstruktur fiir viele
gleichartige Speicherstrukturen, die relativ klein gehalten
werden kdnnen. Man spricht auch von externen Hashtabellen
oder von Hashing mit externer Kollision.
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Zeitaufwand beim geschlossenen Hashing: Das Suchen
("FIND") erfordert einen Zugriff auf das Feld A(f(s)) und an-
schlieBend muss die jeweilige Datenstruktur durchsucht werden.

Auch Einfiigen ("INSERT") und Loschen ("DELETE") laufen
bis auf den ersten Zugriff wie bei den zugrunde liegenden
Datenstrukturen ab.

Vorteil des geschlossenen Hashings: Man muss keine feste
obere Grenze fiir die Menge B der Schliissel vorgeben. Vor
allem, wenn viel geloscht wird, kann man die schnellen Algo-
rithmen der jeweiligen Datenstrukturen einsetzen. Insbesondere
bei groflen Datenbestédnden lohnen sich Suchbdume.

Nachteil: Das Verfahren héngt von der Verwaltung der Listen
(Zugriffszeiten, Garbage Collection) ab. (Offenes Hashing ist
meist effizienter, siche im Folgenden).
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H.3.2 Offenes Hashing

Beim offenen Hashing wird der tatsdchliche Index, unter dem der
Schliissel s spéter steht, erst mit dem Eintragen, also ggf. nach dem
Durchlaufen einer Kollisionsstrategie, bestimmt. In diesem Fall
befinden sich alle Schliissel im Speicherbereich, den der Indexraum
vorgibt (also im array (0..p-1)), und es gibt keine Uberlaufbereiche.

Die Bezeichnungen ,,offen und ,,geschlossen‘ sind anfangs
verwirrend, da sie aus der Indexzuordnung abgeleitet wurden und
sich nicht auf die Struktur des Speicherbereichs beziehen. Der Index
bleibt also nach der Berechnung des Hashwertes "noch offen" und
wird erst festgelegt, wenn ein freier Platz gefunden wurde.

Das Suchen geht in der Regel schnell, sofern mindestens 20% der
Plitze des array frei gehalten werden.
Das FEinfiigen ist nicht schwierig.
Problem: Loschen.
33

H.3.4 Einfiige-Algorithmus (fiir offenes Hashing)

A: Hashtabelle; 1, j: Integer; -- p sei global bekannt
k: Integer :=0; -- k gibt die Anzahl der Schliissel in A an
foriin 0..p-1 loop A(i).besetzt:=false; A(i).kollision:=false;
A(1).geloescht:=false; A(i).behandelt:=false; end loop;
while "es gibt noch einen einzutragenden Schliissel s" loop
ifk <p then
k :=k+1;j = f(s); -- jist der Index in A fiir s
if A(j).geloescht or not A(j).besetzt then A(j).besetzt := true;
A(j).Schluessel :=s; A(j).Inhalt == ...;
else A(j).kollision := true; "Starte eine Kollisionsstrategie";
end if;
else "Tabelle A ist voll, starte eine Erweiterungsstrategie fir A";
end if;
end loop;
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H.3.3 Datentypen fiir das offene Hashing festlegen
(die Booleschen Werte brauchen wir erst spéter; in der Praxis

speichert man den Hashwert f(s) des Schliissels s zusétzlich ab;
in der Regel ldsst man die Komponente "Inhalt" weg, wenn der
Schliissel auf den eigentlichen Speicherort verweist):

type Eintragtyp is record
belegt: Boolean; geloescht: Boolean;
kollision: Boolean; behandelt: Boolean;
Schluessel: Schluesseltyp;
Inhalt: Inhalttyp;

end record;

type Hashtabelle is array(0..p-1) of Eintragtyp;

FIND: Der Suchalgorithmus lautet dann: ...
INSERT: Der Einfiigealgorithmus lautet dann: ...

H.3.5 Das Suchen erfolgt dhnlich:

Um einen Eintrag mit dem Schliissel s zu finden, berechne
f(s) und priife, ob in A(f(s)) ein Eintrag mit dem Schliissel s
steht. Falls ja, ist die Suche erfolgreich beendet, falls nein,
priife A(f(s)).kollision. Ist dieser Wert false, dann ist die
Suche erfolglos beendet, anderenfalls berechne mit der
verwendeten Kollisionsstrategie (s.u.) einen neuen Platz j und
priife erneut, ob der Schliissel s gleich A(j).Schliissel ist; falls
ja, ist die Suche erfolgreich beendet, falls nein, priife den
Wert von A(j).kollision. Ist dieser Wert false, dann ist die
Suche erfolglos beendet, anderenfalls berechne mit der ver-
wendeten Kollisionsstrategie einen neuen Platz j usw.

Wir wenden uns nun den Kollisionen und ihrer Behandlung
Zu.

34

36



Definition H.3.6: Sei f: S - {0, 1,...,p-1} eine Hashfunktion.

Gilt f(s) = f(s") fiir zwei einzufiigende Schliissel s und s', so
spricht man von einer Primérkollision. In diesem Fall muss der
zweite Schliissel s' an einer Stelle A(i) gespeichert werden, fiir
die i # f(s") gilt.

Ist f(s') = 1 und befindet sich auf dem Platz A(i) ein Schliissel s"
mit f(s") # 1, so spricht man von einer Sekundérkollision, d.h.,
die erste Kollision beim Eintragen von s' wird durch einen
Schliissel s" verursacht, der vom Hashwert her nicht an die
Position i gehdrt und selbst durch Kollision hierhin gelangt ist.

Wenn man eine Strategie zur Behandlung von Kollisionen
festlegt, so kann man sich gegen die Primérkollisionen kaum
wehren, aber man kann versuchen, die Sekundéarkollisionen
klein zu halten.
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Definition H.3.7: Kollisionsstrategien ("Sondieren")

Der Schliissel s soll stets unter dem Indes f(s) gespeichert
werden. Ist diese Komponente bereits besetzt, so versuche man,
den Schliissel s unter dem Index Gf(s,i) einzufiigen. Es sei i die
Zahl der versuchten Zugriffe. c ist eine fest gewihlte Konstante
mit ggT(c,p)=1; man kann stets c=1 wéhlen.

G(s,1) = (f(s)tic) mod p  heiBit "lineare Fortschaltung" oder
"lineares Sondieren" oder
"Lineares Hashing".

G(s,1) = (f(s)+1?) mod p heiB3t "quadratische Fortschaltung"
oder "quadratisches Sondieren".
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Beispiel: Sei
A = {JANUAR, FEBRUAR, MAERZ, APRIL, MAI, JUNI, JULI,
AUGUST, SEPTEMBER, OKTOBER, NOVEMBER, DEZEMBER} mit

(0,0, ...0,) = (¢(a,)+ ¢(a,) ) mod 14. Drei Schliissel

werden in der Reihenfolge JANUAR, FEBRUAR, OKTOBER
eingegeben. Es gilt:

f(JANUAR) = 11, f(FEBRUAR) = 11, f(OKTOBER) = 12.

Wir tragen JANUAR in der Komponente A(11) ein.

Der Schliissel FEBRUAR fiihrt zu einer Primérkollision. Die
Strategie moge lauten: Gehe von Platz j zum néichsten Platz
j+1. Dann wird FEBRUAR in dem Platz A(12) gespeichert.
Der Schliissel OKTOBER gehort in den Platz A(12), doch hier
steht ein Schliissel, der dort nicht hingehort, sondern durch eine
Kollision hierhin verschoben wurde. Folglich fiihrt OKTOBER
zu einer Sekundérkollision. (OKTOBER wird dann auf Platz
A(13) eingetragen.)
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Beispielskizze: Lineares Sondieren mit
c=1

i
—
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% f(s,) = f(s,) = f(sg) =2
f(s;,) =4, f(s,) =3, 1(s) =6

—_
[\
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Das lineare Sondieren ist ein leicht zu implementierendes
Verfahren, das sich in der Praxis bewahrt hat. Nachteil ist
die sog. "Clusterbildung", die durch Sekundirkollissionen
hervorgerufen wird (siehe auch das vorige Beispiel):

Die Wahrscheinlichkeit, auf eine bereits durchlaufene
Kollisionkette zu stoflen, wird im Laufe der Zeit groBBer
als die Wahrscheinlichkeit, auf Anhieb einen freien Platz
zu finden. Dadurch miissen die Kollisionketten immer
nachvollzogen werden: Es bilden sich sog. Cluster, siehe
Erlduterung unten.

Der Vorteil des linearen Sondierens liegt darin, dass man
bei dieser Kollisionsstrategie Werte aus der Hashtabelle
wieder l6schen kann.
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H.3.8 Clusterbildung bei linearem Sondieren

Es moge die nebenstehende Situation mit
dem Cluster A(3) bis A(7) entstanden sein.

Es soll nun ein weiterer Schliissel s
eingefiigt werden. Ist f(s) einer der Werte
3,4,5, 6 oder 7, so wird s bei linearem
Sondieren mit c=1 in A(8) gespeichert.

S, Die Wahrscheinlichkeit, dass im néachsten
S Schritt A(8) belegt wird, ist daher 6/13,
wihrend fiir jeden anderen Platz nur die
Wahrscheinlichkeit 1/13 gilt.

O 00 13 &N i A W N — O
n
w

10 Cluster haben also eine hohe Wahrschein-
11 lichkeit, sich zu vergroBern. Genau dieser
12 Effekt wird in der Praxis beobachtet.
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Das quadratische Sondieren ist ebenfalls leicht zu imple-
mentieren. Sein Vorteil ist, dass die Sekundéarkollisionen
und damit die Clusterbildung reduziert werden. (Bei
Primirkollisionen miissen natiirlich alle Versuche erneut
nachvollzogen werden.)

Der Nachteil des quadratischen Sondierens besteht darin,
dass der Aufwand, um Werte aus der Hashtabelle wieder
zu loschen, unzumutbar grof} ist. Man markiert daher die
geloschten Elemente als "geldscht", belésst sie aber weiter
in der Tabelle und entfernt alle geloschten Elemente erst
nach einiger Zeit gemeinsam (siche unten H.4).

Um nicht in kurze Zyklen bei der Kollisionsstragegie zu
gelangen, muss man beim quadratischen Sondieren
unbedingt verlangen, dass die Grof3e der Hashtabelle p
eine Primzahl ist. Dies wird in Satz H.3.10 begriindet.
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Die Clusterbildungen beruhen auf den Sekundérkollisionen.
Diese werden beim quadratischen Sondieren reduziert.

Als Beispiel betrachten wir erneut A = {JANUAR, FEBRUAR,
MAERZ, APRIL, MAL JUNI, JULI, AUGUST, SEPTEMBER,
OKTOBER, NOVEMBER, DEZEMBER} mit p=22.

Als Abbildung verwenden wir dieses Mal die Hashfunktion
flo,0, ...0,) = (2¢(a,) + d(ar,)) mod 17.
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Quadratisches Sondieren:
Wir fiigen die Worter ein
JANUAR, FEBRUAR,
MAERZ, APRIL, MAI,
JUNI, JULI, AUGUST,
SEPTEMBER, OKTOBER,
NOVEMBER, DEZEMBER .

Die zugehorigen f-Werte
lauten: 4, 0, 10, 1, 10, 7, 7,
6,9,7,9,13.

Tragen Sie die Worter in
die zunichst leere Tabelle
ein. Es ergibt sich am Ende
die nebenstehende Tabelle.

45

Wenn eine Zahl erneut auftritt, so muss es zwei Zahlen i

und j geben mit i#j, 120, j=0 und
(f(s)+i%) mod p = (f(s)+;?) mod p,

d.h. (i*?) mod p = (i+j)(i-j) mod p = 0.

Wenn p eine Primzahl ist, dann muss (i-j) oder (i+j) durch p
teilbar sein. Wir nehmen an, dass wir hochstens p Mal das
quadratische Sondieren durchfiihren, d.h., dass 0<i<p-1
und 0<j<p-1 gelten. Dann ist -p < (i-j) <p und wegen

1#] kann daher p nicht (i-j) teilen. Also muss p die Zahl (i+j)
teilen. Das geht aber nur, wenn mindestens eine der beiden
Zahlen grof3er als die Hélfte von p+1 ist. Also gilt:

Satz H.3.10 (Zykluslédnge beim quadratischen Sondieren)
Beim quadratischen Sondieren kann frithestens nach (p+1)/2
Schritten eine Zahl erneut auftreten, sofern p eine Primzahl ist.

47

H.3.9: Linge von Zvyklen bei Kollisionsstrategien

Wir miissen uns nun {iberzeugen, dass bei den Kollisions-
strategien keine zu kurzen Zyklen durchlaufen werden. Beim
linearen Sondieren ist dies gewahrleistet: Wenn ¢ und p
teilerfremd sind (ggT(c,p)=1), dann durchliuft die Folge der
Zahlen (f(s)+ic)modp (fiiri=0,1,2,...) alle Zahlen von 0
bis p-1, bevor eine Zahl erneut auftritt.

Wir wollen nun zeigen, dass beim quadratischen Sondieren
keine "kurzen" Zyklen auftreten, sofern p eine Primzahl ist.
(Wir nehmen hier an, dass p > 2 und somit ungerade ist.)

Wir fragen daher: Wann tritt in der Folge der Zahlen
(f(s)yti*) mod p fiir i=0,1,2,3,...
erstmals eine Zahl wieder auf?
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Fir 1=(p+1)/2 und j= (p-1)/2 ist (itj)(i-)) mod p=10, da
i+j=p und i-j=1 gilt. Die in Satz H.3.10 genannte Lédnge eines
Zyklus von (p+1)/2 Schritten tritt somit fiir alle Zahlen (auch
fiir die Primzahlen) auf.

Hinweis: Bei einer Primzahl p kommen die "komplementéren
Zahlen" (-i?) mod p beim quadratischen Sondieren nicht vor.
Modifiziert man daher das quadratische Sondieren so, dass
zwischen 1> mod p und (i+1)’ mod p immer (-i*) mod p
eingeschoben wird, so erreicht man die volle Zyklusldnge p.

Ubungsaufgabe:
Beweisen Sie diese Aussage und schreiben Sie eine Prozedur
fiir diese Vorgehensweise.
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H.3.11 Ld&schen in Hashtabellen (DELETE)
Dieses bildet das Hauptproblem beim offenen Hashing.

Der einfachste Weg ist es, das Loschen durch Setzen eines
Booleschen Wertes zu realisieren: Wenn der Eintrag mit dem
Schliissel s geloscht werden soll, so suche man seine Posi-
tion j aufund setze A(j).geloescht := true.

Beim Einfligen behandelt man dieses Feld A(j) dann wie
einen freien Platz (nicht aber beim Suchen).

Nachteil: Wenn oft geloscht wird, dann ist die Tabelle schnell
voll und muss mit gewissem Aufwand reorganisiert werden,
vgl. Abschnitt H.4. Dennoch ist dieses Vorgehen in der Praxis
gut einsetzbar.
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H.4.1 Beispiel fir p="7 und p'= 13

H.4 Rehashing

Was muss man tun, wenn der Auslastungsgrad iiber 80%
hinausgeht oder gar den Wert 1 erreicht? Dann muss man die
Hashtabelle verldngern, also p durch eine Zahl p' > p ersetzen,
hierfiir eine neue Hashfunktion festlegen und die neue
Hashtabelle aus der alten Tabelle, in der die Schliissel in den
Platzen von 0 bis p-1 standen, errechnen.

Diesen Vorgang der Umorganisation innerhalb der bestehenden
Hashtabelle bezeichnen wir als "Rehashing". Dieses Verfahren
wird auch verwendet, wenn man Schliissel, statt sie zu l6schen,
nur als "geldscht" markiert, wodurch im Laufe der Zeit der
Auslastungsgrad zu grof3 und eine Umorganisation mit dem
gleichen p notwendig wird (Rehashing mit p=p").
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H.4.2 Rehashing: Durchlaufe die neue Tabelle von 0 bis p-

I:
0 0 Alle Worter 0
1 1 miissen iiber-
MAE | 2 2 tragen werden. a —_ Puffer
FEB 4 4 Neue Hashfunktion: 1
f'(aa,.0)= L
APR | 3 5| MAE @@.a)=
MAI 6 6 APR (¢(Gl)+¢(d3)) mod13.
7 Lineares Sondieren. | | 7
a ]
p=7 8 FEB Von ogen 1}11ach e Hilfspuffer
.o 9 unten durch-
Worter: 10 MAI gehen und dabei p-1
JAN, FEB, MAE, APR, MALI. 0 umsortieren! :
Alte Hashfunktion (lin. Sond.): 1 AN Wir fangen also p-1 Die alte Tabelle ist der
fimt MAE an, Teil von 0 bis p-1 der
f(o,0, ..0,) = - ann JAN usw. Neue Tabelle neuen Tabelle.
( %2 r) =13 ' o
p 51 mit p' Plitzen 52

(6(a,) +2 d(a;)) mod 7.



