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2 Grammatiken und Formale Sprachen

Wir haben gesehen, dass wir mit EBNF-Regeln den korrekten formalen Aufbau (die Syn-
tax) eines Ada-Programms beschreiben kénnen. Dass wir dabei manche Eigenschaften (z.B.,
dass verwendete Bezeichner auch immer deklariert werden miissen) nicht durch EBNF-Regeln
abbilden konnten, nehmen wir hier nochmals zur Kenntnis.

EBNF-Regeln sind eine Moglichkeit durch sogenannte kontextfreie Grammatiken die zugehori-
gen kontextfreien Sprachen zu beschreiben und sind nicht nur dazu da, die Syntax einer
Programmiersprache anzugeben. Wir werden nun diesen Mechanismus der Beschreibung von
Sprachen durch Grammatiken und verwandte Methoden auf einer formalen Basis betrachten.

2.1 Worter, Alphabete, Sprachen

Die Mengen, aus deren Zeichen wir die Worter bilden, nennen wir Alphabete. Ein Alphabet
ist eine endliche Menge A = {ay,a9,...,a,}.

Ein Wort u iiber einem Alphabet A ist eine endliche Folge von Zeichen aus A:
U= UU2 ... Up-1Un

mit n > 0 und u; € A, 1 < i < n. Das leere Wort (n = 0) in obiger Definition macht beim
Aufschreiben Probleme: wir schreiben es als €.

Die Menge A* aller Worter tiber A heifit Wortmenge — oder freies Monoid — iiber A. Eine
(formale) Sprache ist eine (beliebige) Menge von Wértern iiber A, also eine Teilmenge von A*.

Sprachen, auch solche iiber endlichen Mengen, sind nicht notwendigerweise endlich (z.B. ist
A*, die Menge aller Worter, auch eine Sprache). Die Beschreibung einer unendlich grofien
Sprache kann also insbesondere nicht durch eine Liste aller Worter erfolgen.

Im Vergleich zu natiirlichen Sprachen ist die Verwendung der Begriffe Alphabet, Zeichen und
Wort manchmal verwirrend. Den Begriff eines Satzes gibt es z.B. nicht. Wir werden also nicht
mehrere Worter einer Sprache miteinander zu etwas Ubergeordnetem verkniipfen. Betrachten
wir die Sprache aller syntaktisch korrekten Ada-95-Programme, so ist jedes dieser Programme
ein Wort aus dieser formalen Sprache. Ein Wort einer formalen Sprache kann also durchaus



mit dem iibereinstimmen, was in einer natiirlichen Sprache ein Satz ist, genauso kann bei
der Beschreibung einer formalen Sprache ein Wort einer natiirlichen Sprache plotzlich als
Zeichen aufgefasst werden (wir konnten z.B. bei der Beschreibung der Syntax von Ada 95
die reservierten Worter jeweils als eigenes Zeichen auffassen — das Alphabet kénnte dann das
Element , begin“ enthalten und dies wéire dann etwas anderes als die Aneinanderreihung der
5 Buchstaben ,b“, je“, g ,i“ und ,n“ — wir machen von dieser Moglichkeit allerdings hier
keinen Gebrauch, d.h. hier werden in der Regel die Zeichen eines Alphabets stets einzelne
Zeichen unserer natiirlichen Sprache sein — formal gesehen ist dies aber keine Voraussetzung).

2.2 Operationen auf Wortern

Eine wichtige Verkniipfung von Wértern ist das Hintereinanderschreiben (Konkatenation).

Seien © = ujUy ... Uy, U = V1V ...V, € A* Worter, dann ist
UV ‘= U1U2 ... UpUV1V2 ... Um,
die Konkatenation ist also eine Abbildung A* x A* — A*.

Die Definition gilt natiirlich auch fiir das leere Wort &, hier ergibt sich fiir beliebiges u € A*
die Regel

UE = €U = U.
Stellen wir uns die Konkatenation als Multiplikation vor, konnen wir Potenzen u™ eines Wortes
u definieren als das n-fache Hintereinanderschreiben von u:

wWi=gut =0 i =1,2,. ..

Hier gelten einige der bekannten Rechenregeln fiir Potenzen, z.B.

(n+m) _ ,n,m

u u-u

fir u € A* und n,m € Ny.

2.3 Operationen auf Sprachen

Sprachen sind Mengen, daher kénnen wir die iiblichen Mengenoperationen anwenden: Durch-
schnitt, Vereinigung, Differenz zweier Sprachen, Komplement A* \ L.

Eine spezielle Operation auf Sprachen ist die Konkatenation, sie wird iiber die Konkatenation
von Wortern aus den zu konkatenierenden Sprachen definiert:

LioLy:={uv|u€ Ly,v € Ly}
(man schreibt oft auch kurz L Lo, der ,,0“ wird dann dhnlich wie der ,,-“ bei der mathemati-
schen Multiplikation weggelassen).
Analog zu Potenzen bei Wortern definiert man auch das Potenzieren von Sprachen durch
entsprechend hiufige Konkatenation: L := {¢}, L**! := L'L fiir i > 0.
Achtung: {e} ist nicht die leere Menge () sondern die einelementige Menge, die nur das leere
Wort e enthélt.

L? ist nicht die Menge {u’ | u € L}. Betrachten wir das Beispiel L = {a,b} (die Sprache,
die nur aus den Wortern a und b besteht — wir sehen hier auch, dass a gleichzeitig sowohl

ein Element des Alphabets als auch ein Wort einer Sprache sein kann). Dann ist die Sprache
L?=LoL={uv|uv € L} = {aa,ab,ba,bb}, also mehr als {u? | u € L} = {aa, bb}.



2.4 Darstellung von Sprachen

Wir bedienen uns bei der Beschreibung und Definition von formalen Sprachen oft der Men-
genschreibweise, etwa fiir die Sprache iiber der Menge A := {a, b}, die aus einer Folge von a
besteht, gefolgt von genauso vielen b:

{u€e A" |u=a"b",n € Ny}

Diese Form eignet sich nur fiir halbwegs iibersichtliche Beispiele (wir werden uns in diesem
Abschnitt auf solche iibersichtlichen Beispiele beschrinken), bei komplexeren Sprachen, z.B.
der Menge aller korrekt aufgebauten Ada-Programme, bendtigen wir méchtigere Darstellungs-
formen.

Wir geben statt einer Mengenbeschreibung der formalen Sprache nur eine Menge von Kon-
struktionsregeln an, mit deren Hilfe die Sprache erzeugt werden kann. Zwei Formen dieser
Konstruktionsregeln haben wir mit der EBNF und den Syntaxdiagrammen schon kennenge-
lernt. Wir betrachten hier nun noch eine dritte Form dieses Mechanismus: die konteztfreien
Grammatiken.

Die Idee dahinter ist in allen drei Erscheinungsformen dieselbe: mittels eines Satzes von Regeln
werden Wérter Schritt fiir Schritt aufgebaut, indem gewisse Wortbestandteile (die Nontermi-
nalsymbole) durch andere (normalerweise kompliziertere) Worter ersetzt werden.

Randbemerkung 1: Eine weitere Methode, Sprachen zu definieren, ist ein Verfahren anzugeben,
das feststellt, ob ein gegebenes Wort zur Sprache gehort oder nicht. Derartige Verfahren kann
man mittels Automaten (im Fall der kontextfreien Sprachen Kellerautomaten, auch Pushdown-
Automaten genannt), realisieren; wir nehmen hier nur zur Kenntnis, dass es so etwas gibt.

Randbemerkung 2: Ebenso gibt es effiziente Verfahren, auf Basis von Grammatiken algorith-
misch festzustellen, ob ein Wort zu der von einer Grammatik beschriebenen Sprache gehort —
auch diese werden wir hier nicht ndher betrachten. Stichworte fiir Interessierte sind der Cocke-
Younger-Kasami-Algorithmus, kurz CYK-Algorithmus (dazu werden die Grammatiken in der
Chomsky-Normal-Form bendétigt, jede kontextfreie Grammatik kann in diese Normal-Form
umgewandelt werden) und der Earley-Algorithmus. Ersterer ist Standardstoff im Vordiplom
des Hauptfachs Informatik, letzterer wird in Stuttgart eher selten in den Vorlesungen behan-
delt. Fiir beide finden sich Beschreibungen unter
http://en.wikipedia.org/wiki/Category:Parsing algorithms

2.5 Kontextfreie Grammatiken
2.5.1 Definition
Eine kontextfreie Grammatik wird beschrieben durch vier Komponenten: G = (V, 3, P, S) mit

e ciner nicht leeren endlichen Menge V' von Nonterminalsymbolen

e ciner nicht leeren endlichen Menge 3 von Terminalsymbolen (dies ist unser Alphabet);
es muss gelten VN X = (),

e einem Startsymbol S € V und

e ciner endlichen Menge von Produktionen P C V x (V UX)*.



Die Produktionen haben also die Form (A, x), wobei A ein Nonterminalsymbol ist und z ein
Wort aus Terminal- und Nonterminalsymbolen. Um den Ersetzungsaspekt bei den Produk-
tionsregeln zu betonen schreibt man statt (4, x) oft A — x.

2.5.2 Ableitungen und die Sprache L(G)
Zu zwei Wortern u,v € (V U X)* definiert man den Begriff der Ableitbarkeit:

e Wir nennen v in einem Schritt ableitbar aus u, in Zeichen u = v, wenn es Zerlegungen
u =z Ay und v = 2wy gibt, so dass z,y,w € (VUX)* und A — w € P.

e Wir nennen v in k Schritten ableitbar aus u, in Zeichen u =% v, wenn es zg, 21, ..., 2k
aus (V UX)* gibt mit u = 29, v = zx, und z;_1 = 2;, 1 <i < k. Die z1,29,...,2,_1 sind
also die Zwischenergebnisse des Ableitungsprozesses.

e Wir nennen schliellich v ableitbar aus u, in Zeichen u =* v, wenn u = v gilt oder es ein
k gibt, so dass v in k Schritten aus u ableitbar ist.

Die durch eine kontextfreie Grammatik G definierte Sprache besteht nun aus genau den
Wortern aus Terminalsymbolen, die aus dem Startsymbol abgeleitet werden kénnen:

L(G) ={weX*:S="w}

Wichtig ist, dass hier w € ¥* gilt, also nur Worter zur Sprache gehoren, die keine Nontermi-
nalsymbole mehr enthalten. Worter aus Terminal- und Nonterminalsymbolen nennt man auch
Satzformen.

Eine Sprache L heifit kontextfrei, wenn es eine kontextfreie Grammatik G gibt mit L = L(G).

2.5.3 Beispiel: Bezeichner

Als Beispiel fiir eine Grammatik betrachten wir die Konstruktionsregeln fiir Bezeichner in Ada
(Buchstabe, gefolgt von beliebig vielen Buchstaben, Ziffern und Unterstrichen; Unterstriche
nur einzeln und nicht am Ende des Wortes).

Wir haben bereits Bezeichner in EBNF definiert. Wir beschrianken uns hier der Einfachheit
halber auf die Buchstaben 'a’ und '’ und die Ziffern ’1’ und ’2’. In EBNF formuliert ist ein

e <Bezeichner> ::= <Buchstabe> { [ ’_’ | <Buchstabe> | [ ' | <Ziffer> }
e <Buchstabe> :="a’ |0’ und <Ziffer> :="1"|"2’

Die Erweiterung auf alle Buchstaben und Ziffern ist offensichtlich.

Fiir die Grammatik G = (V, X, P, S) miissen wir nun die vier Komponenten definieren:

e Die Terminalsymbole unserer Sprache sind alle darin vorkommenden Zeichen:
¥ :={a,b,1,2,_}

e Als Nonterminalsymbole verwenden wir (die Wahl ist willkiirlich): V' := {S, R, B, Z},

— S soll fiir einen Bezeichner stehen (das wird also das Startsymbol werden, ,,S“ wie
Start),



— B soll fiir einen Buchstaben (also a oder b) stehen, Z fiir eine Ziffer (also 1 oder
2), R fiir den Rest — nach dem ersten Buchstaben kommt der Rest.

e Da wir S schon zum Startsymbol erklart haben, fehlt nun noch das Wichtigste: eine
Menge von Produktionsregeln.
— Aus B kann ein Buchstabe werden: B — a, B — b.
— Aus Z kann eine Ziffer werden: Z — 1, Z — 2.
— Aus dem Startsymbol wird ein Buchstabe, gefolgt von einem Rest: S — BR.

— Die Schwierigkeit liegt nun darin, diesen Rest R zu definieren. Solange wir den
Unterstrich vernachléssigen, reichen die Regeln R — BR, R — ZR, R — ¢, damit
aus dem Rest beliebig viele Buchstaben und Ziffern erzeugt werden kénnen; wenn
wir fertig sind, diirfen wir wegen der dritten Regel das R zum leeren Wort, dem ¢,
ableiten — R nach e ableiten heifit in der Praxis, wir streichen das R weg.

— Der Unterstrich erfordert die weiteren Produktionen: R — _-BR und R — _ZR.
Nun koénnen wir z.B. den Bezeichner ab_bl_a ableiten:

S = BR = aR = aBR = abR = ab_BR = ab.bR =" abbl.aR = abbl_a

wobei wir im letzten Ableitungsschritt ab_bl_aR = ab_bl_a die Regel R — & verwenden, um
das tiberfliissige R loszuwerden.

2.6 Ableitungen und Biume

Baume sind in zweierlei Weise fiir die Veranschaulichung von Sprachen niitzlich:

e Zum einen konnen wir einen Baum konstruieren, der alle Worter enthélt, die aus dem
Startsymbol abgeleitet werden kénnen.

e Zum andern werden wir Bdume betrachten, die Ableitungen von einem einzelnen Wort
darstellen.

2.6.1 Darstellung von L(G)

Zur Darstellung der ganzen Sprache verwenden wir einen Baum, bei dem die Knoten mit
Wortern aus (VUX)* beschriftet sind und an dem man ablesen kann, was fiir Worter abgeleitet
werden konnen.

e Die Wurzel beschriften wir mit dem Startsymbol.

e Ein mit einem Wort u beschrifteter Knoten hat fiir jedes v € (V U X)*, fir das u = v
gilt, einen mit v beschrifteten Sohn — v hat wiederum Séhne v/, fiir die v = v’ gilt, usw.

Von diesem — im Allgemeinen unendlich groflen — Baum bilden diejenigen Beschriftungen
der Blitter, die nur aus Terminalsymbolen bestehen, die Sprache L(G). Ein Blatt kann nur
dann noch Nichtterminale enthalten, wenn es fiir diese Nichtterminale keine Produktionsregel
gibt — in diesem Fall lésst sich aus dem betreffenden Nichtterminal kein Wort ableiten, es ist



nicht produktiv. Man kann sich leicht iiberlegen, dass man die Grammatik so vereinfachen
kann, dass dieser Fall der nicht produktiven Nichtterminale nicht mehr auftritt.

Der Baum aller Ableitungen unserer Grammatik fiir (eingeschriinkte) Bezeichner:

S

¢

BR

m

aR bR BBR BZR B B_BR B_ZR

%\A/\/\/\/\/\

aBR aZR a a_BR a_ZR

Ao N

Der Baum wird erwartungsgeméfl sehr schnell sehr grof3. Trotzdem sollte uns nicht entgehen,
dass das Wort a zweimal im Baum erscheint, die meisten anderen Bezeichner erscheinen sogar
viel ofter.

2.6.2 Ableitungsbaum eines Wortes

Man kann auch die Ableitung u =* v fiir Nonterminale u € V und Worter v € (V U X)*
mittels eines Baums — er heif3t dann Ableitungsbaum — veranschaulichen.

Hier sind die Knotenbeschriftungen einzelne Symbole aus V U . In die Wurzel schreiben
wir das Nichtterminal v — in der Regel interessieren uns Ableitungsbdume fiir S = w mit
Startsymbol S und Wortern w € 3%, es steht dann das Startsymbol S in der Wurzel.

Wenn im Laufe der Ableitung v =* v ein Nonterminalsymbol A aufgrund einer Produktion
A — w ersetzt wird, fiigen wir alle Symbole aus w der Reihe nach als Sohnknoten des mit A
beschrifteten Knotens ein.

Wie bei Rechenbdumen haben wir hier wieder einen Baum vorliegen, bei dem die Reihenfolge
der Sohnknoten wichtig ist! Es ist ein geordneter Baum.

Der Ableitungsbaum zu S = ab_bl _a lautet



Die Blatter ergeben von ,links nach rechts“ gelesen das aus dem in der Wurzel stehenden
Nonterminal u abgeleitete Wort v. Wir beobachten hierbei, wie das leere Wort ¢ bei der
Konkatenation verschwindet (ab-bl_-ae = ab_bl_a).

Wir sehen, dass die Reihenfolge, in der die Buchstaben hintereinandergereiht werden, grofie
Ahnlichkeit hat mit der Reihenfolge, in der z.B. bei den Fibonacci-Zahlen der Baum der
rekursiven Aufrufe durchlaufen wurde. Wir behalten dies schonmal als interessante Eigenschaft
im Hinterkopf — wir werden dies im Kapitel iiber Zeiger, Listen und Bdume noch vertieft
behandeln.

2.6.3 Eindeutigkeit der Ableitung

Im obigen Baum aller Ableitungen tauchte das Wort a zwei Mal auf. Betrachten
wir die zugehorigen Ableitungen S == BR = aR = a und S = BR = B = a,

so unterscheiden sich diese nur in der Reihenfolge, in der die letzten beiden S
Ableitungsschritte durchgefithrt wurden. Betrachten wir den zugeho6rigen Ablei-
tungsbaum, so ist dieser identisch. /\\

Unterscheiden sich die Ableitungen also nur in der Reihenfolge, in der die Produk- B R
tionen auf Nichtterminale angewendet wurden, entsteht jeweils derselbe Ablei- ¢ ¢
tungsbaum. Solche Ableitungen sehen wir als gleich an. (Diese Form von Mehr-

deutigkeit tritt immer auf, wenn im Ableitungsprozess wenigstens eine Regel @ ¢
verwendet wurde, auf deren rechter Seite mindestens zwei Nichtterminale vor-

kommen — dies ist bei kontextfreien Grammatiken fast immer der Fall.)

Ableitungen, die verschiedene Ableitungsbdume aber dasselbe Wort erzeugen, lassen wir hin-
gegen als verschieden gelten. Wir erhalten folgende Definitionen:

e Worter u € L(G) heiflen eindeutig, wenn sie genau einen Ableitungsbaum besitzen, sonst
heiflen sie mehrdeutig.

e Die Grammatik G heifit eindeutig, wenn alle Worter in L(G) eindeutig sind.

Wichtig: Diese Begriffsbildung ist abhéingig von der Grammatik. Fiir viele Sprachen kann
man sowohl eindeutige als auch mehrdeutige Grammatiken angeben — ein einfaches Beispiel
ist die Sprache {a}* (also die Sprache, die aus allen Wortern besteht, die beliebig h#ufi-
ge Wiederholungen des Buchstaben a sind). Eine Grammatik mit den Produktionsregeln
S — 85 S5 — a, S — ¢ erzeugt die Sprache mehrdeutig, mit den Produktionsregeln
S — aS, S — € kann man sie aber auch eindeutig erzeugen (selbst iiberpriifen).

Warum betrachtet man iiberhaupt Ein-/Mehrdeutigkeit von Grammatiken? Wir
skizzieren die Problematik am Beispiel einer modifizierten if-then-else-Anweisung. Stellen
wir uns vor, Ada hétte kein end if; (wir lassen hier auch das elsif weg) — die if-Anweisung
hétte dann folgenden Aufbau:

if <Bedingung> then <Anweisung> [ else <Anweisung> |

(sollen mehrere Anweisungen in einem der beiden Zweige ausgefiihrt werden, so konnte dies
leicht durch einen Block (begin...end) erreicht werden).

Sehen wir uns dazu eine Grammatik an, die den entsprechenden Ausschnitt aus der Sprach-
definition wiedergibt: Es sei G := (V, X, P, A) mit



e Nonterminalsymbolen V := {A, F, B} (zum Vorstellen: Anweisung, Fallunterscheidung

und Bedingung),

e Terminalsymbolen ¥ := {i,t,e,a1,a9,b1,b2} (zum Vorstellen: if, then, else, zwei An-
weisungen und zwei Bedingungen),

e Produktionen: P := {A — F, A — a1, A — ay, F — iBtAeA, F — iBtA,
B — by, B — bg} (eine sehr kiinstliche Definition, die nur geniigend Regeln zur
Verfiigung stellt, um das folgende Beispiel rechnen zu kénnen).

e Startsymbol ist das vierte Element des Tupels (V, X, P, A), also das A.

Betrachten wir nun die Ableitbarkeit von

A =F ibltibgtaleag

Auf die Programmiersprachen bezogen betrachten wir

if Bedl then if Bed2 then Anwl else Anw2

Dieses Wort ist ableitbar — und zwar auf wesentlich verschiedene Weisen, hier sind die Ablei-

tungsbiume:

|
vt
P

;f;
o
Voo

Also: Das Wort ist nicht eindeutig, somit ist auch G nicht eindeutig.

Allgemein (nicht nur bei Grammatiken) versucht man den formalen Aufbau (die Syntax) in
Einklang mit der Bedeutung (der Semantik) zu modellieren.

Die Nichteindeutigkeit der Grammatik fithrt hier nun zu einem Problem, wenn man die Sprach-
elemente mit ihrer {iblichen Bedeutung versieht: Angenommen, by sei true und bs sei false.
Gemaf der linken Ableitung wiirde ao ausgefiihrt werden, geméfl der rechten jedoch nichts.

Wie ist dieser Konflikt zu 1osen?

e In Ada 95 gibt es das Problem in dieser Art nicht, da durch das end if solche Mehr-
deutigkeiten ausgeschlossen sind.

e In Pascal und C wird der Konflikt durch eine Sonderregel geltst: ein else gehort zum
innersten if, das noch kein else hat — hier entspricht dies dem linken Ableitungsbaum.



e Ein weitere Moglichkeit zur Vermeidung der Mehrdeutigkeit wére, zu jedem if-then
auch stets ein else zu erzwingen, wobei in diesem Zweig dann ggf. nur eine null-
Anweisung stiinde.

Wichtig: die Mehrdeutigkeit resultiert nicht aus der Bedeutung (der Semantik) der Fallunter-
scheidung, sondern tritt losgelost von der Bedeutung schon bei der Grammatik (der Syntaz)
auf.

Randbemerkung 1: Bei kontextfreien Grammatiken kann man jedes ableitbare Wort so ablei-
ten, dass in jedem Schritt jeweils das am weitesten links stehende Nonterminalsymbol abge-
leitet wird. Dies wird als Linksableitung bezeichnet. Diese erlauben eine alternative Definition
der Mehrdeutigkeit: Ein Wort u € L(G) heifit eindeutig, wenn es genau eine Linksableitung
besitzt, sonst heifit es mehrdeutig — untersuchen Sie die Linksableitungen im Beispiel des Be-
zeichners a und im Beispiel der modifizierten if-Anweisung ibqtibstaieas.

Randbemerkung 2: Man sieht den Regeln der Grammatiken im Allgemeinen nicht an, ob sie
zu Mehrdeutigkeiten fiihren oder nicht. Regeln, deren rechte Seiten wie oben gleich beginnen,
reichen dazu nicht aus — untersuchen Sie als Beispiel die Grammatik mit den Produktionsregeln
S— A, S— Aa, A — Aaa, A — ¢, diese Grammatik ist eindeutig, obwohl wir wie im obigen
Beispiel Regeln haben, deren rechte Seiten gleich beginnen.

2.7 Grammatiken, EBNF oder Syntaxdiagramme?
Grammatiken stellen von den dreien vielleicht die formal sauberste Moglichkeit zur Sprachbe-
schreibung dar.

Fiir oft benétigte Konstruktionen (Alternativen, optionale oder wiederholbare Elemente) bie-
tet sich die erweiterte Backus-Naur-Form (EBNF) an. Die zusétzlichen Moglichkeiten lassen
sich jedoch leicht mit Grammatiken simulieren.

o < A>::

<B>|<C>wirdzu A— B, A— C,
e <A>:u=[<B>| wirdzu A — B, A — ¢,

e <A>u={<B>}wirdzu A — BA, A —«.

Ebenso lassen sich Grammatiken sehr leicht in Syntaxdiagramme verwandeln: Jede Regel wird
zu einem eigenen Syntaxdiagramm (die Nonterminal- und Terminalzeichen der rechten Sei-
te der Regel werden in runden bzw. eckigen Késtchen mit Pfeilen verbunden hintereinander
geschrieben) — gibt es mehrere Regeln mit gleicher linker Seite, so spaltet sich das entspre-
chende Syntaxdiagramm nur zu Beginn auf. Die Umwandlung beliebiger Syntaxdiagramme
in Grammatiken ist etwas komplizierter (im Wesentlichen ist dazu fiir jedes Zusammentreffen
von Pfeilen im Syntaxdiagramm ein eigenes Nonterminalsymbol einzufiihren — Details selbst
iiberlegen).

Wem Syntaxdiagramme besser als EBNF-Regeln gefallen, der findet unter
http://cui.unige.ch/db-research/Enseignement/analyseinfo/Ada95/BNFindex.html
die komplette Ada-Grammatik aufler in der EBNF-Darstellung auch in Form von Sytaxdia-
grammen.



2.8 Andere Grammatiken

Kontextfreie Grammatiken eignen sich insbesondere zur Darstellung der Syntax von Program-
miersprachen, helfen aber auch in anderen Bereichen zur Modellbildung. Die nicht mit kon-
textfreien Grammatiken darstellbaren Aspekte beschreibt man in der Regel mit zusétzlichen
Attributen.

Hier sei nur noch darauf hingewiesen, dass das Attribut ,kontextfrei unserer Grammatiken
wichtig ist, da es auch andere Klassen von Grammatiken und von diesen erzeugte Sprachen
gibt, z.B. kontext-sensitive (eine grofere Sprachklasse als die kontextfreien Sprachen) oder
regulére (eine Teilmenge der kontextfreien Sprachen).

Naheres dazu findet sich in der Literatur unter dem Stichwort Chomsky-Hierarchie.

3 Berechenbarkeit — Grenzen der Programmierkunst

Wir haben bereits einiges {iber Ada 95 und die Mdoglichkeiten der Programmierung gelernt.
Manche Probleme konnten wir bisher noch nicht 16sen. Dies hat vielfiltige Griinde:

e Wir kennen noch nicht alle Ada-95-Sprachkonstrukte, z.B. das Abfangen von Laufzeit-
fehlern, Lesen und Schreiben von Dateien, dynamische Datenstrukturen mittels Zeigern.

Diese konnen wir uns aber mit etwas Miihe noch erarbeiten.

e Uns fehlen bei manchen Problemen die richtigen Ideen, die zu einer Losung fithren. Hier
hilft nur Ubung und Erfahrung — wir arbeiten daran.

Zur Realisierung groflerer Softwareprojekte fehlen uns geeignete Methoden — eine ausfiihr-
liche Behandlung dieser Problematik wiirde den Rahmen der Vorlesung sprengen. Aber
auch diese lassen sich erlernen, es ist nur eine Frage der Zeit und Miihe.

e Es gibt prinzipielle Grenzen fiir das, was mit Programmen losbar ist.

Von diesem letzten Punkt handelt dieser Abschnitt. Dabei geht es nicht darum, dass eine
bestimmte Programmiersprache wie z.B. Ada 95 die Losung eines Problems nicht zuldsst oder
dass der Programmierer einfach die richtige Idee zur Losung noch nicht gefunden hat, sondern
dass es Probleme gibt, die sich prinzipiell algorithmisch nicht 16sen lassen, unabhéngig davon,
welche Programmiersprache man zur Losung verwendet.

Wozu dann das alles? Keine Panik! Fast alles, was wir uns jemals als Problem ausdenken
werden oder was wir heute im Studium oder spéter im Beruf 16sen mochten, ldsst sich mit
Programmen realisieren.

Dass es Probleme geben soll, die sich nicht algorithmisch 16sen lassen, ist auf den ersten Blick
eine etwas irritierende Aussage. Um diese genauer fassen zu kénnen, miissen wir uns zunéchst
ein genaueres Bild davon machen, was die Ausfiihrung eines Programms bewirkt — wie welche
Eingabedaten zu welchen Ausgabedaten verarbeitet werden.

Die Darstellung hier ist an Ada 95 angelehnt. In Lehrbiichern wird der Begriff der Berechen-
barkeit in der Regel mit Hilfe eines abstrakten Rechenmodells, der Turing-Maschine, erldutert.
Um nicht vom Wesentlichen abzulenken, bleiben wir hier im Dunstkreis von Ada 95.
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3.1 Programme realisieren Abbildungen

Ein Programm setzt einen Algorithmus um, indem es in einer endlichen Zahl wohldefinierter
Schritte mit endlichem Speicherplatzbedarf fiir gegebene Eingabedaten zugehorige Ausgabe-
daten produziert.

Abstrakt beschreibt ein Programm eine Funktion. In Ada 95 kénnen wir die Ein- und Aus-
gabedaten als Worter iiber einem geeigneten Alphabet X auffassen. Ein Programm realisiert
somit eine Abbildung f : ¥* — X*.

Wir kénnen uns dies vereinfacht so vorstellen, dass die Get-Anweisungen im Programm nach
und nach die Zeichen des Eingabewortes aus X* einlesen und dass die Put-Anweisungen eine
u.U. sehr lange Zeichenkette aus >*, das Ausgabewort, erzeugen. Die Details, wie man dies
genau definiert, wie Return-Zeichen verarbeitet werden, u.d. spielen hier keine entscheidene
Rolle — wir gehen auf diese nicht weiter ein.

Die von einem Programm P realisierte Funktion f ist in der Regel partiell, d.h., sie ist nicht
fiir alle Eingaben definiert. Die Liicken im Definitionsbereich kénnen folgende Griinde haben:

e Das Programm gerét mit der betreffenden Eingabe in eine Endlosschleife. Es terminiert
somit nicht. Wir betrachten die Ausgabe eines Programms nur dann als giiltig, wenn
das Programm auch irgendwann endet.

e Die Eingabe ist nicht ausreichend lang. Das Programm wartet also irgendwo auf eine
Eingabe, hat aber schon alle Zeichen der Eingabe gelesen. Auch in diesem Fall termi-
niert das Programm nicht und die Funktion f hat mit dieser Eingabe keinen definierten
Funktionswert.

e Das Programm terminiert mit einer Fehlermeldung (z.B., wenn bei der Berechnung eine
Division durch 0 aufgetreten ist oder einer Variablen ein Wert auflerhalb des fiir den
betreffenden Datentyps zuléissigen Bereichs zugewiesen wurde).

In allen anderen Fillen terminiert das Programm und liefert uns abhéngig von der Eingabe
eine Ausgabe.

3.2 Berechenbare Funktionen — Definition und Beispiele

Wir nennen eine Funktion f : X* — X* berechenbar, wenn es ein Programm gibt, das f
realisiert.

Um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, was der Begriff berechenbar bzw. nicht berechenbar meint,
betrachten wir einige Beispiele im Zusammenhang mit der Dezimalentwicklung der Zahl ,
also der Folge 3, 1,4,1,5,9,2,6,5, ...

e Die Funktion a, mit a,(w) = 1, falls w Anfang der Dezimalentwicklung von 7 ist, und 0
sonst (also z.B. a-(31415) = 1, a,(4159) = 0), ist berechenbar — man kennt Algorithmen,
die 7 mit jeder gewiinschten Genauigkeit berechnen, so dass sich der Wert von a,(w)
fiir beliebiges w bestimmen lésst. (Bei der Umsetzung in Ada 95 miissen wir dabei ggf.
eigene Zahltypen entwerfen, die eine ausreichende Genauigkeit unterstiitzen.)

e Von der Funktion b, mit b,(w) = 1, falls w in der Dezimalentwicklung von = vorkommt,
und 0 sonst, weifl man nicht, ob sie berechenbar ist.
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Man kennt zwar derzeit noch kein w mit b,(w) = 0, aber es ist nicht bewiesen, dass es
keins gibt.

e Interessant ist der Status der Funktion c, 4, wobei d eine Ziffer ist und ¢, 4(w) = 1, falls
es in der Dezimalentwicklung von 7 eine Stelle mit wenigstens w Ziffern d in ununter-

brochener Reihenfolge gibt, und 0 sonst. (Wir interpretieren w in diesem Beispiel als
Zahl.)

Diese Funktionen sind berechenbar! Wir wissen zwar nicht, wie wir sie berechnen kénnen,
aber es gilt folgendes:

— Cn,q ist entweder konstant 1 oder
— es gibt ein wo(d) mit ¢y qg(w) = 1 fiir alle w < wo(d) und crq(w) = 0 fiir alle
w > wp(d).

In beiden Fallen konnen wir ein Programm angeben, dass diese Abbildung realisiert.
Im zweiten Fall wissen wir zwar nicht, welchen Wert die Konstanten wq(d) haben, wir
wissen aber das eines der abhingig von diesen Konstanten definierten Programme das
richtige ist.

Es gibt also Funktionen, von denen wir die Berechenbarkeit zeigen kénnen, ohne in der
Lage zu sein, ein Programm explizit anzugeben, das diese Funktion realisiert.

Nun ist es an der Zeit eine konkrete Funktion vorzustellen, die nicht berechenbar ist.

3.3 Das Halteproblem — eine nicht berechenbare Funktion

e Es wiire praktisch, wenn der Ubersetzer uns warnen wiirde, wenn unser Programm bei
bestimmten Eingabewerten in eine Endlosschleife gerét. Dass das leider im Allgemeinen
nicht moglich ist, werden wir nun sehen.

e Die Funktion h, die das Halteproblem 16sen soll, bekommt als Parameter ein Programm
p und eine Eingabe w fiir p (die Definition geeigneter Datentypen in Ada ist kein Problem,
beides sind beliebig lange Zeichenketten — diese werden z.B. im Paket Ada.Strings.Unbounded
zur Verfiigung gestellt).

e Es soll gelten:

1 falls p bei Eingabe w
h(p,w) = nach endlich vielen Schritten anhélt,

0 sonst.

Dadurch ist h eindeutig definiert. Wir sehen insbesondere, dass h fiir alle Eingaben
definiert ist, d.h., h muss fiir beliebige Eingaben stets nach endlich vielen Schritten das
Ergebnis liefern.

e Nun werden wir durch einen Widerspruch zeigen, dass solch eine Funktion h nicht exi-
stieren kann, d.h., h ist nicht berechenbar.

e Angenommen, wir haben eine Funktion h(p,w), dann kénnen wir folgende Prozedur
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3.4

procedure fies(p:Unbounded_String) is

begin
if h(p,p)=1 then
loop null; end loop; —-- Endlos-Schleife
end if;
end fies;
Wir beachten, dass die Prozedur h den Programmtext p einmal als Programmtext be-

kommt und einmal als Eingabe fiir das Programm p. Dies ist an sich kein Problem —
stellen Sie sich z.B. einen Ada-95-Ubersetzer vor, der seinen eigenen Source-Code iiber-
setzt (dies wird im Compiler-Bau {iibrigens tatséichlich so gemacht).

Die Frage ist nun, was passiert, wenn wir fies(fies) aufrufen!?

1. Fall: Annahme fies(fies) hilt an (d.h., h(fies,fies)=1) — in diesem Fall gerét
unsere Prozedur fies aber in eine Endlos-Schleife, wird also nicht anhalten! Wi-
derspruch zur Annahme h(fies,fies)=1.

2. Fall: Annahme fies(fies) hélt nicht an (d.h., h(fies,fies)=0) — in diesem Fall
tut unsere Prozedur fies nichts und terminiert (mit Ausgabewort ¢). Wir erhalten
ebenfalls einen Widerspruch zur Annahme h(fies,fies)=0.

Was nun? Da beide Annahmen fiir den Funktionswert h(fies,fies) zu einem Wi-
derspruch fithren, haben wir damit gezeigt, dass solch eine Funktion h nicht existieren
kann. Denn, wenn sie existieren wiirde, muss sie nach endlich vielen Schritten stets als
Funktionswert entweder 0 oder 1 ermitteln.

Praktische Konsequenzen aus dem Halteproblem

Das Halteproblem ist keineswegs nur ein Beispiel von theoretischer Bedeutung: wenn wir
ein Programm hitten, dass es l6ste, wiirden wir viele Programmierfehler gar nicht mehr
machen kénnen.

Man kann natiirlich Verfahren erfinden, die viele Fille abdecken, aber — wie wir gesehen
haben — niemals alle.

Nun kann man sich fragen, ob man nicht eine Programmiersprache erfinden kann, in der
jedes Programm terminiert.

Wenn wir die Ada-Konstruktionen, die wir kennengelernt haben, darauthin untersuchen,
sehen wir, dass wir nur zwei Mdoglichkeiten haben, nicht terminierende Programme zu
schreiben: die loop- bzw. while-Schleife (die for-Schleife ist in diesem Zusammenhang
harmlos, da sie eine zu Beginn festgelegte endliche Anzahl von Schleifendurchliufen
durchfiihrt) und den rekursiven Prozeduraufruf.

Wenn wir diese Moglichkeiten verbieten, wiirde sich das Halteproblem gar nicht erst
stellen, da alle Programme nach endlichen vielen Schritten terminieren (oder mangels
weiterer Eingaben irgendwo auf diese warten — in diesem Fall wiirde eine Simulation des
Programmablaufs die Antwort bringen).

Wichtig: beim allgemeinen Halteproblem hilft diese Argumentation nicht! Es reicht nicht
zu sagen, dass eine Simulation des Programms p mit Eingabe w nicht zum gewiinschten
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Ergebnis fithrt (da die Simulation dann ja auch nicht terminieren wiirde) — mit dieser
Argumentation zeigen wir nur, dass man das Halteproblem nicht durch Simulation 16sen
kann.

Im eingeschrénkten Fall (ohne Rekursion und while/loop-Schleifen) geht dies, da wir in
dem Fall wissen, dass das Programm bei ausreichend langer Eingabe in jedem Fall nach
endlich vielen Schritten terminiert, was wir durch Simulation dieser hochstens endlich
vielen Schritte feststellen kénnen.

Das Leben ohne Rekursion und while/loop-Schleifen ist jedoch deutlich langweiliger. Es
gibt Funktionen, die zwar berechenbar sind, fiir deren Berechnung Rekursion oder whi-
le-Schleifen notwendig sind. Das in der theoretischen Informatik in diesem Zusammen-
hang angefiihrte Standardbeispiel ist die Ackermann-Funktion. Diese ist definiert durch
a(0,m) =m+1, a(n+1,0) = a(n,1) fiirn > 0, m =0, a(n+1,m+1) = a(n,a(n+1,m))
sonst. Diese Funktion wéchst sehr sehr schnell (schreiben Sie sich eine Ada-Funktion und
berechnen Sie die Werte a(3,4), (3,5), ...— versuchen Sie sich an a(4,1), so erfolgt die
Berechnung noch recht schnell, bei a(4,2) werden sie das Ergebnis der Berechnung schon
nicht mehr erleben.

Das Erkaufen von verbesserter Sicherheit (durch Vermeidung von Endlos-Schleifen) wiére
also mit reduzierten Moglichkeiten erkauft.

Andersherum kann man sich fragen, ob man mit mehr Sprachkonstruktionen als wir sie
kennen auch mehr Funktionen berechnen kann.

Die Vermutung hier ist: nein (Stichwort Church’sche These) — die unterschiedlichsten
Versuche, Programme zu beschreiben, enden stets bei einer Menge berechenbarer Funk-
tionen, die nicht grofler ist, als die, die wir auch mit Ada 95 berechnen kénnen.

Zur Beruhigung: Alle Funktionen zu den Problemen aus den Ubungsaufgaben zu dieser
Vorlesung sind berechenbar (wir haben ja entsprechende Programme geschrieben, die die
jeweiligen Funktionen realisieren). Man muss also schon sehr genau suchen, um solche
nicht berechenbaren Funktionen zu finden.

Frohes Fest und Guten Rutsch!
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