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Aufgabe 1:  Syntax, Ableitbarkeit
3+3 Punkte
Gegeben sind folgende BNF-Regeln mit den Nichtterminalzeichen A und B   


A ::= 0  |  1  |  A*A  |  (B)    und     B ::= B+B  |  A

Aufgabe 1.1: Welche der folgenden Zeichenketten sind aus A herleitbar? Geben Sie jedes Mal eine Ableitung oder einen Ableitungsbaum an oder begründen Sie kurz, warum die Zeichenkette nicht aus A abgeleitet werden kann. 

(a)    0*1*0   ist ableitbar:


A ( A*A  ( A*A*A ( 0*A*A ( 0*1*A ( 0*1*0
(b)    (1*1*(0+1))   ist ableitbar:


A  (
(B) ( (A) ( (A*A)  ( (A*A*A) ( (1*A*A) ( (1*1*A) ( (1*1*(B)) ( (1*1*(B+B)) ( (1*1*(A+B)) ( (1*1*(0+B)) ( (1*1*(0+A)) ( (1*1*(0+1))
(c)    ((0)+(0))   ist ableitbar:


A  (
(B) ( (B+B) ( (A+B) ( (A+A) ( ((B)+A) ( ((B)+(B))  ( ((A)+(B)) ( ((A)+(A)) ( ((0)+(A)) ( ((0)+(0)) 

(d)    1+1*0   ist nicht ableitbar; denn ein Pluszeichen kann nur aus B erzeugt werden, und B kann aus A nur abgeleitet werden, wenn zugleich ein Klammerpaar erzeugt wird. Dies fehlt aber in dem gegebenen Wort. 

Aufgabe 1.2: Mit obigen BNF-Regeln können nur die Zahlen 0 und 1 in Ausdrü​cken verwendet werden. Erweitern Sie die Regeln so, dass beliebige natürliche Zahlen (in binärer Darstellung ohne führende Nullen) in den Ausdrücken stehen können. 

Binär dargestellte Zahlen ohne führende Nullen leitet man wie üblich ab:  

Z ::= 1  |  Z0  |  Z1
Es fehlt noch die Null, die aber direkt aus A abgeleitet wird. Man muss also nur noch A ::= Z hinzufügen (A ::= 1  kann dann entfallen) und erhält:


A ::= 0  |  Z  |  A*A  |  (B)

B ::= B+B  |  A


Z ::= 1  |  Z0  |  Z1
Klausur „Formale Methoden“ (Wirtschaftsinformatik, 14.3.200)

Aufgabe 2:  Schleifen-Programm
2+1+3 Punkte
Gegeben ist folgendes Schleifen-Programm über den natürlichen Zahlen   

in (X); Y := 0; 
for X do 

Y := Y+X; 

for X do X := X+1 od 
od;

out (Y)

(a)
Welche Ausgaben liefert dieses Programm für die Eingaben 2, 3 und 4?

Eingabe 2: Die äußere Schleife wird zweimal ausgeführt. Das Paar (X,Y) hat nacheinander die Werte: (2,0), (2,2), (4,2), (4,6), (8,6). Also ist die Ausgabe 6.

Eingabe 3: Die äußere Schleife wird dreimal ausgeführt. Das Paar (X,Y) hat nacheinander die Werte: (3,0), (3,3), (6,3), (6,9), (12,9), (12,21), (24,21). Also ist die Ausgabe 21.

Eingabe 4: Die äußere Schleife wird viermal ausgeführt. Das Paar (X,Y) hat nacheinander die Werte: (4,0), (4,4), (8,4), (8,12), (16,12), (16,28), (32,28), (32,60), (64,60). Also ist die Ausgabe 60.

Hinweis: Man sieht, dass bei Eingabe a die Werte (a,0), (a,a), (2a,a), (2a,3a), (4a,3a), (4a,7a), (8a,7a), ..., (2a.a, (2a-1).a) durchlaufen werden und somit die Ausgabe  (2a-1).a  erfolgt.

(b)
Ersetzen Sie die innere for-Schleife durch eine gleichwertige Wertzuweisung.


for X do X := X+1 od   ist gleichwertig zu   X := 2*X    (oder X := X+X).

(c)
Ändern Sie das Programm so ab, dass für jede Eingabe a(IN0 die Ausgabe 2a erfolgt.

Das Einfachste ist, den Anfangswert von X in einer Variablen Z zu speichern und am Ende X/Z auszugeben (hierbei wird Y überflüssig, wodurch das Programm P1 entsteht). Stattdessen kann man aber auch intern mit den Wert 1 starten (auch hier wird Y überflüssig, siehe Programm P2).

Programm P1
Programm P2

in (X); Z := X;
in (X); Y := 0; S := 1;
for X do 
for X do 

for X do X := X+1 od 

for S do S := S+1 od 
od;

od;

Z := X div Z; 
out (S)

out (Z)
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Hinweis: Arbeiten Sie an der folgenden Aufgabe maximal 5 Minuten. Wenn Sie dann keine Idee zur Beantwortung gefunden haben, überspringen Sie diese Aufgabe, anderenfalls erläutern Sie Ihre Überlegungen möglichst klar. 

Aufgabe 3: 
3 Punkte
Untermauern oder widerlegen Sie folgenden Beweis für eine Entscheidbarkeits​aussage:

Wir betrachten eine Komplexitätsklasse DTime(f) für eine berechenbare totale Funktion f (z.B. für ein Polynom). Es gibt einen Algorithmus, der für je zwei Pro​gramme aus dieser Komplexitätsklasse feststellt, ob P und Q zwei verschiedene Funktionen berechnen. 

Beweis hierfür: Um festzustellen, ob P und Q verschieden sind, wähle man nichtdeterministisch eine Eingabe a, gebe sie in beide Programme ein und breche beide Rechnungen nach spätestens f(|a|) Schritten ab. Sind die Ergebnisse dann verschieden, so berechnen P und Q verschiedene Funktionen. Folglich liegt das Problem, ob P und Q verschiedene Funktionen berechnen, in NTime(f) und ist daher entscheidbar.
Stellungnahme hierzu: 

Dies ist kein korrekter Beweis.

Der im „Beweis“ angegebene Algorithmus hat als Eingabe P und Q. Die Summe ihrer Längen sei n. Wenn sich P und Q in ihren berechneten Funktionen unterscheiden, so wird es immer Programme geben (genauer: man kann solche Programme konstruieren),  die nur für Eingabewerte a unterscheiden, deren Länge größer als f(n) ist. Wenn man nun nichtdeterministisch einen solchen Wert a wählt, so benötigt man allein hierfür schon mehr als f(n) Schritte. Damit liegt dieser Algorithmus aber nicht mehr in NTime(f) und man kann daher mit diesem Beweisansatz nichts über die Entscheidbarkeit aussagen.  
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Aufgabe 4:  Endlicher Akzeptor
5 Punkte
Ein Wachmann in einem Museum gibt folgendermaßen seine korrekten Aktivitäten und deren Reihenfolge an:

Um 18 Uhr nehme ich meinen Dienst auf. Ich beginne einen Rundgang, den ich ständig wiederhole, bis Mitternacht eintritt. Falls ich hierbei jemanden treffe, schicke ich ihn aus dem Gebäude. Wenn er aus dem Gebäude geht, mache ich weiter wie bisher, ande​renfalls rufe ich die Polizei und beginne den nächsten Rundgang, es sei denn, es ist bereits Mitternacht und mein Dienst endet.

Wir betrachten die eintretenden Ereignisse (oder Aktivitäten) und bezeichnen sie jeweils durch ein Symbol: 

Das Ereignis „18 Uhr“ sei a.

Das Ereignis „einen Rundgang beginnen“ sei b.

Das Ereignis „jemanden treffen“ sei c.
Das Ereignis „aus dem Gebäude schicken“ sei d. 
Das Ereignis „das Gebäude verlassen“ sei e.
Das Ereignis „das Gebäude nicht verlassen“ sei f.
Das Ereignis „die Polizei rufen“ sei g. 
Das Ereignis „nach Mitternacht“ sei h.

Eine korrekte Aktivitäten- oder Ereignisfolge des Wachmanns lautet:

„18 Uhr“ „einen Rundgang beginnen“ „einen Rundgang beginnen“ „jemanden treffen“ „aus dem Gebäude schicken“ „der verlässt das Gebäude“ „einen Rundgang beginnen“ „jemanden treffen“ „aus dem Gebäude schicken“ „der verlässt nicht das Gebäude“ „die Polizei rufen“ „einen Rundgang beginnen“ „einen Rundgang beginnen“ „nach Mitternacht“. Dies ist genau die Folge: 
a b b c d e b c d f g b b h. 

Es sei ( = {a, b, c, d, e, f, g, h}, dann sind korrekte Ereignisfolgen des Wachmanns also Wörter über ( (insbesondere beginnen diese stets mit a und enden mit h). 
Konstruieren Sie einen deterministischen endlichen Akzeptor A=(Q,(,(,q0,F), der genau die korrekten Ereignisfolgen des Wachmanns akzeptiert (unvollständige Akzeptoren sind als Antwort zugelassen).

Ein Akzeptor lautet: A = ({q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6}, (, (, q0, {q6}) wobei ( durch die folgende Zeichnung dargestellt wird. Der Akzeptor ist unvollständig; um ihn vollständig zu machen, kann man einen weiteren Nicht-Endzustand q7 hinzufügen, zu dem alle Übergänge führen, die in die Zeichnung nicht eingetragen wurden. Man beachte, dass in der Aufgabenstellung eine Situation nicht genau geklärt ist: „mache ich weiter wie bisher“ kann heißen, dass der Rundgang zu Ende geführt wird oder dass ein neuer Rundgang begonnen wird. Wir haben hier die zweite Interpretation realisiert; für die erste Inter​pretation müsste man weitere Eingabesymbole „Rundgang fortsetzen“ und „Rundgang beendet“ hinzunehmen und den Zustand q2 geeignet splitten (selbst überlegen).
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Aufgabe 5:  Algorithmenentwurf 
5+5 Punkte
Ein Bäckereibetrieb, der sich am Ort p0 befindet, beliefert morgens mit einem Lastwagen genau n Lebensmittel​geschäfte, deren geografische Lagen p1, p2, ..., pn sind. Um von pi nach pk zu kommen, benötigt der Lastwagen tik Zeiteinheiten für 
i, k ( {0, 1, ..., n}. Wenn der Lastwagen seine Fahrt in der Reihenfolge p0, p1, p2, ..., pn, p0 durchführt, so braucht er für  diese Fahrt  t01 + t12 + t23 + ... + tn-1,n + tn0 Zeiteinheiten. 

(a)
Schreiben und erläutern Sie einen Algorithmus, der zu gegebenen Werten tik eine Reihenfolge der Orte findet, für die der Lastwagen minimal viele Zeiteinheiten braucht.

(b)
Geben Sie im Detail (möglichst in einer Programmiersprache) an, wie man alle möglichen Reihenfolgen der Orte so durchlaufen kann, dass keine vergessen wird und keine doppelt auftritt.

zu (a) Beschreibung und Erläuterung des Algorithmus:

Man kann alle Reihenfolgen (=Permutationen) (p1, p2, ..., pn), in denen die Lebensmittel​geschäfte angefahren werden können, durchprobieren. Hierzu benötigt man eine erste Reihenfolge (pi1, pi2, ..., pin) und eine Funktion „Next“, die aus einer Reihenfolge die nächste Reihenfolge bildet, wobei durch Wiederholung dieser Funktion alle verschiedenen Reihenfolgen erzeugt werden und die erste Reihenfolge erst wieder entsteht, wenn alle anderen genau einmal durchlaufen wurden (diese Funktion geben wir im Aufgabenteil b an). Dann ist das Programm klar: Für jede Reihenfolge berechnen wir die Zeiteinheiten, die eine Fahrt hierfür benötigt, merken uns das bisherige Minimum und die bis dahin optimale Reihenfolge und geben diese aus, wenn die erste Reihenfolge wieder erreicht wird. Da die Lagen nicht interessieren, sondern nur deren Indizes 1, 2, ..., n, verwenden wir ein eindimensionales Feld R mit Werten von 1 bis n als Darstellung der Reihenfolgen; als erste Reihefolge nehmen wir E = (1, 2, ..., n). Das Programm lautet dann (n und die Matrix der Entfernungen T: array(index, index) of float mit   type index is 0..n;   seien global zu dieser Prozedur): 

procedure OptimaleTour is 

Laenge, Miminum: float; 

E, R, Opt: array(index) of index; 
procedure Next is ...<siehe Aufgabenteil b> ...; 

begin 


for j in 0..n loop  E(j) := j;  R(j) := j;  end loop; 
-- Es ist im Folgenden stets R(0) = 0

Laenge := T(R(n),0); 
-- Berechne Länge der ersten Tour

for j in 1..n loop  Laenge := Laenge + T(R(j-1),R(j));  end loop; 


Minimum := Laenge;  Opt := R; 
-- Notiere diese Länge und R

Next;

-- Nächste Reihenfolge R bestimmen

while E /= R loop 
-- Alle Reihenfolgen durchprobieren


Laenge := T(R(n),0); 
-- Berechne Länge der nächsten Tour


for j in 1..n loop  Laenge := Laenge + T(R(j-1),R(j));  end loop; 



if Laenge < Minimum then Minimum := Laenge; Opt := R; end if;



-- Falls nächste Tour kürzer ist, notiere diese


Next;
-- Nächste Reihenfolge R bestimmen

end loop;

< Eine optimale Tour und die minimale Länge stehen nun in Opt und Laenge > ....

end OptimaleTour; 
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Wer den Algorithmus nicht in Ada oder einer anderen Programmiersprache ausformuliert hat, konnte dennoch die volle Punktzahl erhalten, sofern er/sie diesen Algorithmus präzise umgangssprachlich beschrieben hat.

zu (b) Systematisches Durchlaufen aller Reihenfolgen:

Es ist die obige Prozedur Next zu formulieren. Eine Reihenfolge ist irgendeine Anordnung der ersten n Zahlen (0 kommt automatisch am Anfang hinzu), z.B. für n = 7:

4 2 5 7 3 1 6

Diese Reihenfolge kann man als eine Zahl (zur Basis n+1) auffassen. Die einfachste Möglichkeit, die nächste Reihenfolge R zu berechnen, ist, solange die Zahl 1 zu addieren (man erhält  4 2 5 7 3 1 7, dann  4 2 5 7 3 2 1, dann  4 2 5 7 3 2 2 usw.), bis eine Zahl entsteht, deren Ziffern alle verschieden sind (in unserem Fall bis  4 2 5 7 3 6 1). Dies realisieren wir hier durch Schleifen, die wir „im Erfolgsfall“ mittels exit verlassen. 

procedure Next is
weiter: Boolean := true;  k: index;
-- R ist global
Test: array (index) of Boolean; 
begin  


while weiter loop


k := n; 


while k>0 loop 

-- addiere 1 zu R



if R(k) < n then R(k) := R(k)+1; exit;



else R(k) := 1; k := k-1; end if;


end loop; 


for j in 1..n loop Test(j) := false; end loop;


for j in 1..n loop Test(R(j)) := true; end loop;
-- Notiere die Ziffern in Test


weiter := false;
-- Falls eine Ziffer nicht auftritt, dann erneut 1 adieren


for j in 1..n loop if not Test(R(j)) then weiter := true; exit; end if; end loop;

end loop;
-- die nächste Reihenfolge steht nun in R

end Next; 

Eine solche Prozedur (eine sehr präzise umgangssprachliche Beschreibung würde auch genügen) ist eine korrekte Antwort auf die Frage (b); denn wir erhalten alle Reihenfolgen, und die erste Reihenfolge, die doppelt auftreten kann, ist die Reihenfolge E. Natürlich sind nun Verein​fachungsmög​lichkeiten, aber auch ein anderer Algorithmus, der die vorhan​denen Ziffern umsortiert, ohne die zeitlich aufwändige Addition der 1 zu verwenden, naheliegend; diese werden an verschiedenen Stellen im Studium behandelt, so dass wir hier nicht darauf eingehen. 

Hinweis: Es war nicht gefragt, aber eine Komplexitätsabschätzung sollte stets erfolgen. Wenn die Differenz der „Zahlen“ 

„nächste Reihenfolge“ - „aktuelle Reihenfolge“ = d

ist, so benötigt die Prozedur Next offensichtlich O(d.n) Schritte. 

Setzt man diese Prozedur in die obige Prozedur OptimaleTour ein, so braucht die Prozedur O(nn.n) Schritte. Aber auch Verbesserungen werden bei dem hier gewählten Ansatz, alle Möglichkeiten durchzuprobieren, mindestens O(n!) Schritte benötigen. 
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Aufgabe 6:  Analyse eines S/T-Netzes
6 Punkte
Gegeben sei folgendes S/T-Netz (mit unendlichen Kapazitäten und Gewichten 1): 


a)
Geben Sie alle minimalen S-Invarianten an.

b)
Ist das Netz beschränkt? (Mit Begründung und Angabe, welche Stellen beschränkt sind und welche nicht.) 

c)
Finden Sie eine Anfangsmarkierung M und eine nichtleere Schaltfolge u mit 
M [u> M.

Inzidenzmatrix:

 



1
-1
1
0
0

C = 
-1
0
0
1
-1


0
1
-1
-1
1


1
0
0
0
-1

(a)
Der Farkas-Algorithmus ergibt nur eine minimale S-Invariante: y = (1,1,1,0). 
(Selbst nachrechnen.)

(b)
Folglich sind die Stellen s1, s2 und s3 beschränkt. Über s4 kann man zunächst nichts aussagen. Da man aber offenbar t2, t4, t1 in dieser Reihenfolge immer wieder schalten kann, wobei jedes Mal in s4 eine neue Marke gelegt wird (alle anderen Stellen bleiben insgesamt unverändert), so kann man beliebig viele Marken nach s4 bringen, d.h., s4 ist unbeschränkt.
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(c)
Hierzu lösen wir die Gleichung Cx = 0 und erhalten zum Beispiel die  T-Invarianten 




0


1

1


1
 

2

1

x = 
1
und 
x’ =
1
und    x“ = 
0


0


2

2



0
1

1

Zugehörige Schaltfolgen sind u = t2 t3  und  u’ = t2 t4 t1 t2 t4 t5 t3. Beide führen die oben angegebene Anfangsmarkierung in sich selbst über. Wegen x“ = x’-x gilt dies auch für x“.
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Aufgabe 7:  Konstruktion eines S/T-Netzes 
3+2 Punkte
Vor einer Autowerkstatt gibt es sechs Parkplätze, auf denen zu untersuchende oder zu reparierende Autos geparkt werden können. In der Werkstatt stehen zwei Arbeitsplätze zur Reparatur von Autos zur Verfügung. An jedem Arbeitsplatz darf sich höchstens ein Auto befinden. An dem einen Platz werden Motoren geprüft, gewartet und ggf. ausgewechselt, an dem anderen werden alle übrigen Arbeiten erledigt. Weiterhin gibt es eine Waschanlage mit genau einem Warteplatz vor ihr. Die Waschanlage ist nicht-öffentlich und kann nur von Autos genutzt werden, die zuvor mindestens einen der beiden Arbeitsplätze in Anspruch genommen haben. 

(a)
Modellieren Sie diese Situation als S/T-Netz.

(b)
Wandeln Sie Ihr Netz in ein gleichwertiges S/T-Netz mit „Kapazität unendlich für alle Stellen“ um.

Zu (a): Naheliegend ist folgendes S/T-Netz, wobei alle Plätze ohne die Kapazitätsangabe „K=...“ die Kapazität ( haben:


Es wäre schön, wenn zu dieser prinzipiell akzeptierten Lösung ein Hinweis gegeben wird zum Beispiel der Art: 

-
Es können bei dieser Lösung beliebig viele Autos gleichzeitig in der Waschan​lage sein. Will man dies verhindern, muss auch s5 die Kapazität 1 bekommen. 

-
Es kann sein, dass bei einem Auto sowohl der Motor geprüft, als auch andere Arbeiten durchgeführt werden müssen. In diesem Fall müsste das Auto zweimal zur Werkstatt gebracht werden. Die naheliegende Erweiterung des obigen Netzes: 
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führt zu nicht sinnvollen Situationen (beliebig viele Motorprüfungen) und zu unfairen Folgen (man schicke eine Marke unendlich oft zwischen s2 und s3 hin und her). 

Prinzipiell können wir diese Fragen nicht auflösen, da sie in der Aufgabenstellung nicht präzisiert wurden.

Zu (b): Dieses Verfahren ist in der Lehrveranstaltung erläutert worden. Wir skiz​zieren hier daher nur die Idee, die in der Klausur natürlich nicht noch einmal notiert werden musste.

Es muss zu jeder Stelle s mit endlicher Kapazität K(s) eine zweite Stelle s' hinzugenommen werden; diese ist mit dem Vorbereich und dem Nachbereich von s so zu verbinden,. dass für alle von der Anfangsmarkierung aus erreichbaren Mar​kierungen M gilt:  M(s) + M(s') = K(s). Die Stelle s' heißt die zu s komplementäre Stelle ( vgl. Vorlesung und Übungen).

Beispielsweise muss also 


ersetzt werden durch

Macht man dies in der obigen Lösung für alle vier Stellen mit beschränkter Kapa​zität, so erhält man ein Netz, das vier Stellen mehr besitzt und dessen Stellen alle eine unendliche Kapazität besitzen. (Selbst durchführen.)
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