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1 Notation in der linearen Algebra
Es bezeichnet R die reellen Zahlen, ferner
Ry :=RUoo, sowie Rsg ={z € R|z >0}.

Die Anordnung der reellen Zahlen setzen wir fort auf Ry, via r < oo fiir alle
r € R Der R™ bezeichnet den kanonische Vektorraum der Dimension n iiber
den reellen Zahlen. Die Standardbasis ist definiert durch

{1 falls § = j,

(€1,-.-,€n), mit e €R", (e); = 0 const.

Unter den Vektoren des R" definieren wir eine Teilordnung, fiir z,y € R" gilt:
z <y genaudann wenn z; <y; fiiralle i€ {1,...,n}.

Den euklidischen Abstand d(z,y) € R zweier Vektoren z,y € R™ ist definiert
durch:

d(z,y) = z:(a:Z —yi)?.

Ferner ist das Skalarprodukt zweier Vektoren z,y € R definiert durch
TY = Z TiYi-
i

Eine Matrix A € R™*" besteht aus Eintrégen a;; € R mit den Zeilenindices
I={1,...,m} und Spaltenindices J = {1,...,n}:

ail e A1p
A=
AQml  --- Qmn
Mehrere Spaltenvektoren Ay, ..., A, € R™ bilden eine Matrix A = (41,...,4,) €

R™*" " es gilt
A= (aij) mit Q5 = (A])z
Die Einheitsmatrix E,, = (e1,-..,emn) € R™*™ mit den Vektoren der Stan-
dardbasis als Spaltenvektoren hat die Gestalt
1 ... 0

Em=1: .
0 ... 1
Auf der Haupt-Diagonalen steht die 1, alle sonstigen Eintrige sind 0. Zu jeder
Matrix A € R™*" existiert eine transponierte Matrix A” € R"*™ definiert

durch
A;‘; = Ajz' .



Die Zeilen von A werden zu den Spalten von A" gemacht. Sei B € R™*™ mit
BT € R™*" g0 gilt
(BA)T = A™B".

Die Reihenfolge der Matrizenmultiplikation dreht sich beim transponieren um.
Vektoren werden iiblicherweise als Spaltenvektoren interpretiert, d.h. der R"
wird mit dem R™*! identifiziert. Das Skalarprodukt zweier Vektoren z,y € R”
konnen wir dann als Matrizenprodukt ansehen:

zy =2y €R

Das Produkt yz” ist eine quadratische Matrix im R"*"™. Im weiteren differen-
zieren wir Skalarmultiplikation oft nicht von der Matrizenmultiplikation, und
verwenden uneinheitlich die Notationen zy sowie z”y je nach Kontext. (Und
Vektoren sowohl als Zeilen- sowie auch als Spaltenvektoren).

Quadratische Matrizen P € R"*", deren Eintrage 0 oder 1 sind, P;; € {0,1}
heiflen Permutationsmatrizen, sofern in jeder Zeile und jeder Spalte genau eine
1 steht. Sei d = (1,...,1)* € R” so gilt

Pd=d, und d"P=d".

Dies sind 2n—1 linear unabhingige Gleichungen. Permutationsmatrizen codieren
eine Permutation via

o:{1,...,n} = {1,...,n} durch o(i)=j <= P;; =1

Basisergidnzungssatz: Seien ay,...,a, linear unabhingige Vektoren eines Vek-
torraums V' der Dimension n, d.h. r < n. Dann gibt es a,y1,...,a, € V, sodafl
(ai,--.,ay) eine Basis von V ist.

Sei L : U — V eine lineare Abbildung, @ = (uy,...,un) eine Basis von U,
sowie ¥ = (vy,...,Vn) eine solche von V, es gilt dimU = n, dimV = m. Die
Bilder

Lu;, t=1,...,n,

besitzen eine Basisdarstellung in o:

m
Lui: E a]',"l)j,
j=1

mit eindeutigen Koordinaten a;; € R. In Bezug auf die Basen 4 = (uq,...,up), U =
(v1,-..,vy) ist L eindeutig bestimmt durch die Koordinatenmatrix A € Rm*"
aii e A1p
A=
AQml  --- Qmn

Die Spalten A; von A = (A;,...,A,) sind die Koordinatenvektoren der Bilder
Lu;. Sei nun M : V — W eine zweite lineare Abbildung, sowie w = (w1, ..., w,)



eine Basis von W, dimW = r. Die Koordinatenmatrix von M sei B € R™*™
mit,
bll . blm
B =
b1 -.. brm

So gilt fiir die Zusammengesetzte Abbildung M o L : U — W
m m m r
Mo Lui = M(ZGjﬂ]j) = Zaj,-M(vj) = Zaﬁ Zbkjwk
j=1 j=1 Jj=1 k=1
I
= Z (Z bkjaj,-> wg = ZBAki'wk-
k 7 k=1

Es ist BA Koordinatenmatrix der linearen Abbildung M o L in bezug auf die
entsprechenden Basen. Die Basisabhiingigkeit der Koordinatenmatrix fithrt zur
Bezeichnung

A=L% B=DM..

Somit folgt

Sei @' = (uf,...,ul,) etwa eine zweite Basis von U. Die Koordinatenmatrix

n
ﬁ, 1 U —_— .. .
Ey, mit u;= E Ejiu;.
i=1

beschreibt den Basiswechsel von @' zu @ fiir die identischen Abbildung idy :
x — z, fur alle x € U. Es folgt z.B.

¥ = [LZEY

Soweit wir die Standardbasen (ey,...,e,) der R*, n € N zugrundelegen, identi-
fizieren wir die Koordinatenmatrizen mit den beschriebenen linearen Abbildun-
gen. Die Hintereinanderausfithrung von linearen Abbildungen entspricht dann
der Matrizenmultiplikation.

Sei A € R™*"™ eine Matrix mit Spaltenvektoren (4, ..., 4,). Die Abbildung

L:z— Az, R* - R"

ist injektiv genau dann wenn die Spaltenvektoren Ay, ..., A, linear unabhingig
sind. Die maximale Anzahl r, (r < n) linear unabhiingiger Spalten einer Matrix
ist der Spaltenrang. Entsprechend ist der Zeilenrang definiert. Der Spaltenrang
einer Matrix A ist gleich dem Zeilenrang und wird mit Rang A bezeichnet, es
handelt sich um die Dimension das Bildes. Fiir eine lineare Abbildung

L:z— Az, R"—>R"



ist das Bild L(R™) C R™ ein Untervektorraum, fiir dessen Dimension gilt
Rang A = dim L(R").

Sei A € R™*" p € R™ die Losungsmenge U = {z € R"|Az = b} C R”

eines linearen Gleichungssystems ist ein affiner Raum. Im Fall b # 0 ist dies

kein Untervektorraum des R™. Sei U C R” ein affiner Unterraum. Eine affine
Abbildung a : U — R™ ist definiert durch

a:x— Ax+0b, fir zelU.

Die beschreibende Matrix A € R™*™ und Vektor b € R™ sind im Fall U # R”
nicht eindeutig bestimmt. Es gibt dann viele weitere Paare (A’,b') mit A’ €
R™*" b e R™ die dieselbe affine Abbildung beschreiben. Sei

FCU&R"
Teilmenge eines affinen Raumes U, so gilt fiir alle z € F
Az +b = Az +b.

Fiir eine Matrix A € R™*" gei A = (A4,...,A,) deren Aufteilung in n Spalten-
vektoren. Fiir eine Teilmenge B C {1,...,n} der Indices gilt B = {i1,i2,...,ir}
mit 43 < i < ... <4, und r = |B|. Dann ist

AB = (AilyAi27"'7Ai1-)

diejenige Teilmatrix von A, welche aus den Spalten mit Indices in B besteht.
Entsprechend ist fiir x € R definiert

rp = (SL‘,’l,...,.’L'z'T).

Mit N ={1,...,n}\ B notieren wir A = (Ap, An), obwohl die Spalten von Ap
nicht die ersten |B|- vielen Spalten von A sind. Jedoch gilt mit der entsprechen-
den Notation z = (zp,zN) :

Ar = Apzp + AnzN.

Eine solche Aufspaltung von Matrizenmultiplikationen ist im weiteren essentiell.



2 Einfiihrung

2.1 Definition eines LP (linearen Programms)

Ein lineares Programm wird mit LP bezeichnet. Es handelt sich um ein Opti-
mierungsproblem mit linearer Kostenfunktion und linearen Randbedingungen.
Auf einer Menge F' C R™ der zuldissigen Losungen ist eine reellwertige Kosten-
funktion z : F' — R definiert, die es zu minimieren gilt (oder zu maximieren).

Definition 1 Ein Lineares Programm (LP)

min z(z),
heift zulissig, falls die zulissige Menge F nicht leer ist, F # (). Ein zuldssiges
LP heif$t beschrinkt, falls die Kostenfunktion nach unten beschrinkt ist,

MiNgcrz(x) # —oc.

Die zuliissige Menge F ist der Durchschnitt von (endlich vielen) Halbriumen,
F =NjerH; mit H; = {z € R" | a;z < b;} (mit a; € R?,b; € R ). Somit ist die
zuliissige Menge F' eines LP eine konvexe Menge. Ersetzt man die Zielfunktion
z durch

—z:x— —2(z),

so wird aus einem Minimierungs- ein Maximierungsproblem und umgekehrt.
Wir beschreiben ein LP genauer mit linearen Gleichungen und Ungleichun-
gen.

Definition 2 FEin LP in Standardform

min z(z),

hat die Gestalt
min cT

unter Arx=b, x>0,

mit einer Matriz A € R™*™, einem Vektor b € R™ sowie einem Vektor c € R™.
Das Tripel (A,b,c) nennen wir eine Darstellung des LP. Mit dieser gilt

F={zeR"|Az=b,2 >0} und z(z)=cz.

Wir betrachten zwei LP’s mingc g 2(x), minge g 2'(z) als gleich, bei identischer
zuléssiger Menge F' = F’, und sofern die Kostenfunktionen sich nur um einen
konstanten Wert unterscheiden, fiir ein d € R gilt:

2(z) = 2'(z) +d, fiiralle z € F.
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Definition 3 Zwei Darstellungen von LP’s in Standardform sind dqiuvalent,
(A, b,c) ~ (A", ),
wenn es eine regqulire Matriz D € R™*™ und ein § € R™ gibt mit
A'=DA V =Db, ¢ =c+dA

Aquivalente Darstellungen beschreiben das gleiche LP. Sei min,¢p z(z) durch
(A, b, ¢) dargestellt, und min, ¢ g 2’ () entsprechend durch das dquivalente Tupel
(A", V', "), dann gilt

F=F' und 2(z)=2'(z)+ db.
Der konstante Term b dndert das Optimierungsproblem nicht.

Hierbei gilt auch die Umkehrung, sofern es einen inneren Punkt = € F' gibt
mit z; > 0 fiir alle Koordinaten ¢ = 1,...,n. Dann sind zwei Darstellungen des
LP mingcp z(x) stets dquivalent.

Vorweggenommen, die Iterationsschritte (Pivotschritte) des Simplexalgorith-
mus beinhalten den Wechsel solcher Darstellungen, jedes Tableau beschreibt
dasselbe LP in einer anderen (Basis-) Darstellung.

Definition 4 Fin LP mingcr z(z) in allgemeiner Form ist gegeben durch ein
Ae R™*" x,ce R, be R™ sowie Partitionen

eUl={1,...,m}, pUu={1,...,n},

der Indicesmengen, sodaff mit den entsprechenden Blockzerlegungen

a;'p be Ae
’ (xu)’ (bl)’ und (Al>’
das LP folgende Form hat:

min cr
(PA) unter A,z = b,
AI.Z' Z bl, T Z 0.

Hierbei gilt also z(z) = cx, sowie
F={zeR" |z, >0, Acx = b., A1z > b;}.
Ein LP mingcp 2(x) in Ungleichungsform hat die Gestalt

min cT
unter Az <b, x>0,

Durch Schlupfvariablen, sowie zerlegung eines ungebundenen Vektors y € R" in
Positiv- und Negativanteil

y=yt—y, mit yty >0,

kann aus einem allgemeinen LP ein dquivalentes LP in Standardform (Unglei-
chungsform) transformiert werden Wir geben ein Beispiel zur Transformation
von Ungleichungsform in Standardform:
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2.2 Transformation eines LP in Standardform
Ein LP in Ungleichungsform sei gegeben durch:

min  cz
unter Az <b, z>0.

Es gilt FF = {z € R" | Az < b, z > 0} mit 2(z) = cx. Dieses ist dquivalent zu
folgendem LP mingep 2'(z) in Standardform:

F' = {(e,y) € R"™ | (4, Em)(;”) —b, (2,y) > 0},

mit 2'(z,y) = cx. Die Transformations-Abbildung 7 : F — F' ist gegeben
durch:
Tz (z,b— Az).

Es ist 7 werte- und optimalitits-erhaltend:
z(z) = 2'(v(z)), fiir alle z € F,
mingep 2(z) = mingep 2'(y)-

Daher ist € F optimal genau dann wenn (z,y) mit y = b — Az optimal in
F' ist. Genauer ist 7 sogar ein affiner Werteisomorphismus, d.h 7 ist bijektiv,
werteerhaltend und affin, mit ), A\; = 1 gilt

Z /\iT(SU,') = T(Z )\z.'li',)
(sofern alle z; € F, sowie ), \jz; € F gilt.)

2.3 Beispiele zur linearen Optimierung

Wir betrachten ein Entscheidungsproblem zur Raffinierung von Rohdl. Dieses
soll mittels zweier verschiedener Cracktechnologien C'1, C'2 in die Endprodukte

e Schwerdl (9),
e Mittelschweres O1 (M),
o Leichtol (L)

verarbeitet werden. Und dies moglichst Kostengiinstig. Die Beiden Verfahren
C1, C2 unterscheiden sich in den Kosten, eine Tonne Rohol nach C1 zu cracken
kostet 30 Euro, eine Tonne Rohol mit C2 zu verarbeiten kostet 50 Euro. Die
beiden Verfahren unterscheiden sich weiter nach der resultierenden Produkt-
mischung an Leicht- Mittelschwerem und Schwerdl. Die Verarbeitung von 10
Tonnen Rohdl nach dem Verfahren

C1l liefert 2toS, 2toM, 1toL, und
C2 liefert 1toS, 2toM, 4tolL.

12



Die Entscheidungsvariablen x;,x2 € R bezeichnen die Menge Rohol die nach
Verfahren C1 gecrackt wird, bzw. nach C2. Beide Variablen sollen so gesetzt
werden daf} die Lieferverpflichtung (in der betrachteten Planungsperiode) fol-
gende Mengen erfiillt werden:

3toS, 5toM, 4to L.

Aufgrund obiger Verteilung im Produktionsmix beider Verfahren fiihrt dies zu
folgenden Restriktionen eines Linearen Programms:

2.7]1 + Io Z 3
267 4+ 222 > 5
1 + 4dzy > 4
Die erste Zeile adressiert die Lieferverpflichtung fiir Schwerdl (S), die zweite
diejenige fiir mittelschweres Ol. Die dritte steht fiir Leichtol. Die Zielfunktion

30x; + 502,

steht fiir die Gesamtkosten des Produktionsprogramms mit z; Tonnen Rohol
fiir Verfahren C'1, und z2 Tonnen fiir C2. Somit haben wir unser LP komplett,
es hat die Struktur wie in folgender Graphik:

Die Gerade g : 30z; +50z5 = 150 beschreibt alle Punkte (z1,z2) gleicher Kosten
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zu 150 Euro. Die Paralellen von g beschrieben Punkte zu anderen Gesamtkosten.
Wir konnen g nun so verschieben, dal gerade noch ein Punkt der Geraden im
zuldssigen Bereich liegt, hier oberhalb aller Lieferverpflichtungsgeraden s, m, [.

Die geringsten Produktionskosten liegen (graphisch bestimmt) im Punkt
(z1,22) = (2,0.5) mit den Gesamtkosten

30z1 * 5022 = 60425 =85 Euro.

Diese Losung liegt in einer ”Ecke” des zuldssigen Gebietes oberhalb der Geraden
s,m,l.
Mit ¢ = (30,50) € R?, x = (z1,22) € R?, b= (3,5,4) € R® sowie

2 1
A=12 2
1 4

lautet die Algebraische Formulierung wie folgt:

min cT
unter Ax>0b, x>0.

Die Zeilen des Ungleichungssystems Az > b entsprechen den jeweiligen Liefer-
verpflichtungen fiir die entsprechenden Sorten Schwer- Mittel- und Leichtol.

Als weiteres Beispiel erstellen wir einen Produktionsplan fiir 4 Zeitperioden,
mit einer Grundlast a € R und vier Zusatzproduktionsraten x1, z2, 23,24 € R.
Der zu deckende Bedarf in den 4 Zeitperioden sei

by =100, by =125, bs =80, by =90.

Nun ist es moglich iiber den Bedarf hinaus zu produzieren, und Ware zwischen-
durch in ein Lager zu stellen. Diese aufkummulierte Lagermenge y; am Ende
einer jeweiligen Planungsperiode lautet dann:

Yi = Z(a + x5 — bj).

J<i

Die Kosten je Einheit in Normalproduktion sei v = 80, in Uberproduktion seien
die Produktionskosten

61262263204:100.
Die Lagerhaltungskosten um eine Mengeneinheit fiir einen Zeitperiode zu lagern

sei
lhh=1l=13=10, I4=-50.

Die Modellierung von I; = —50 beinhaltet den Abverkauf der Uberproduktion
im Abschluss aller Zeitperioden mit einem Resterlds von 60 (etwa in einem
WinterschluBverkauf fiir Textilien). Die Gesamtkosten lauten dann

minly + cx + 4ya.

14



Die Deckung des Bedarfs in den einzelnen Zeitperioden ist erfiillt durch
y 20,

Ferner sind positive Produktionsmengen gefordert, z > 0, a > 0. Die Konsi-
stenzbedinung zwischen Bedarf, Produktion und Lagermenge ist gegeben durch

a
Alz ] =hb.
mit der Matrix A € R**Y wie folgt:
110 00 -1 0 0 0
a_|to100 1 -1 0 o0
“ 11 0 01 0 O 1 -1 0
1 0001 O 0 1 -1

Somit haben wir die formulierung dieses Produktionskostenbeispiels als LP in
Standardform. Wie sieht eine Lésung aus, und welches ist die Beste ?

2.4 Uberblick

Zur Entscheidungsunterstiitzung bei der Losung komplexer Entscheidungs- und
Planungsprobleme spielt die mathematische Optimierung seit Jahrzehnten ei-
ne wichtige Rolle. Fiir die Praxis sind die Modellklassen Lineare Optimierung
(LP) und gemischt-ganzzahlige Optimierung (IP) am wichtigsten, da es viele
Anwendungen und hochefliziente Standardsoftware gibt.

Typische Anwendungsfelder sind Chemische Industrie, Lagerhaltungs- und
Transportprobleme, Planungsprobleme der Linienfluggesellschaften: Flugpline,
Aircraft Assignement, Crew Scheduling usf.. Kraftwerksoptimierungsprobleme
sind ein weiteres Anwendungsgebiet.

Der Trend geht zu ”Echtzeitoptimierungen” mit grafischer Visualisierung
und hohen Interaktionsmoglichkeiten der Endbenutzer.

Standige Leistungssteigerungen bei Rechnern und Software verbessern die
Voraussetzungen fiir den praktischen Einsatz in betrieblichen Anwendungen.
Vor allem bei der gemischt-ganzzahligen Optimierung wurden in der letzten
Dekade enorme Fortschritte bei den Algorithmen erzielt.

Die Entwicklung von LP-Software ist komplex und erfordert spezifisches Wis-
sen iiber Algorithmen, Datenstrukturen sowie Systementwicklung.

Die Losung von LP-Modellen basiert auf der Simplexmethode bzw. Innere
Punkte Verfahren, die urspriinglich auf die Arbeiten von G.B. Dantzig 1947
bzw. N. Karmakar 1984 zuriickgehen. Beide Verfahren weisen unterschiedliche
Vor- und Nachteile auf und ergiinzen sich:

Im Normalfall werden LP-Modelle aus praktischen Anwendungen mit dem
Simplexverfahren gelost, in C'm vielen Iterationen, wo m die Anzahl Restriktio-
nen, und C' eine Konstante ist, iiblicherweise 2 < C' < 5.
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Interior Point Codes konnen manche grofle LP-Modelle vielfach so schnell
16sen, als die besten Simplex Codierungen, da die Anzahl der Iterationen un-
abhingig von der Modellgrofie ist, typisch sind 20 — 40 Iterationen. Der Arbeits-
aufwand pro Iteration ist im wesentlichen durch das Lsen eines symmetrischen,
positiv definiten Gleichungssystems bestimmt. Im Unterschied zum Simplexver-
fahren ist im Inneren Punkte Verfahren ein Iterationsschritt sehr aufwendig.

Die Simplexmethode hat den Vorteil, dal optimale Basislosungen bestimmt
werden, d.h. nur wenige Strukturvariablen einer optimalen Losung haben Werte
ungleich Null.

Bei Interior Point Verfahren liegen die meisten Strukturvariablen zwischen
ihren Schranken, was nur selten erwiinscht ist. Mindestens fiir IP-Modelle muf}
zum Ausnutzen einer strengen LP-Relaxation und zur schnellen LP-Optimierung
im Branch and Bound, eine optimale Basislosung bestimmt werden. Dazu stehen
Algorithmen bereit, die als ”Crossover” oder Basis Identifikation (BI) bezeich-
net werden. Die Zeit zum Ausfiihren einer BI kann grofler sein als die Zeit des
LP-Problems.

Die Simplexmethode weist im Gegensatz zu Interior Point Methoden ein sehr
gutes ”Warmstart-Verhalten” auf, wenn ein LP-Modell nur wenig modifiziert
wurde und eine nahezu optimale Basis vorhanden ist.

Nachfolgende Tabelle soll die Entwicklung der Software MOPS darstellen
in Thren Versionen 1.0 bis 4.0, anhand eines LP-Problems ”Qil” mit ca. 5500
Restriktionen und 6000 Variablen.

Jahr | Version Zeit(Sec.) PI1400

1987 | V1.0 Produktform der Inversen 612.4

1988 | V1.1 LU-Update 107.5

1989 | V1.2 LP-Preprocessing 35.1

1991 | V1.3 neue Zeilenauswahl 31.2

1992 | V1.4 neue Skalierung 26.0

1994 | V2.0 Verfeinerungen, LIFO-IP 21.9

1995 | V2.5 Verfeinerungen allgemeine Kno- 20.7
tenauswahl

1997 | V3.0 Verfeinerungen, allgemeine duale 17.6
Algorithmen

1999 | V4.0 Simplex mit neuem LP- 8.4
Preprocessing

1999 | V4.0 Interior Point Code mit Crossover 4.9

Einen wesentlichen Einfluf} auf die Losungszeit von LP- und IP-Modellen haben
auch Techniken, die im LP-Preprocessing eingestzt werden. Sie bestehen aus
einer Reihe einzelner Tests und Algorithmen, die zum Ziel haben, Restriktio-
nen als redundant zu identifizieren, bzw. zu fixieren. Einzelne Schranken von
Variablen werden relaxiert oder verschirft. Hauptgrund fiir das Preprocessing
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ist, daf} groBle Modelle mit Computerprogrammen generiert werden, die keine
Programmléogik zur Redundanzerkennung aufweisen.

Nachfolgende Tabelle gibt einen Uberblick zur Reduktion der Problemgrifie
durch LP-Preprocessing anhand von 6 Testbeispielen.

Modell Anzahl Restriktionen | Anzahl Variablen
Oil Orginal 5593 6181
Oil reduziert 1617 2055
Schering Orginal 10246 29246
Schering reduziert 6062 16759
Bayer Orginal 33690 28122
Bayer reduziert 15345 9537
B+M Orginal 17431 81896
B+M reduziert 7859 61854
tough Orginal 217238 172158
tough reduziert 8633 99725
Ken18 Orginal 105127 154699
Ken18 reduziert 46887 96783

Man sieht, dafl bei einigen Modellen die Problemgrose sich drastisch reduziert.
Dies fiihrt zu entsprechend kiirzeren Losungszeiten.

Die Losungszeiten des Inneren Punkte Verfahrens, einschliefilich BI (Ba-
sisidentifikation) ist in Nachfolgender Tabelle dem primalen Simplexverfahren
gegeniibergestellt.

Modell Interior Point + BI Simplex
Iterationen Zeit(sec.) | Iterationen Zeit(sec.)
Oil 25 4.50 | 3236 8.84
Schering | 42 32.24 | 7375 30.32
Bayer 35 41.30 | 10214 125.51
B+M 68 138.36 | 23070 226.29
tough 27 1161.24 | 72652 3501.94
Ken18 20 575.29 | 126652 7331.01

Bei IP (Integer Programming) Modellen diirfen einige Variablen nur ganzzahlige
Werte annehmen. IP Modellierungstechniken, u.a. iiber 0—1 Variablen erlauben
es nichtlineare deterministische Entscheidungsprobleme in einem IP-Modell ab-
zubilden. gegeniiber ”KI-Techniken” bietet die Abbildung von Regeln der Aus-
sagenlogik mit 0—1-Variablen den Vorteil, daf sie direkt in komplexere Modelle
mit kontinuierlichen Variablen eingebunden werden kénnen.
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Obwohl IP-Modelle formal eine sehr grofie Ahnlichkeit zu LP-Modellen auf-
weisen, gehoren sie (bis auf spezielle Ausnahmen) mathematisch zur Klasse der
NP-harten Probleme, fiir die keine effizienten Algorithmen bekannt sind. Alle
erfolgreichen Softwaresysteme zur Lésung von IP Modellen basieren auf Branch
and Bound Algorithmen, bei denen an jedem Knoten des Baumes das fiir das
zugehorige Teilproblem, dessen LP-Relaxation gelost wird. IP Software, die auf
dem Konzept der strengen LP-Relaxation basiert, ist viel leistungsfahiger als
klassische Branch and Bound Verfahren.

Die folgende Grafik zeigt den Normalfall einer Optimierung eines IP /LP Mo-
dells in einem Softwaresystem (MOPS).

‘ LP-Preprocessing ‘

Simplex Interior Point

| Basis Identification |

‘ LP /IP-Postsolve ‘

‘IP Heuristiken, Branch and Bound

In letzter Zeit sind in den Unternehmen viele interessante Anwendungen ent-
standen, bzw. in der Entwicklung, die auf LP/IP Technologie beruhen. Auch
die APO-Komponente von SAP R3 zeigt, dafl Optimierungstechnologie ein fe-
ster Bestandteil von ERP (Enterprise Ressource Planning) Software werden
wird. Lineare Modelle LP und IP sind bis heute Standard in quantitativen
Produktionsplanungs- und Supply Chain Modellen.

Die Erfahrung zeigt, dafl mit IP Software schwierige IP Modelle durch ver-
besserte Algorithmen und schnellere Hardware mindestens um den Faktor 100
schneller gelost werden kénnen als vor 10 Jahren. Eine wesentliche Abschwichung
dieses Trends ist nicht erkennbar.

Gegenstand des Linearen Optimierungsteils der Vorlesung ist der primale
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Simplexalgorithmus. Dieser ist zentraler Bestandteil von LP Optimierungssoft-
ware. Die lineare Optimierung ist eines der gebrduchlichsten und am weitesten
Entwicklelten Optimierungsverfahren in der Anwendung. Die im zweiten Vorle-
sungsteil behandelten kombinatorischen Verfahren haben einen starken Bezug
zur linearen Optimierung und kénnen zum Teil als Spezialfille der linearen
Optimierung gesehen werden, obwohl diese Sichtweise den Vorgestellten Kom-
binatorischen Verfahren nicht ganz gerecht wird.

Auf die ganzzahlige Lineare Optimierung, sowie Innere Punkte Verfahren
geht die Vorlesung nicht nher ein. Das Thema Komplexitit bleibt im weiteren
ebenfalls Ausgenommen. Wie erwihnt ist das Simplexverfahren nicht polyno-
mial, im Gegensatz zu den Innere Punkte Verfahren, die polynomiale Laufzeit
haben. Die ganzzahlige lineare Optimierung ist bis auf Spezialfille (auf die wir
im kombinatorischen Teil zu Sprechen kommen) nicht polynomial, (aufler ”P =
NP”).

2.5 Links zur linearen Optimierung

Wird spéter nachgereicht.
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3 Dualitét

3.1 Definition der Dualitéit
Zu einem LP existiert ein duales LP, mit weitreichenden Eigenschaften fiir das

primale (orginire) LP, die wir im folgenden untersuchen werden.

Definition 5 Gegeben sei folgendes primale LP in Standardform:

(P) min cz
unter Ax=b, z>0.

Das hierzu duale LP hat die Darstellung:

(D) max by
unter ATy+s=¢, s2>0.

Mit A€ R™*" be R™, c e R*" gilt y € R™ und s € R". Man nennt y die
dualen Variablen, und s den dualen Schlupf.

Fiir allgemeine LP’s (PA) aus Definition (4),

min cT
(PA) unter Aex = be,
Ala: Z bl, x Z 0.

mit Partitionen
eUl={1,...,m}, pUu={1,...,n},
ist das duale LP mit B := —AT definiert durch:

max by
(DA) unter B,y = —cy,
pr 2 —Cp, Yi 2 0.

Die Indices i € p, fiir welche z im primalen Problem (PA) positiv ist, 2, > 0,
werden zu Ungleichheitsbedinungen B,y > —c;,. Die Indices i ¢ p werden zu
Gleichheitsbedinungen B,y = —c¢,. Fiir die Indices i € I, welche im primalen
Problem (PA) den Ungleichheitsbedinungen unterworfen sind A;z > by ist y
positiv, y; > 0.

Die Koinzidenz zum Dualitiitsbegriff obiger Definition sei als Ubungsaufga-
be gestellt. Die Rollen des primalen und dualen LP’s sind untereinander nicht
ausgezeichnet:

Lemma 1 Das primale LP (P) ist selbst dual zum dualen LP (D).
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Wir fithren dies aus, in Bezug auf den Dualitétsbegriff aus Definition (5) fiir LP’s
in Standardform. Seien (P), (D) wie in (5). Fir y = y* —y~ mit y*,y~ >0
ist (D) dquivalent zur Standardform:

min  (=b",b") (zi)
unter (AT,—-ATE,) | vy~ | =c¢, yt,y7,8>0.
s

Hierauf die Dualisierungsregeln aus Definition (5) angewandt ergibt:

max cx
A S1 -b

unter —A lz+ | s9 = b , 81, 82,83 > 0.
En 83 0

Aus Az < —bund —Az < b folgt Az = —b. Mit x 4+ s3 = 0 und s3 > 0 folgt
2 < 0. Ersetzen wir  durch —z, so ergibt sich das orginére primale LP (P):
minc¢(—z) unter A(—z)=0b, (—z)>0.g.ed.
Eine zuldssige Losung
(y,5) € Fp = {(y,5) e R"™" [ATy + s =", s > 0},

des dualen LP (D) definiert eine untere Schranke fiir die Kostenfunktion des
primalen LP’s:

Theorem 1 (schwache Dualitédt) Sei p* € Ry,

p* = min cz,
z€Fp

optimaler Kostenfunktionswert des primalen LP, und d* € Ry,

d* = max by,
yEFD

optimaler Wert des dualen LP, dann gilt:
p*>d".
Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dafl es einen primal zul&ssigen
Punkt € Fp = {Az = b, £ > 0} und einen dual zuliissigen Punkt (y,s) € Fp
gibt. Es folgt
cr = sx +y"Ax = sz + yb > by,
da mit s > 0 und = > 0 gilt sz > 0. Damit folgt aber
* = mi > max by =d*.q.ed.

I s, = L
Wir nennen ein (z,y,s) € Fp X Fp ein zuliissiges Paar, oder eine primal-dual
zuléssige Losung. Gilt sz = cx — by = 0, dann ist (z,y,s) optimal, d.h z 16st
das primale LP optimal, wihrend (y, s) optimale Losung des dualen LP’s ist.

Der Wert sz heifit Dualitétsliicke. Diese beziffert die Abweichung eines zuléssi-
gen Paares (z,y,s) € Fp X Fp von den optimalen Kosten.
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3.2 starker Dualititssatz

Um den starken Dualitdtssatz zu beweisen bendtigen wir zwei geometrische
Lemmata.

Lemma 2 (Trennungs Lemma) Sei C C R" eine abgeschlossene konveze
Menge, und b ¢ C ein Punkt ausserhalb. Dann gibt es eine strikt trennende
Huyperebene, gegeben durch ihren Normalenvektor y € R™, sodaf§ mit einem v €
R gilt:

by<~vy wund xy >~ firale xeC.

Sei n € C der zu b nichstgelegene Punkt in C' (einen solchen gibt es). Dann
erfiillen y = n — b und v = yn die getroffene Aussage. (Beweis als Ubungsauf-
gabe).

Lemma 3 (Lemma von Farkas) Fiir eine Matrix B € R™*" und b € R™
gilt genau einer der beiden folgenden Fille, aber nicht beide:

i) es gibt ein x € R" mit Bx = b und x > 0, oder
i) es gibt ein y € R™ mit BTy > 0 und by < 0.
Sei xz > 0 mit Bx = b. Fiir alle y € R™ mit BTy > 0 gilt dann:
by = (Bz)"y = 2" (B"y) > 0.

Somit kann i) und ii) nicht zugleich gelten.

Die Menge C = {Bz |z > 0} ist konvex und abgeschlossen. Sofern i) nicht
gilt, ist b € C ein Punkt ausserhalb, und wir kénnen das Trennungs Lemma
anwenden. Fiir ein y € R™ und v € R gilt:

by <y und (Bz)Ty=z"(BTy)>~v firalle z>0.

Setzen wir x = 0 ein, so folgt v < 0 und somit by < 0. Wire eine Koordinate
(B"y); kleiner Null, so folgt mit dem a-fachen des i-ten Einheitsvektors e; € R®
ein Widerspruch

(aei)"(B"y) = a(B"y)i <7,

fir « € R groff genug. Es folgt daher B™y > 0 und damit ii), sofern eben i)
nicht gilt. q.e.d.

Sofern eine primal- und dual zuléissige Losung existieren Fp # () und Fp # 0
dann gilt im schwachen Dualitétssatz gleichheit, die Dualititsliicke wird ge-
schlossen. Genauer gilt:

Theorem 2 (Starker Dualitdtssatz) Sei(y*,s*) € Fp eine optimale Lisung
des dualen LP’s. Dann hat auch das primale LP eine optimale Lésung x* € Fp.

Die zugehorigen optimalen Kostenfunktionswerte sind gleich:

pf=cx* =by* =d*.
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Angenommen es wiirde p* > d* gelten. Sei B := (§) € R™*!*" . Egal ob Fp = §§
(und damit p* = +00) oder nicht, das System

Br=(5)=(5), z20

ist unlosbar und es gilt der Fall ii) in Farkas Lemma, es gibt ein (%°) € R™*
mit

d*yo + by <0, 1)
yoc" + ATy > 0. (2)
Wir unterscheiden drei Fille.
i) yo<O0: sei vi=2y"+ L
1 = bl > —dr, = b=2d"+bL >d,
2 = AT;’—O < —=c", = ATv=2A"y* + AT;’—O <c".
i) yo=0 sei vi=y*—y:
1) = b(—y) > 0, =  bv=d*+b(—y) > d*,
2 = AT (—y) <0, = ATv=A"y*+ A"(—y) <c".
i) yo >0 : sei vi= —;’—0 :
1) = d* +b(—v) <0, =  bv>d,
2 = "+ A" (—v) >0, = ATv<c.

Sei s = ¢ —ATv, soist s > 0 und (v, s) € Fp dual zuléssig. Zudem hat (v, s)
einen besseren Kostenfunktionswert als y*, da bv > d*, im Widerspruch zur
Optimalitéit von y*. Somit kann p* > d* nicht gelten. Aufgrund des schwachen
Dualitétssatzes gilt p* = d*. q.e.d.

Insbesondere hat das primale LP einen endlichen optimalen Kostenfunkti-
onswert. Es gelten die drei folgenden Aussagen:

Corollar 1

i) Hat entweder das primale LP (P) eine optimale Lésung, oder das duale LP
(D), dann ist auch das Andere LP zulissig und beschrinkt. Die optimalen
Kostenfunktionswerte sind gleich, p* = d*.

it) Ist (P) zulissig, aber unbeschrinkt, dann ist (D) unzulissig und umge-
kehrt.

iii) Ist (P) unzulissig, dann ist (D) entweder ebenfalls unzulissig, oder unbe-
schrankt. Dasselbe gilt mit vertauschten Rollen.
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Es folgt 7) aus dem starken Dualitdtssatz, i7) folgt schon aus dem schwachen
Dualitatssatz, und i) ist direkte Folgerung von i). Da ja das primale LP das
duale Problem des originér dualen LP’s ist, ergeben sich die jeweiligen Aussagen
mit vertauschten Rollen von (P) und (D). q.e.d.

Die Kombinationsmdoglichkeiten unter primaler und dualer Zuldssigkeit und
beschrinktheit sind im folgenden Diagramm nochmals zusammengestellt. Ein
LP mit einer optimalen Lisung, das zul&ssig und beschrinkt ist, wird optimal
genannt.

Duales LP

Primal-Duale Kombinationen

Optimal | Unzulidssig | Unbeschrinkt
PrimalesLP Optimal moglich | unmdoglich unmoglich
Unzuldssig | unmoglich | moglich moglich
Unbeschrinkt | unmdoglich | moglich unmoglich
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4 Geometrie eines Linearen Programms

4.1 Basislésungen und Ecken eines LP
Sei minger z(z) ein LP in Standardform

min cT
unter Ax =b, x>0,

mit zuldssiger Menge F' = {Az = b, £ > 0} und Kostenfunktion z(z) = cz. Fiir
einen zuldssigen Punkt z € F sei B(z) = {i|z; # 0} die Menge der Indices der
Koordinaten ungleich 0 von z.

Definition 6 FEine zuldssige Lisung x € F heiffit Basislosung, genau dann wenn
A; , i € B(x) linear unabhingige Spalten von A sind.

Eine zulissige Losung x € F heifit Ecke (von F), genau dann wenn x nicht
innerhalb der Verbindungsgeraden zweier Punkte u,v € F' liegt:

aus z=X u+(1—-Nv, A€[0,1] folgt z=wu oder z=w.

Die geometrischen Eigenschaften der zulissigen Menge F' eines LP begriinden
wir im folgenden Satz:

Theorem 3 Sei mingcp 2(x) ein LP in Standardform. Dann gelten

i) Fine zulissige Losung x € F ist Basisldsung, genau dann wenn x Ecke
von F' ist.

ii) Ist x € F keine Ecke, dann ezistiert eine u € F, sodaff u weniger Koordi-
naten # 0 hat als x.

i11) Ist die Kostenfunktion z nach unten beschrinkt, dann kinnen wir zudem
z(u) < z(x) annehmen.

i) Ist F beschrinkt, (und x keine Ecke), dann existiert eine affine Kombina-
tion . = Au+ (1 —A)v mit u,v € F und X € (0,1), sodafl u und v weniger
Koordinaten # 0 haben als x.

Sei F' = {Az = b, z > 0}, sowie z(z) = cz fiir x € F.

Sei = A+ (1 — Ao mit X € (0,1) und u,v € F keine Ecke. Es gilt dann
B(u), B(v) C B(z) und folglich B(u — v) C B(z). Die Spalten A; mit z; # 0
sind linear abhingig, mit u — v # 0 gilt:

0=A(u—v) = Ap(z)(u — v)B(a)-

Sei z keine Basislosung, die Spalten A;, i € B(z) seien linear abhingig:
Ay = 0 fiir ein y # 0 mit B(y) C B(x). Die Punkte z; := x + ty erfiillen
Azxy = b, wegen B(y) C B(z) gilt z. > 0 fiir || klein genug. Somit ist z keine

Ecke:
1 1 .
T = 53:,5 + 5305 mit x_ ., x. € F.
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Zu ii): Es gilt #; € F genau dann wenn z; + ty; > 0 fiir alles = 1,...,n.
Somit folgt:
Yy >0 = t2> —%,

i

1, <0 = ts—%.

Somit sind durch

ty :=max——, t,:=min——,
i >0 Yi y:i<0  y;

Schranken t,,t, € Ry definiert, mit ¢, < 0 < t,, sodaf} gilt:
z€F < t,<t<t,.

Sei t, € R, ( wegen y # 0 diirfen wir y; > 0 annehmen fiir ein i € B(z)). Fiir
i € B(z) mit t, = — 31 ist dann (z¢,); = 0. Es hat u := z;, € F wenigstens eine
Koordinate weniger # 0 als z.

Zu iii): Sei z : F' — R nach unten beschrinkt. Im Fall ¢, = oo gilt:

limy 4 o002(xt) = 2(x) + tey # —o0.

Und folglich cy > 0. Im Fall ¢, € R vertauschen wir eventuell y durch —y, somit
gilt cy > 0 in jedem Fall. Fiir u = ¢, folgt dann

z(u) = z(z) + tycy < 2(x).

Zu iv): Ist F beschrinkt, so gilt ¢,,t, € R und z liegt auf der Verbindungs-
geraden der beiden Punkte x:, ,x:, € F, mit weniger Koordinaten # 0 als z.
q.e.d.

Somit ist der Begriff Basislosung unabhingig von der Darstellung eines LP,
zudem folgt die Existenz von Basislosungen bzw. optimalen Basislosungen.

Corollar 2 (Hauptsatz der linearen Programmierung) Sei mingcr 2(z)
ein zulissiges LP, d.h. F # (), dann enthdlt F eine Basislésung. Hat das LP
eine optimale Losung, (die Kostenfunktion z ist nach unten beschrinkt), dann
hat das LP auch eine optimale Basislosung.

Dies folgt unmittelbar aus ii),iii), zusammen mit i) im obigen Satz.

4.2 Zuldssige Menge eines LP als Polyeder

Definition 7 Fin Polyeder F C R" ist die konvexe Hiille einer endlichen Men-
ge B C R™ von Punkten:
F = conv(B).

MitB:{bl,,br} g’&ltF:{Ez)\,b,| ZZ)\zzl,)\z ZO}

Hierbei ist ein b € B notwendig, genau dann wenn b eine Ecke von F ist: Sei
b1 = Au + (1 — A)v keine Ecke, u = Y, u;b;, v = ), v;b;. Dann gilt

by =c1by + Zcibi mit ¢ := ()\ul + (1 - )\)’Ul).
it
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Hierbei gilt ¢; < 1, aus ¢; = 1 wiirde mit u; = 1 sonst b; = u folgen. Sodann
ist by nicht notwendig:

Sei by nicht notwendig;:

b = iaibi = aizby + (1 - 042) Z @i b;.

11—«
i—2 >3 2

Es ist by # by und daher ap # 1, mit r minimal ist auch by # 3 .., lf‘—jmbi und
somit b; keine Ecke. q.e.d.

Sei F' eine zuldssige Menge eines LP. Eine Ecke z € F ist mit B = B(x)
eindeutig bestimmt, durch Agxp = b, da Ap injektiv ist (es sind die Spalten
linear unabhingig).

Theorem 4 Die zulissige Menge F eines LP hat nur endlich viele Ecken !
Ferner sind dquivalent:

i) F ist beschrinkt,
ii) F ist Polyeder,
ii1) F = conv(B) mit B C F ist die Menge der Ecken von F'.

Die Folgerung iit) = i) = i) liegt auf der Hand. Es gilt conv(B) C F,
zu i) = 44i) ist nurmehr die Existenz eines z € F'\ conv(B) auszuschlieflen:

Sei z € F'\ conv(B) mit minimal vielen Koordinaten ungleich Null. Es ist z
keine Ecke (sonst z € B!), mit iv) aus Satz (3) folgt z = du+ (1 —X)v sodaB u,v
weniger Koordinaten # 0 haben. Daher folgt aber u,v € conv(B) und somit
der Widerspruch = € conv(B). q.e.d.

4.3 reduzierte Darstellung und zuléssige Basen

Sind in der Darstellung (A, b,¢) mit F = {Az = b, £ > 0} und z(x) = cz eines
LP in Standardform min,cr 2(z) die Zeilen von A linear unabhingig, dann
spricht man von einer reduzierten Darstellung. Eine solche existiert stets.

In dieser gilt fiir A € R™*™ dann m = RangA < n. Fiir linear unabhéngige
Spalten A;, i € I gibt es eine Teilmenge B C {1,...,n} mit I C B und Ap €
R™>m reguliir (Basisergéinzungssatz).

Definition 8 In dieser Situation heifft B C {1,...,n} zuldssige Basis genau
dann wenn A € R™*™ requldr ist und Aglb >0 gilt.

Dieser Begriff ist abhéingig von einer Darstellung (4, b, ¢) des LP min,er 2(z),
jedoch nicht innerhalb einer Aquivalenzklasse (A, b, )~ von Darstellungen.
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Die zuléssigen Basen einer reduzierten Darstellung stehen zu den Basislosun-
gen in direktem Zusammenhang.

1) : B zuldssige Basis — 2 = (zp,zy) mit zp = A,}lb und zy = 0.
* : = Basislosung — B D B(z) sodafl Ap regulir ist.

Es ist moglich, dafl ¢ zwei oder mehr zulissige Basen auf dieselbe Basislosung
abbildet (es ist dann ¢ nicht injektiv und * nicht eindeutig definiert), man spricht
dann von einem entarteten Darstellung des LP. Wir bezeichnen die Basislosung
#(B) einer zulédssigen Basis mit x(g) := ¢(B). Wir notieren:

) = (zB,rn) mit zx =0.

Der Begriff Basislosung ist Darstellungsunabhiingig, er hiingt nur von der zuléssi-
gen Menge F' eines LP ab. Der Begriff zuldssige Basis hingegen hiangt von einer
konkreten Darstellung (A, b,c) eines LP ab, er ist jedoch invariant unter dqui-
valenten Darstellungen. Da der Pivotschritt des Simplexalgorithmus nur den
Wechsel zu dquivalenten Darstellungen beinhaltet kénnen wir in der Diskussi-
on des Simplexalgorithmus im n#chsten Abschnitt den Basisbegriff allgemein
verwenden.
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5 Simplex Algorithmus

Wir beschreiben den Simplexalgorithmus fiir ein LP in Standardform minge r 2(z)
in einer reduzierten Darstellung (A4, b, ¢):

min cT
unter Ar=0b, >0,

Mit A € R"*™ und Rang(A) = m, sowie b € R™, ¢ € R1*™ gilt also
F={zeR"| Az =b,z >0} und z(z)=cz.

Ob das LP zuléissig ist F' # 0, oder unbeschriinkt, min,er 2(z) = —oo, steht
a priori offen. Eine entsprechende Entscheidung liefert der Simplexalgorithmus.
Wir erwarten dafl er in genau einem der drei folgenden Fille terminiert:

i) F =, das LP ist unzulissig,
ii) F # 0, aber z(z),z € F ist nach unten unbeschrinkt,

iii) Riickgabe eines optimalen z* € F' mit z(z*) = mingep 2(z).

5.1 reduzierte Kosten

Sei B C {1,...,n} zulissige Basis und z(z) = cz die Kostenfunktion des LP.
Ein zuldssiger Punkt z € F in der Zerlegung x = (zp,zy) ist wegen Az =
Apxp + Ayzpy = b schon durch zy eindeutig bestimmt:

B =Agl(b—AN."L'N). (3)
Die Kosten sind folglich eine Funktion der Nichtbasisvariablen xp :
z2(x) = cBxB+cNTN
(4)

= CBAEIb + (CN - CBABIAN):L'N

Mit y := cgAgz' € R™*™ hat der Zeilenvektor s := c—yA € R'*" die Zerlegung
s=(0,sn):

S = c¢cB— (CBAE,I)AB =0, (5)
SN = CN — (CBABI)AN.
Somit konnen wir in (4) einsetzen:
z(z) = yb+snyzn, ©)
= yb+ sz.

Die Kostenfunktion z'(z) := sz ist dquivalent zur originiren Kostenfunktion:
Z'(x) = 2(z) — yb.

In Bezug auf die zuliissige Basis B gilt hierbei s = (sp, sx) mit sg = 0.
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Definition 9 Sei B zuldssige Basis, Gilt fiir die Kostenfunktion
z(x) = cx =cprp + cyxn  hierbei cg =0,
so nennen wir ¢ reduzierten Kostenvektor zur Basis B.

Wir koénnen in Bezug auf eine Basis B stets von einer Kostenfunktion mit re-
duziertem Kostenvektor ausgehen, z(z) = cx mit ¢g = 0. Die Berechnung der
reduzierten Kosten ¢ = (0,cn) zur Basis B aus beliebigen Kosten z(z) = ¢’z
ist mit (5) gegeben. Nur die Nichtbasisvariablen z gehen in die reduzierten
Kosten ein:

z(z) = enzy.

5.2 Optimalitidtskriterium

Mit den reduzierten Kosten ist folgendes Optimalititskriterium fiir eine Ba-
sislosung anwendbar:

Corollar 3 (Optimalitétskriterium) Sei B eine zulissige Basis mit Basislosung
z(py. Die Kostenfunktion z(x) = cyxn sei durch einen reduzierten Kostenvek-
tor gegeben, cg = 0.

Gilt cy > 0, dann ist x(p) eine optimale Lisung des LP.

Fiir jede andere zulissige Losung x € F gilt dann
z(z(p)) < 2(x).

Seix = (zp,zn) und z(g) = (zh,z}y). Wegen cg = 0, 23 = 0 sowie cy,zn > 0
gilt:
2(xz(py) = cerp +eney =0 < enyan = 2(2). ged.

Fiir y,s aus (5.1) erfiillt das primal-duale Paar (z(p),y”,s") die Bedinung
ATyT + 8T = c*. Mit z(py,y = 0 und sp = 0 ist die Dualitétsliicke geschlossen:
sz(p) = 0. Die duale Zulédssigkeit s > 0 ist also genau mit dem Optimalitétskri-
terium erfiillt.

Somit kénnen wir den Simplexalgorithmus wie folgt interpretieren: Die Dua-
litatsliicke sz = 0 ist stets geschlossen. Es wird die duale Zul#ssigkeit der Losung
(z,y,s) angestrebt. Mit dem Optimalitédtskriterium ist dann ebenso die duale
Zulassigkeit s = (0, sy) mit sy > 0 erfiillt. Mit dem starken Dualitétssatz ist
folglich z(p) optimale Losung des primalen Problems.

Durch den Wechsel auf die jeweils reduzierten Kostenvektoren édndert der
Simplexalgotithmus allerdings das duale Problem bestindig.
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5.3 Prinzip des Simplexalgorithmus

Ausgehend von einer zuléssigen Basis B mit Basislosung z(p) suchen wir eine
neue Basis BT mit besserer Basislosung:

z(z(p+)) < 2(z(B))-
Hierzu wahlen wir eine Suchrichtung y € R" sodafl die Variationslosung
Ty = x(B) — ty fir te€ Rso,

die Kosten verbessert. Entweder ist x; zuldssig fiir alle ¢ € R>¢ und die Kosten-
funktion z : F' — R ist nach unten unbeschrinkt, oder es gibt eine optimale
Schrittweite ¢+ € R>o, sodal z;+ gerade noch zuléssig ist, mit den besten Ko-
sten z(zs+) unter allen Variationslésungen.

In diesem Fall ist z;+ = z(p+) wieder Basislosung zu einer neuen Basis B+,

Die Wahl der Suchrichtung y € R™ und Schrittweite t+ sodaf z;+ € F
zuléissig bleibt, und zudem Basisldsung einer neuen Basis BT wird - sodaf} sich
auerdem die Kostenfunktion verbessert 2(z(p+)) < z(z(p)) - beschreiben wir
im nichsten Abschnitt.

5.4 Der Pivotschritt des Simplexalgorithmus

Sei B zuléssige Basis mit Basislosung x = z(p). Der Pivotschritt vollzieht diesen
Basiswechsel mittels einer reduzierten Darstellung (A, b, ¢), deren Kostenfunk-
tion z(x) = cx durch einen reduzierten Kostenvektor ¢ = (¢p,cn) mit ¢cg = 0
gegeben ist.

Sei nun das Optimalit&tskriterium nicht erfiillt, ¢; < 0 fiir ein Nichtbasisin-
dex j ¢ B. Die Suchrichtung

y=(yB,yn) mit yx =—e; und A; = Apys,

erfiillt die homogene Gleichung Ay = 0.
Die Punkte x; := x — ty erfiillen somit Ax; = b und sind zulissig, z; € F,
solange x; > 0 gilt:

x; >ty; firalle i€ {l,...,n}.

Wir wihlen ¢+ maximal mit z; > 0 fiir alle ¢ im Intervall [0,¢%] . Dies wird
erfillt durch

Denn es gilt:

y; <0 und t>0 = x;—ty; >0,
yi>0 und t<tt = @i—ty; >2i—tty; >0 wegen T < 7L
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vgl. Beweis zu Satz (3). Ist yp < 0, und somit ¢+ = oo, so sind die Kosten nach
unten unbeschrankt. Mit cg = 0 und yn = —e; gilt —tcy = tc;, daher folgt:

t_l}inooz(xt) = 2(x) + tc; = —o0,

(wegen ¢; < 0). Andernfalls existiert ein Index ! mit

=2
i
Wegen y; > 0 gilt I € B, zudem ist die Spalte A; abhiingig von {4;, Ay, k €
B,k # 1}. Somit ist fiir Bt = B\l U j die Teilmatrix Ag+ regulir.
Wegen B(z+) C BT gilt Ag}b =24+ > 0. Somit ist

+

T = T+,

neue Basislosung mit neuer zuléssiger Basis BT. Der Zielfunktionswert hat sich
verbessert;:
2(xT) = z(z) + tTe; < 2(w).

Er hat sich echt verbessert, sofern t* > 0 gilt, d.h. wenn aus y; > 0 folgt z; > 0.
Dies ist der Fall, bei einem nicht entarteten LP. (warum ?)

Theorem 5 Sei B zulissige Basis mit Basislisung x € F, sowie (A,b,c) eine
reduzierte Darstellung mit reduziertem Kostenvektor, cg = 0. Im zugehdrigen
Pivotschritt fihrt der Simplexalgorithmus den erstmdglichen der folgenden drei
Schritte aus:

1. diberpriifen des Optimalititskriteriums, im Fall cy > 0 stoppt der Algo-
rithmus mit der Optimalen Lésung x.

2. Feststellen einer nach unten unbeschrinkten Kostenfunktion im Fall yp <
0, (mit dem von j ¢ B mit c; < 0 abhingigen yp ) Der Algorithmus stoppt
mit der Auskunft einer unbeschrinkten Kostenfunktion.

3. Wechsel zu einer neuen zulissigen Basis BT mit Basislésung xT mit bes-
serem (oder zumindest gleichem) Kostenfunktionswert

2(zt) < z(z).
Hiernach wiederholt sich der Pivotschritt.
Mindestens einer dieser drei Schritte ist ausfiihrbar.

Gesetzt den Fall wir verfiigen iiber eine zuldssige Basis B und Basislosung
z = (zp,zn) mit 25 = Az'b, zxy = 0, sowie eine Darstellung (A, b,c) mit
reduziertem Kostenvektor, cg = 0. Dann miissen wir die folgenden Aufgaben
leisten:

1. Feststellen ob ¢y > 0, andernfalls die Auswahl eines Index j ¢ B mit
¢;j < 0, der in die neue Basis eintritt.

32



2. Bestimmen einer Suchrichtung y mit yy = —e; und A; = Apyg.

3. Feststellen ob yp < 0, andernfalls wahl eines solchen Index [ € B mit

t+=%:min{%|i63undyi>0},
2

der die Basis verlisst.

4. Bestimmung der neuen Basis Bt = B\ /U j und neuen Basislosung z+ =
xz —tTy.

5. Auffinden einer neuen iquivalenten Darstellung (AT, b1, ct) passend zu

B* mit reduziertem Kostenvektor ¢, = 0, soda8 weiterhin alle diese

Pivotschritte leicht ausgefiihrt werden kénnen.

Um diese Schritte in tibersichtlicher Form ausfiihren zu konnen, fithren wir
das Simplextableau ein.

5.5 Simplex Tableau einer zulissigen Basis

Sei mingecp 2(x) ein LP in Standardform mit reduzierter Darstellung (A4, b, ¢).
Mit A € R™*" b€ R™,c € R X" lautet das LP:

min  cx
unter Az =0b, z>0.

Mit einem d € R ordnen wir dieser Darstellung Tableau T € R™+t1X7+2 2y der

Gestalt: p
1 ¢ -
T= ( 00A b ) :

Die erste Zeile und Spalte von T' werden als O-te Zeile, bzw. 0-te Spalte be-
zeichnet. Der Eintrag d € R ist mit z(z) = cx + d durch die Kostenfunktion
bestimmt. Gilt z(z) = cz, so setzen wir d = 0.

Fiir eine zuldssige Basis B C {1,...,n} suchen wir eine Basisdarstellung
(A, b, ¢) mit zugehdrigem Basistableau

1 ¢ —d
TB:(O A b)’

mit folgendem Bezug zur Basis B:

i) Es ist ¢ reduzierter Kostenvektor zur Basis B, es gilt ¢ = (¢p,cn) mit
CB = 0.

ii) Es ist Ap eine Permutationsmatrix. In Bezug auf eine Bijektion 7 : B —
{1,...,m} ist fiir i € B der Spaltenvektor A; = e,(; der n(i)-te Einheits-
vektor. Mit B = {iq, ..., 05, } gilt:

AB = (eﬂ(il), - .,e,r(im)) -
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Definition 10 Sei (A,b,c) eine reduzierte Darstellung eines LP in Standard-

form. Ein Tablaeu
1 ¢ —d
T = ( 004 b ) ’

nennen wir Basistablau zur Basis B C {1,...,n}, falls ¢ ein reduzierter Ko-
stenvektor zur Basis B ist, und die Teilmatriz Ag eine Permutationsmatriz ist,
d.h. wenn 1) und ii) wie oben gelten.

Corollar 4 In der Situation obiger Definition existiert zu jeder Basis B ein
solches Basistableau Tg.

Sei (A, b,¢) eine beliebige (reduzierte) Darstellung, und B eine zulissige Basis.
Dann ist

o _ (1 @ 1 e =d\_ (1 &-epAgtd  —d-epAg'h
B=\0 4p 0 A b)) \o A4Aj'4 AG'D

ein Tableau zur dquivalenten Darstellung (A, b, ¢), die i) und ii) erfiillt in Bezug
auf die Basis B:

A = AG'A
b = Ag'd,
c = é—égAgztA

Es ist ¢ reduzierter Kostenvektor, cg = 0, und Ag = E,, ist sogar die Einheits-
matrix des R™*™ . q.e.d.

Wir identifizieren die zugehorige Basislosung r = z(p) im Tableau T's. Fiir
l e Bsei k=n(l),dh. Ay =eg. Fiir i € B,i # 1 gilt dann ag; = 0 und somit:

bk = (ABJL'B)k = Zakixi = apr; = 2. (8)
i€EB
Fir ¢; < 0 identifizieren wir die Suchrichtung y = (yg,yn) mit yn = —e;,

welche den Index j in die Basis bringt. Mit A; = Apyp folgt fiir [ € B und
k=mn(l):
ar; = (ABYB);, = Zakiyi = apyr = Y-
icB
Es haben yp und A; dieselben Koordinaten. Die Kostenfunktion ist nach unten
unbeschrankt, yp < 0, genau dann wenn A; < 0 gilt. Andernfalls, berechnet
sich die optimale Schrittweite ¢+ aus dem Tableau T wie folgt:

+ = o = min{Z![i € B und y; > 0}
= :"((zl))' = min{% |i € B und ar@;; > 0}
™ J m™(2))
b3
- ;_:j = mln{;jjhe{l,...,m}undaij>0}
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Corollar 5 Wir nennen das Element ayj;, mit welchem die obige Minimumbe-
dinung erfillt ist, das Pivotelement des Tableaus Tg.

Die Regeln zur Bestimmung des Pivotelements lauten wie folgt: Es ist j €
{1,...,n} ein Spaltenindex mit ¢; < 0, und k € {1,...,m} ein Zeilenindex im
Tableauw mit b b

= —min{=|ie{l,...,m} und a;; > 0}.

akj ai]'
Die Spalten | € B mit A; = e, und j ¢ B sind durch das Pivotelement ay;
ausgezeichnet. Ausfiihrlich lautet das Tableau T mit diesen Spalten wie folgt:

! J
1 Cl DR 0 DY CJ DRCEY Cn —d
0 all .- .. 0 .- .. a1] .- .. aln bl
Tp = 0 agr -+ 1 - ag; -+ agn by
0 aml DR 0 .. amj DR amn bm

Um das Tableau, und die damit verbundene Darstellung, des LP passend zur
neuen Basis Bt = B\ [ U j zu erhalten, mit zu B* reduziertem Kostenvektor
¢t und Permutationsmatrix A}r, fithren wir folgende Zeilenoperationen auf T

durch:
das —%j—fache der k-ten Zeile wird zur O-ten Zeile addiert,
das —Z;;i—fache der k-ten Zeile wird zur i-ten Zeile addiert, fiir ¢ # &, 0,

die k-te Zeile wird durch ay ; dividiert.

(9)

Dies entspricht einer Linksmultiplikation des Tableau Tp mit
Cj

110 --- e 0
a1j

1 .- —ad 0
LAY
o[D /) | :|: 1

010 o 1
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Esist § = (0,...,—-%,...,0) und

akj’

1 ... %3 ...00

Ak j

o ... —=8mi ... 1

Somit erhalten wir das Tableau

14
TB+:<0 D)TB

Unter Auffiihrung der interessanten Spalten [, j erhalten wir im Detail:

l J

+ _ G + —At

LA 8t 0 ep 4

J

0 al —m 0 aln bl

Tp+:=] o .+ 1 , + +
0 akl ... m ... 1 PR akn bk

+ ce. _8mi . + +

0 aml [ 0 amn bm

Die Umformungen entsprechen einer Uberfithrung des LP zu einer dquivalenten
Darstellung (AT, b, ¢t) mittels einer reguliren Matrix D (und Zeilenvektor §):

AT =DA, bt =Db, ¢t =c+35A, dt =d-éb.

Fiir eine in der Basis verbleibenden Index i € B, i # | nutzen wir aus ay; = 0.
Somit bleibt die i-te Spalte des Tableaus unter den Operationen mit der k-ten
Zeile unversindert. Im Tableau

1 et —d*
TB+:<0 A+ bt )

A+:Az, 02_:6,’:0.

K3

gilt:

Die Umformungen haben aus der j-ten Spalte den k-ten Einheitsvektor gemacht:
At =ep, ¢f =0

Damit ist ¢t reduzierter Kostenvektor zur neuen Basis B+ .Die Teilmatrix A%,
hat dieselben Spalten wie Apg, und ist daher ebenfalls Permutationsmatrix. Ge-
nauer gilt fiir

+ . p+ . N 7T(Z) fiir Z#l,
7t :BY - {1,...,m} mit =« (z)—{k fir = j.
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mit Bt = {iy,...,in} gilt dann

Ap+ = (67r+(i1)> T 7e7f+(im)) ’

Das neue Tablau erfiillt die Anforderungen i),ii) an die Gestalt in bezug auf
die neue Basis B*. Die zugehorige Basislosung z(p+) ergibt sich aus der letzten
Spalte des Tableaus gemif} (8). Wir halten fest:

Theorem 6 Auf dem Tableau Ty einer zulissigen Basis B ist die Pivotopera-
tion durch folgende Schritte gegeben:
1. gilt cny > 0, so ist das Optimalititskriterium erfillt.

2. Andernfalls wihle ein j ¢ B mit ¢; < 0. Gilt A; <0, dann ist die Ziel-
funktion z nach unten unbeschrinkt auf F'.

3. Sei ¢; < 0 und nicht A; <0. Dann bestimme k mit
b b;
£ =min{—|a;; >0 i=1,...,m},
ag j Q; j

und | € B mit A; = eg. Die neue Basis ist dann BT = B\l U j. Fiihre
die obigen Zeilenumformungen (9) durch, sodaf c¢; = 0 und A; = ey, gilt.
Somit ergibt sich ein Tableau Tg+ zur neuen Basis BT mit reduziertem
Kostenvektor in der 0-ten Zeile. Der Pivotschritt wird erneut ausgefihrt.

Wir schliessen diesen Abschnitt mit einer Anmerkung zur Kostenfunktion.
Fiir den Ubergang zu einer neuen Basis B gilt fiir die reduzierten Kostenvek-
toren:

cx+d=(c+06A)r+d—6b=ctz+d.

Die Anderungen des Eintrages d im Tableau entspricht also der Konstanten,
um den sich die dquivalenten Kostenfunktionen der reduzierten Kostenvektoren
unterscheiden.

Lemma 4 Seimingcr z(x) ein LP in Standardform mit reduzierter Darstellung
(A7 b7 c)}
F={Az =0,z >0}, z(z)=ca.

Sei B zuldssige Basis mit Basislosung x(py. Hat das Basistableau Tp hat die

Gestalt
1 eg\ (1 ¢ 0 1 ¢ —d
T = = Y] )
0 Ap 0 A b 0 A b
mit Basisdarstellung (A',b',c") und d' € R, dann gilt fir die Kostenfunktion:
2z)=cx =z +d.

Die Kosten der Basislosung x(p) betragen somit

Z(.Z'(B)) =d.
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Wir erginzen daher die Darstellung eines LP min,cp z(z) um den Wert d € R
zu (4, b,c,d), sodaB fiir die Kostenfunktion gilt

z2(z) = cx + d.

Bislang war die Kostenfunktion durch die Darstellung (A, b, ¢) nur bis auf einen
konstanten Faktor bestimmt. Wir erweitern den Aquivalenzbegriff aus Defini-
tion (3) entsprechend. Zwei Darstellungen (A4, b,c,d), (A", b, ¢, d") eines LP in
Standardform sind dquivalent, genau dann wenn gilt:

A'=DA ¥ =Db, =c+dA,

und zusitzlich
d =d— 6b.

mit einer reguliren Matrix D € R™*™ und einem Zeilenvektor § € R *™.

5.6 Initialisierung des Simplexalgorithmus
Sei mingep 2(x) ein LP in Standardform mit Darstellung (A,b,c) fir A €
R™X" p e R™, c € RX", Es gilt

F={zeR"|Az=b,2 >0} und z(z)=caz.

Indem wir die entsprechenden Zeilen von Az = b mit —1 multiplizieren erreichen
wir b > 0. Die Suche nach einer initialen zuléssigen Basislosung leistet das
folgende Hilfs-LP mingep 2’ (x) mit zulissiger Menge

F' = {(z,y) € B | (4, Em>(;”) b, (2,9) > 0},

Mit dem Zeilenvektor e € R'*™ mit e = (1,...,1) sei die Kostenfunktion gege-
ben durch
2'(z,y) = —eAz + eb.

Da E,, die Einheitsmatrix ist, hat (4, E,,) vollen Rang. Es ist
( (A, Em): b: (_eAa 0): eb)a

eine reduzierte Darstellung des Hilfs-LP. Wegen b > 0 ist (0,b) € F' zuléssig,
und sogar Basislosung mit zulissiger Basis B={n+1,...,n+m}.

Zu dieser Basis ist (—eA,0) ein reduzierter Kostenvektor, (—eA,0)s = 0,
ferner ist (A, En,)p = Ey, offensichtlich eine Permutationsmatrix. Das Tableau

we(o R TT)

hat die Gestalt zur Durchfiihrung des Pivotschrittes. Wir konnen hierauf den
Simplexalgorithmus starten.
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Sei (x,y) € F' zuldssig, mit Az +y = b gilt

Z(z,y) =—e(Az —b) =ey=> y; > 0.

Somit ist die Zielfunktion nach unten durch 0 beschrinkt. Damit (wie wir im
nichsten Abschnitt genauer zeigen) terminiert der Simplexalgorithmus mit ei-
ner optimalen Basislosung (z*,y*) € F’ mit Basis B* C {1,...,n + m}. Die
Zulassigkeit des orgindren LP hingt von y* ab:

Lemma 5 Das orginire LP min,cy z(x) ist unzuldssig, F = 0, genau dann
wenn y* # 0 gilt.

Eine zuldissige Losung x € F' induziert einen Punkt (z,0) € F' des Hilfs-LP mit
2'(z,0) =0 > 2'(z*,y*) = Zyz
i

Also F # ) impliziert y* = 0. Umgekehrt ist mit y* = 0 natiirlich z* € F
zuldssig fiir das orgindre LP. q.e.d.

Im Fall y* # 0 resultieren wir mit einem unzuléissigen orginsren LP. Andern-
falls ist z* € F eine Basislosung von mingcr 2(z), da die Spalten A;,7 € B(z*)
linear unabhingig sind.

Die resultierende Basis B* des Hilfs-LP ist nicht notwendig in {1,...,n}
enthalten, und die Darstellung (A,b,c¢) des orgindren LP dann méglicherweise
entartet. Wir suchen daher eine Basis B D B(z*), sowie eine reduzierte Dar-
stellung des orginiren LP. Mit hilfe des Gaufischen Algorithmus finden wir eine
dquivalente Représentation des Gleichungssystems Az = b:

DAz = Db mit D regulir,

(es ist DA hier obere Dreiecksmatrix) sodafl wir durch Streichen von Nullzeilen
eine reduzierte Darstellung erhalten. Wir bezeichnen die so erhaltene reduzierte
Darstellung wieder mit (A4, b, ¢):

F={Az =b,z > 0},

der Kostenvektor ¢ bleibt unverédndert. Eventuell hat sich die Zeilenzahl m re-
duziert. Der Begriff Basislosung ist Darstellungsunabhéngig, wir ergidnzen die
Indices B(z*) der Koordinaten # 0 der Basisldsung z* zu einer neuen Basis
B D B(z*) der Darstellung (4, b, c).

Im Fall B* C {1,...,n} ist die urspriingliche Darstellung (A,b,c) des LP
minger z(x) reduziert, und B := B* schon diesbeziiglich Basis zur Basislosung
z*. Wir erhalten ein Starttableau zur Basis B mit reduziertem Kostenvektor
und Permutationsmatrix in Bezug auf B wie in (7):

po_ (1 e\ (1 ¢ =d\_(1 c-cpAg'A —d—cpAy'b
B= 0 4g 04 b)) 0o Az4 AG'b
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Wir erhalten (¢ — cpAp'A)p = 0 und (A3'A)p = E,, ist die Einheitsmatrix.
Ab dieser Stelle kénnen wir den Simplexalgorithmuns mit den Pivotschritten zu
Ende bringen. Somit hat der gesamte Simplexalgorithmus die folgende Gestalt:

Theorem 7 Sei mingcp z(x) ein LP in Standardform mit
F={zeR"|Az=b,2>0} wund z(z)=cz.
Der Simplexalgorithmus gliedert sich in folgende Schritte:

1. Fiir das Hilfs-LP mingcpr 2'(x) mit zulissiger Menge

F' = {(z,y) € R™™ | (4, E,,) (“;j) —b, (a,y) > 0},

und Kostenfunktion
Z'(z,y) = —eAzx + eb,

sind die Voraussetzungen des Pivotschrittes erfillt, in Bezug auf die Basis
B = {n+1,...,n+ m} mit Basislésung (0,b), (ObdA gilt b > 0). Die
Kostenfunktion z' : F' — R ist durch einen reduzierten Kostenvektor dar-
gestellt, (—eA,0)p = 0 und (A, Ey,)p ist die Permutationsmatriz E,,. In
diesem Hilfs-LP wird eine optimale Basislésung (z,y) € R*™ bestimmt.
Gilt 2'(z,y) =0, d.h. y = 0, so ist x eine Basisldsung des urspriinglichen
LP mingerp 2(x). Andernfalls ist dieses unzuldssig, F = ().

2. Zur Basislésung x wird mit dem Basisergdnzungssatz eine zugehdrige Ba-
sis B C {1,...,n} gewdhlt. (Die resultierende Basis des Hilfs-LP ist nicht
notwendig in {1,...,n} enthalten). Durch Streichen von eventuell linear
Abhdngigen Zeilen wird das orgindre LP in reduzierte Darstellung gebracht
Aus der reduzierten Darstellung (A,b,c) des LP’s mit zulissiger Basis B
erhdlt man durch Matrizenmultiplikation ein Starttableau

ro_ (1 cs 1 ¢ 0

B=\ 0 4g 0 A b))
mit einer Basisdarstellung, welches die Voraussetzungen des Pivotschrittes
zur Basis B erfiillt.

3. Es sind die Pivotschritte auszufiihren, welche entweder in einer nach unten
unbeschrinkten Zielfunktion, mingcp z(x) = —oo, oder mit einer optima-
len Basislosung x* € F' enden, mit

z2(z*) < z(z) fir alle z € F.

Das beschriebene Verfahren ist eine Zwei-Phasen Methode. Die erste Phase bein-
haltet das Losen des Hilfs-LP zum Auffinden einer initialen Basislgsung, oder zur
Feststellung der Unzul&ssigkeit des orgindrem LP. Die zweite Phase beinhaltet
die Losung des orginiiren LP, (sofern dieses zulissig ist).
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5.7 Kreisen des Simplexalgorithmus, Blands Rule

Soweit der Pivotschritt bisher vorgestellt wurde, konnen in der Abfolge
B',B2,...,B™, B™! der betrachteten zulsissigen Basen diese sich wiederholen:
B"tl = B!, Man nennt dies ein Kreisen des Simplexalgorithmus, eventuell
terminiert der Simplexalgorithmus nicht.

Der Pivotschritt ist bislang nicht deterministisch. Die Auswahl des Index
J & B mit ¢; < 0 ist offen, sowie die Wahl desjenigen

ke{l,...,m} mit L3 =min{£ |a;ij > 0}.
ag j Q;j

Es konnte hier mehrere Minima geben. Damit ist auch die Wahl des Index
| € B mit A; = ey, offen, der die Basis im Ubergang zur Nichsten verlisst:
Bt =B\l Uj.

Zur Wahl der Indices die beim Pivotieren in die Basis eintreten und diese
verlassen existieren zwei Entscheidungsregeln.

Theorem 8 (Bland’s Rule) Zum Basiswechsel im Pivotschritt des Simplezal-
gorithmus benutzen wir die Auswahlregeln:
i) wdhle j ¢ B minimal mit c¢; < 0, sodaf j in die Basis eintritt.
i1) wdhle unter denjenigen Indices | € B mit A; = e}, und
b b;
LA min{—’ |az~j > 0},
a j Q; j

den kleinsten. Somit ist der Index | minimal, der die Basis verlisst.

Unter Einhaltung der Regeln i),ii) ist die Abfolge B',... B™ der Basen beim
Pivotieren ohne Wiederkehr einer Basis. In diesem Fall terminiert der Sim-
plexalgorithmus.

Sofern ein Kreisen auftritt, in der Abfolge B!, B2,..., B", B"! der Basen im
Simplexalgorithmus, mit B' = B™*!, s#indert sich jedenfalls der Kostenfunkti-
onswert nicht. Sei z¢ die zugehorige Basislosung und (A%, b%, ¢, df) die jeweils
zugehorige Darstellung dann gilt fiir 4,5 € {1,...,n}

d'=z2(z") = 2(27) = . (10)

Unter den Indices, welche in die Basen ein- und austreten sei ¢ € {1,...,n}
maximal. Ferner sei B” eine Basis in deren Nachfolger B"+! der Index g eintritt,
und B? eine Basis aus der ¢ austritt:

B™' =B"\1Ugq fiirein l€ B",
Bt =B*\quUp firein pe B,

Sei x = x(ps) die Basislosung zur Basis B, und y = (yp-,yn-) die Suchrichtung
im Pivotschritt von B® zu B**1. Diese erfiillt die homogene Gleichung A%y = 0,
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sowie Ap.yp: = A,. Fiir die Variationslosung z; = z —ty im Ubergang zu B**!
gilt fiir alle t € R
Alzy = b°.

Die Funktion z : F' — R lisst sich auf den affinen Unterraum U = {z €

R™ | A*z = b} fortsetzen. Sowohl U als auch die Ausdehnung von z auf U

hiingen nich von der konkreten Darstellung in der Aquivalenzklasse (A, b, ¢!, d?) ..
ab. Folglich sind

U={zeR"| Az =b'} sowie z(z)=cz+d firale z¢€U,
unabhiingig von i. Mit (10) und z; € U fiir alle ¢ € R folgt insbesondere
CT.’L't = CsiUt- (11)

Wir wollen diese Gleichung zum Widerspruch fiihren.
Fiir den Index q € B?, der aus der Basis B® austritt gilt:

T4 — min{Z|y; > 0, i € B}
Yq Yi

Wir wihlen ein 7 € R mit

T z;
y—q<T§min{y—z|y,~>0,i€Bs und i < ¢} (12)
q 1

Ein solches 7 € R existiert, wegen der minimalitéit von ¢ nach Regel ii) gilt

T

ﬁ<min{yf|yi>0,ie33 und i < g}. (13)
k3

q

Sonst hitte ein Index i < ¢ die Basis B® verlassen. Wegen z—z < 7 ist die
Variationslosung z, = z® — 7y ist nicht mehr zuldssig, =, ¢ F mit

Trq <0, (14)
Es liegt aber z, noch im affinen Unterraum U. Zudem gilt fiir alle i < ¢ :

zr; > 0. (15)
Fiir ¢ € B* N {y; < 0} folgt dies aus (12). Fiir alle anderen i < ¢ gilt y; < 0 und
damit z,; > 0 sowieso. (Fiir i ¢ B* folgt dies aus yns = —ep).

Wir untersuchen ¢"z... Fiir i < ¢ gilt

T
¢

> 0.

Fiir ¢ € B" sogar ¢[ = 0, fiir ¢ ¢ B" hiitte man ansonsten nach Regel i) ¢ anstelle
von q in die Basis B"! eintreten lassen. Mit (15) folgt sodann

cixzr; > 0. fir i<gq.
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Fiir + > q gilt ¢ € B" genau dann wenn ¢ € B*, denn keiner dieser Indices ist ein
eine Basis des Zyklus B!,..., B" ein- noch ausgetreten. Fiir i € B" gilt ¢/ = 0,
fir i ¢ B®, i > g gilt aber z,; = 0, wegen B(z,) C B*Up und p < g¢. Also folgt

cizr; =0 fir i>gq.

Da ¢ in die Basis B" eintritt gilt cj < 0. Mit (14) gilt sodann ¢z, > 0. Somit
folgt:
e, = Z CiTryi > CuTrq > 0.
i

Nun untersuchen wir c*z,. Wegen ¢%. = 0 und B(z,) C Bs U p folgt
Ty = CpTrp-

Da p in die Basis B* eintritt, folgt ¢; < 0, aus (15) und p < q folgt ., > 0.
Wir erhalten:
c’xr = cpTrp < 0.

Der Widerspruch in (11) ist hergeleitet, die linke Seite ist groBer Null, die Rechte
kleiner gleich Null.

Somit kann unter Beachtung der Auswahlregeln von Bland, eine Basis sich
nicht widerholen. Somit ist ein Kreisen ausgeschlossen. Da es nur endlich viele
Basen gibt, muf3 der Simplexalgorithmus terminieren.

Die Theorema, (5,6,7,8) beschreiben den Simplexalgorithmus und postulieren
dessen Korrektheit. Aus dieser folgt die Existenz einer Basisosung z(g) € F eines
zuléssigen beschriinkten LP’s ming¢ g 2(), welche das Optimalitéitskriterium (3)
erfiillt.

Wir gehen abschlielend nochmals auf das Thema Dualitéit ein. In Bezug auf
die initiale Darstellung (A, b, ¢) hat das LP die Gestalt

min cT
unter Az =b, x>0.

sowie ein Basistablau zur Basis B der Gestalt, vgl. (7),

(1 c—cpAgztA —cpAR'h
Ts = ( 0 Azl4 AG'b ‘

Die Optimalitétsbedinung des Simplexalgorithmus lautet
c— cBAglA > 0.

Fiir y” := cp Az gilt also ¢ —y”A > 0. Mit s7 := ¢ — y” A ist somit (x(B),Y,5)
ein primal-dual zuléssiges Paar:

A"Ty+s=c", und s>0.
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Der optimale Kostenfunktionswert des primalen LP ist gleich den Kosten des
dualen Punktes (y, s). Die optimalen Kosten der Basislosung z(p) sind aus der
oberen rechten Ecke von T abzulesen:

z(z(p)) = cBAg'b=y"b.

Die Dualitiitsliicke ist geschlossen. Mit dem schwache Dualitétssatz ist (y, s)
optimale Losung des dualen LP. Aus der optimalen primalen Losung z(py zur
Basis B C {1,...,n} des Simplexalgorithmus folgt die Existenz einer optimalen
dualen Losung (y, s) mit

yT :=cpApz' und sT:=c-—yTA.

Somit haben wir einen zweiten Beweis des starken Dualitéitssatzes.
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6 Notation in der Graphentheorie

Definition 11 (Graph) Ein Graph G = (V, E) besteht aus einer Menge V von
Ecken ("vertices”) sowie einer Menge

Ecv®
von Kanten, ("edges”), die zweielementige Teilmengen von V sind:
VA .={UcCV||U =2}

Somit enthilt ein Graph keine Kanten mit identischer Anfangs- und Endecken,
sogenannte Schleifen.

Definition 12 (Digraph) Ein Digraph G = (V, E) besteht aus einer Menge V
von Ecken (engl. "vertices”) sowie einer Menge

ECV xV\{(v,v)|veV},

von gerichteten Kanten ("arcs”), die geordnete Paare der Ecken sind. Die Weg-
nahme der Diagonalen D := { (v,v) |v € V'} schlieft Schleifen aus, wie im Fall
ungerichteter Graphen.

Definition 13 (Teilgraphen) Sei G = (V, E) ein Graph, T C E Teilmenge
der Kanten und S C V' Teilmenge der Ecken. Gilt T C S®), so ist G' := (S, T)
ein Teilgraph. Wir definieren spezielle Teilgraphen von G wie folgt:

GNT:=(V,T),
GNS:=(S,ENS?),
G\T:=(V,E\T),
G\S:=(V\S,En(V\S)®),

Fiir eine Kantenmenge T C V) sei
GUT :=(V,EUT).

Wir bezeichnen G N'T im folgenden kurz mit T, (und hoffen Verwechslungen
durch den Kontext auszuschlieflen).

Ein Graph G = (V,E) lisst sich stets durch einen Digraphen beschreiben
D = (V,Ep), indem fiir jede Kante e = (u,v) € E die gerichteten Kanten
(u,v), (v,u) in der Menge Ep enthalten sind.

Digraphen lassen sich mit den folgenden Datenstrukturen beschreiben. Die
Wahl einer geeigneten Datenstruktur hat wesentlichen Einflul auf Laufzeit und
Implementierbarkeit eines Graphentheoretischen Algorithmus
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Definition 14 (Adjazenzmatrix,Inzidenzmatrix) Sei D = (V, E) ein Di-
graph mit Anzahl n = |V| an Ecken und m = |E| vielen gerichteten Kanten.
Sei V.= {v1,...,v,} Abzihlung der Ecken, und E = {e1,...,en} eine Solche
der Kanten. Die Adjazenzmatriz A € {0,1}"*™ beschreibt die Kantenmenge E
durch

1l = (’Uz',’()j) ek,

0 sonst.

Ai’j=1 <=>{

Es gilt A;; = 1 genau dann wenn eine Kante von v; zu v; fihrt, v;,v; heifien
dann adjazent. Die Inzidenzmatriz I € Z™*™ ist definiert durch

-1 << 3k mit e; = (v;, k),

Li=<1 < 3k mit e; = (vg,vi),
0 sonst.
Es gilt I; j = 0 wenn v; weder Anfangs- noch Endecke von e; ist. Esist I; j = —1

genau dann wenn Kante e; von Ecke v; ausgeht, und I; ; = 1 wenn e; in v;
endet. Im Fall I; ; # 0 sind v;, e; inzident, es ist v; Anfangs- oder Endecke von
€j.

Definition 15 (total unimodular) Eine Matriz A € Z™*™ heif§t total uni-
modular, genau dann wenn fir alle quadratischen Untermatrizen B gilt

detB € {0,1, -1}.

Fiir eine Matriz A € R™*™ ist B € R"™*" mit r < n,m quadratische Unter-
matriz, ganau dann wenn es Zeilenindices 1 < i1 < s < ... < i < n und
Spaltenindices 1 < j1 < jo < ... < jr < m gibt mit

Bk,l = Aikyjl fﬂf‘ 1 S k,l S r.

Offenbar gilt A;; € {0,1, —1} fur eine total unimodulare Matrix A. Ganzahlige
lineare Programme ILP’s, mit einer Matrix A € Z™*", einem Vektor b € Z™
sowie einem Zeilenvektor ¢ € Z*™ gegeben durch:

min cT
unter Ar=b, x>0,z € Z",

mit total unimodularer Matrix A werden schon durch ihre LP-relaxation

min cT
unter Ar=b, >0,z €R",

gelost, da deren Basislosungen sdmtlich ganzzahlig sind xp = Aj_glb € 7" fur
alle Basen B C {1,...,m}.

Theorem 9 Die Inzidenzmatriz A eines Digraphen D = (V, E) ist total uni-
modular.
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Beweis: Jede Spalte von A hat genau zwei Eintrige # 0, es ist Ay = e; — ¢;
mit Einheitsvektoren e;,e; € R?, (n = |V]), sofern die Kante ex = (v;,v;) von
Anfangsecke v; zu Endecke v; zeigt.

Mit dem Determinantenentwicklungssatz hat ein minimaler Verbrecher B €
Z"*" als quadratische Untermatrix mit detB ¢ {0,1,—1} (und r minimal) genau
zwei Eintrége in jeder Spalte. Dadurch sind aber seine Zeilen linear abhéngig.
Mit den Zeilenvektoren b; = (B; 1, B;.2,- - -, B;,r) gilt genauer:

> bi=0,
und daher der Widerspruch detB = 0. q.e.d.

Definition 16 (Wege,Kreis) Sei G = (V, E) ein Graph, eine Aufzihlung von
Ecken
Y= (v17" '71}”)7
heifit Weg, sofern die aufeinanderfolgenden FEcken durch Kanten verbunden
sind,
e = (vi,vi41) € E  fir 1<i<n.

Es ist v ein Kreis, sofern vi = v, gilt, der Weg zu seinem Anfangspunkt zuriick-
kehrt. In der Regel verlangen wir, daf die involvierten Kanten verschieden sind,

e; #ej fir i#j.
Definition 17 (Nachbarschaft,Eckengrad) Fiir eine Eckev € V eines Gra-
phen G = (V, E) sind die Nachbarn N(v) CV definiert durch
u € N(v) < (u,v) € E.

Die Ecke u ist Nachbar von v, falls u,v durch eine Kante verbunden sind. Fiir
eine Ecke v € V eines Graphen G = (V, E) ist der Eckengrad d(v) € Ny durch
die Anzahl benachbarter (mit einer Kante verbundener) Ecken definiert:

d(v) := |N(v)|.

Definition 18 (Zusammenhang,Baum) Fin Graph G = (V,E) heifst zu-
sammenhdngend, falls je zwei Ecken s,t € V' durch einen Weg verbunden sind,

v=(v1,...,0,) mit vi =3, v, =t

Ein zusammenhdngender Graph G heifst Baum, falls G keinen Kreis enthdlt.
Dies ist dquivalent zu |E| = |V| — 1, (fir zusammenhdingende Graphen). Ein
Blatt v € V eines Baums ist mit genau einer Kante inzident, der Eckengrad ist
eins,

d(v) =1.
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Sei G = (V, E) ein zusammenhdngender Graph. Ein aufspannender Baum T C
G ist ein zusammenhdngender Teilgraph mit gleicher Eckenmenge,

T=(V,Er), mit Er CE,
sodafS T ein Baum ist.

Wir benutzen hier das Symbol C der Enthaltenseinsrelation fiir die Teilgraph
beziehung, die in der Tat transitiv ist. Jeder Baum T = (V, E), mit |V| > 2, hat
mindestens zwei Blitter.

Definition 19 (Hamiltonkreis) SeiG = (V, E) ein Graph mit |V | = n Ecken.
Deren Aufzihlung
H= (Ula-- -avn):

ist ein Hamiltonkreis, falls je zwei aufeinanderfolgende Ecken durch Kanten
verbunden sind:

(vi,viy1) €EE fir 1<i<n-—1,
(vp,v1) € E.

Wir geben ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines Hamiltonkreises:
Lemma 6 Sei G = (V, E) ein Graph mit |V| > 3, jede Ecke v € V hat minde-
stens |V'|/2 viele Nachbarn,
|
N> L
Dann besitzt G einen Hamiltonkreis.

Beweis: Sei G = (V, E) ein maximaler Verbrecher, durch hinzufiigen einer Kante
(u,v) € E erhdlt GU (u,v) einen Hamiltonkreis H = (u,uy, - - -, Un_2,v). ObdA
hat G vier Ecken, n = |V| > 4.

In diesem Hamiltonkreis gibt es ein i € {1,...,n — 3} mit u; Nachbar zu v, und
u;+1 Nachbar zu u. Die Indexmengen

I = {i|u; € N(v)},
I := {i|ui+1 S N(U)}

haben nichtleeren Durschnitt 3 € I; N I # 0, wegen

|Il|2n/2, |I2|Zn/2—1, |I1UIQ|:TL—2
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Somit ist
!
H = (UyUsy.ey Uiy Uy Up—2y -« s Uit 1),

ein Hamiltonkreis der schon in G enthalten ist, ein Widerspruch. g.e.d.
Definition 20 Sei G = (V, E) ein Graph mit Teilmenge U C V wvon Ecken.

Der Teilgraph G N U ist eine Zusammenhangskomponente von G, falls GNU
zusammenhdngend ist, es keine Kanten zwischen U und V \ U gibt:

(u,v) € E = u,v €U oder u,v € V\U.

Ein Graph G = (V,E) ist zusammenhdngend, falls V die einzige (nichtleere)
Zusammenhangskomponente ist.

Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten eines Graphen G = (V, E) sei
mit ¢(G) bezeichnet. Somit kénnen wir nun ein notwendiges Kriterium fiir die
Existenz eines Hamiltonkreises angeben.

Lemma 7 Fir jede Teilmenge S C V eines Graphen G = (V, E) mit Hamil-
tonkreis H muss gelten:

G\ S) <|S].

Es muf S mindestens so viele Ecken haben wie G \ S Zusammenhangskompo-
nenten hat.

Beweisskizze: Entnimmt man einem Hamiltonkreis H eine Ecke so hat er immer
noch eine Zusammenhangskomponente.

Fiir jede weitere entnommene Ecke erhoht sich die Anzahl Zusammenhangskom-
ponenten hochstens um 1, es gilt

¢(H\ S) <|S].

Der Teilgraph H ist aus G' durch entfernen von Kanten aus G entstanden, und
hat daher mehr oder gleich viele Zusammenhangskomponenten wie G-

IS| > ¢(H\ S) > (G \ S). ged
Definition 21 (Eulertour) Sei G = (V,E) ein zusammenhingender Graph

mit |E| = m vielen Kanten. Eine Eulertour ET = (vy,...,vn) ist eine Folge
von Ecken, in der jede Kante genau einmal vorkommi:

{(wi,vig1), (U, v1) [ 1 <P <m—1} = E.
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Wir geben ein hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir die Existenz einer
Eulertour an:

Lemma 8 FEin Graph G = (V, E) besitzt genau dann eine Eulertour wenn der
Eckengrad iiberall gerade ist,

dv)=0 mod2 firalle vev.

Beweisskizze: Es ist = trivial, zu <= : Sei G ein minimaler Verbrecher, es ist
G kein Baum, denn Blitter haben den Eckengrad 1. Daher existiert ein Kreis
C = (v1,...,v,) C G. Die Zusammenhangskomponenten G;,i € I von G \ C
haben weiter geraden Eckengrad und besitzen daher Eulertouren ET;,i € I.
Jede Komponente besitzt eine Ecke v; € G; N C An dieser Stelle kann die Tour
ET; in C eingefiigt werden. (Die Ecken v;,4 € I sind verschieden).

Somit entsteht Eulertour fiir den gesamten Graphen G, ein Widerspruch. g.e.d.
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7 Minimal aufspannende Biume
Sei G = (V, E) ein zusammenhiingender Graph, mit Gewichtsfunktion
w:E->R

Fiir eine Teilmenge T' C E von Kanten, bzw. einen Teilgraphen T' = (V', E')
mit V! C V und E' C V¥ N E sei das Gewicht von G gegeben durch:

ecT

Im Falle eines Teilgraphen T bedeutet e € T genauer e € E'.

Definition 22 Sei G = (V, E) ein zusammenhingender Graph. Ein minimal
aufspannender Baum T ist ein Solcher mit mimimalem Gewichi:

w(T) < w(T"),
fiir alle aufspanneden Biume T' von G.

Durch hinzufiigen einer Kante f ¢ T zu einem Baum T = (V, E) enthélt T U f
genau einen Kreis. diesen bezeichnen wir mit Cr(f). Zur Entscheidung ob ein
Aufspannender Baum T eines Graphen G = (V, E) ein minimaler Aufspan-
nender Baum, kurz MST (”minimal spanning tree”) ist, verfiigen wir iiber das
folgende Kriterium.

Lemma 9 Sei G = (V,E) ein zusammenhdngender Graph, und T C E ein
aufspannender Baum. Es ist T ein MST genau dann wenn fir alle f € E\T
gilt:

w(e) <w(f) firalle ee Cr(f). (16)

Beweis: Sei T ein MST fiir den die Optimalititsbedingung (16) verletzt ist,
wle)>w(f) fir eeT, f¢T
Esist 7' = (TUf)\e ebenfalls ein Aufspannender Baum, mit kleinerem Gewicht:
w(T") = w(T) = w(e) + w(f) <w(T),

ein Widerspruch.

Sei nun T ein aufspannender Baum, der das Optimalititskriterium (16)
erfiillt, und T" ein minimal aufspannender Baum, mit soviel Kanten zu T ge-
meinsam als moéglich (T'NT" maximal). Da wir 77 # T' annehmen existiert eine
Kante f € T'\ T. Da T das Optimalitétskriterium erfiillt, gilt

wle) <w(f) firalle e e Cr(f).

o1



Ein €' € Cr(f) verbindet die beiden Zusammenhangskomponenten von 7"\ f.
Somit folgt f € Crr(e') und T" :=T'U e\ f ist ein aufspannender Baum mit

w(T") = w(T") + w(e') — w(f) < w(T).

Es ist somit T" ebenfalls ein MST. Da e’ Kante von T, aber f ¢ T hat T' eine
Kante mehr gemeinsam zu T als T", ein Widerspruch. Es muf} also T' ein MST
sein. g.e.d.

Der Beweis zeigt, wie man durch sukzessiven Kantenaustausch zwei verschiedene
MST ineinander Uberfiihren kann. Dies ermdglicht entsprechende lokale Such-
verfahren nach MST. Hat man mehr als ein Kantengewicht, etwa w; : £ - R
und wy : £ — R und nennt einen Baum T effizient, falls fiir jeden anderen
aufspannenden Baum 7" gilt:

entweder wy(T) < wi(T"),
oder wy(T) < wo(T"),
oder wi(T)=wi(T") und ws(T) = wo(T").
Die effizienten Bdume sind nun nicht mehr durch Kantenaustausch ineinander
iiberfithrbar (Beispiel 7). In der multikriteriellen Optimierung stellen sich daher
die von MST involvierten Optimierungsaufgaben neu.
Sei G = (V, E) ein Graph. Ein Wald W ist ein Teilgraph W = (V', E') mit
gleicher Eckenmenge V = V', der keinen Kreis enthilt. Wir formulieren den
Algorithmus von Kruskal, der einen minimalen aufspanneden Baum generiert.

Algorithmus 1 (Kruskal) Sei G = (V,E) ein zusammenhdingender Graph,
W C E ein Wald.

o wihle eine Kante e ¢ W von minimalem Kantengewicht, sodaff W Ue ein
Wald bleibt (solange dies geht).

Der Algorithmus von Kruskal terminiert mit einem Wald T, der ein minimal
aufspannender Baum ist.

Beweis: Offenbar terminiert der Algorithmus mit einem aufspannenden Baum
T. Dieser erfiillt auch das Optimalitétskriterium (16) aus Lemma (9). Sonst
gibe es ein f ¢ T und ein e € Cr(f) mit

w(e) > w(f).
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Sei W C T der Wald vor Hinzunahme von e. Bei der Auswahl von e kann f
nicht zur Verfligung gestanden haben, also hat W U f ein Kreis. Dann aber auch
T\ eU f, ein Widerspruch. q.e.d.
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8 Fliisse in Netzwerken

Definition 23 Sei G = (V,E) ein Digraph, und ¢ : E — R>¢ eine Kapa-
zitdtsfunktion auf den Kanten, sowie s,t € V zwei ausgezeichnete Ecken (Es
sei R>o = {x € R|z > 0}). So nennen wir (G,c,s,t) ein Netzwerk. Fiir ein
Funktion f: E — R, und eine Ecke v € V sei

fr)= 3 fu),

(v,u)EE

)= Y fluw).

(u,v)EE

FEs ist ft(v) der Fluss, der aus v herausfliefft, und f=(v) derjenige, der in v
hineinfliefSt. Es ist f ein Fluss auf dem Netzwerk (G,c, s,t) sofern gilt:

0< f(e) <c(e) fir alle Kanten e € E,
sowie [ die Erhaltungsgleichungen erfillt:
ft()—f (v) =0 fiir alle Ecken v €V, v # s,t.
Der Flusswert von f ist definiert durch
val(f) :== f*(s) — f~(s).

SeiV = SUT eine Partition der Eckenmenge. Wir nennen (S,T) einen Schnitt
sofern weiter gilt:
se€S, und teT.

Die Kapazitit ¢(S,T) des Schnitts ist definiert durch:

e(S,T) == Z c(u,v).

u€S,veT
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Der Wert val(f) eines Flusses f ist stets kleiner als die Kapazitit ¢(S,T') eines
Schnittes (S,T):

val f = fT(s) = f(s)

=S ) - )

vES
= Z f(v,u) - Z f(uav)
{(v,u) |vES} {(u,v) |veS}
= Z flv,u) + Z flv,u) — Z flu,v) — Z f(u,v)
veES,ueS veS, ueT u€eS,veS ueT,veS
= Z flv,u) Z flu,v)
veS,ueT ueT,veS
< > fw,u)
veS,ueT
< Y ev,u)
vES,ueT
=¢(S,T).

Fiir einen Fluss f auf einem Netzwerk (G, ¢, s, t) definieren wir einen f-zunehmenden
Weg.

Definition 24 Seiy = (v1,...,vy) ein Folge von Ecken, sodaf fir 1 <i <mn
gilt entweder

(vi,viz1) € E,  mit  f(vi,vie1) < c(vg,vi41),
es handelt sich um eine Vorwdrtskante, oder
(Vit1,v;) € B, mit  f(vigy1,vi) > 0.
es handelt sich wm eine Riickwdirtskante. Die involvierten Kanten seien al-
le verschieden, (vi,vit1) # (vj,vj41) fiir i # j. Dann nennen wir vy ein f-

zunehmender Weg von v1 zu v, in (G, ¢, s,t). Fiir einen solchen definieren wir
weiter

d(7y) == min{c(e) — f(e) | e Vorwirtskante} U {f(e')| e’ Riickwdrtskante} > 0.
Entlang eines f-zunehmenden Weges v von s zu t kann der Flusswert erhtht

werden zum Flusswert val(f) + §(vy). Hierdurch charakterisieren wir maximale
Fliisse f mit maximalem Flusswert val(f):

Lemma 10 Sei f ein Fluss in einem Netzwerk (G,c,s,t). Es ist f ein maxi-
maler Fluss, genau dann wenn es keinen f-zunehmenden Weg von s zu t gibt.
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Beweis: Sei f ein maximaler Fluss, und v ein f-zunehmender Weg von s zu ¢.
Dann konnen wir val(f) um den positiven Wert d(vy) erhéhen, indem wir auf
den Vorwirtskanten e € E den Fluss von f(e) auf f(e) + d(y) erhshen, und
auf Riickwirtskanten e’ € E von f(e') auf f(e') — () erniedrigen. Hierdurch
bleiben die Erhaltungsgleichungen giiltig. Ein Widerspruch zu f maximal, es
kann kein f-zunehmender Weg geben. Sei nun

S :={v € V'|zu denen es einen f-zunehmenden Weg von s aus gibt }

Nach Voraussetzung gilt ¢t € S, mit T := V \ S ist (S,T) ein Schnitt mit

val(f) = Y fwv)— D fwuw)= Y clu,v) =cS,T).

ueS,veT u€eS,veT u€eS,veT

Denn es gilt

Y flu)= Y cuw),

ueS,veT ueS,veT

ansonsten wire ein v € T via einer Vorwiirtskante (u,v) mit u € S durch einen
f-zunehmenden Weg von s aus zu erreichen. Weiter gilt

> flu) =0,
ueS,veT

da sonst v € T via einer Riickwértskante zu erreichen wére.

Da ein Schnitt (S,T) existiert mit Kapazitdt ¢(S,T) = val(f), handelt es
sich bei f um einen maximalen Fluss. g.e.d.

Der Algorithmus von Ford Fulkerson generiert fiir ein Netzwerk (G, ¢, s, t)
ein maximalen Fluss f. Hierbei verbessert er den Flusswert entlang eines f-
zunehmenden Weges solange dies geht.

Algorithmus 2 (Ford Fulkerson) Sei (G,c,s,t) ein Netzwerk, der Algorith-
mus von Ford Fulkerson besteht aus den folgenden Schritten:

1. wdhle einen initialen Fluss f, etwa f = 0, oder dbernehme einen schon
konstruierten Fluss. Initialisiere eine Eckenmenge S CV durch S = {s},
sowie eine Teilmenge U C S durch U = (). Ferner sei d(s) := co.

2. Solange U g S undt & S gelten, wihlen wir ein v € S\ U, und fihren
mit den benachbarten Ecken w € N (v) folgenden Schritt durch:

o Alle Ecken w € N(v)\ S, zu denen es eine Vorwdrtskante gibt,
(v,w) e E, mit f(v,w) < c(v,w),
nehmen wir in S auf ST := SUw, und definieren

d(w) := min{d(v), c(v,w) — f(v,w)}, und w(w):=wv,
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Sofern es keine Vorwdirtskante, aber eine Riickwdrtskante gibt,
(w,v) € E, mit f(w,v)>0,

nehmen wir w ebenfalls in S auf (ST = SUw) und definieren in
diesem Fall

d(w) := min{d(v), f(w,v)}, und =w(w):=w.

Wir dndern U zu U Uv und widerholen diesen Schritt, sofern maglich.

3. Gilt nunt € S, so gilt 7™(t) = s fiir ein n € N. Es ist

v = (s, 7" 2),...,7(t),1),

ein f-zunehmender Weg von s zu t, entlang dessen wir den Fluss f dndern
zu f+ mit hoherem Flusswert val(f*) = val(f) + d(t). Wir beginnen mit
Schritt (1) von neuem mit dem Fluss f.

4. Andernfalls gilt S = U. es gilt
S :={v € V| zu denen es einen f-zunehmenden Weg von s aus gibt }

Der Schnitt (S,T), mit T = V' \ S hat eine Kapazitit gleich dem Flusswert
von f:

val f = ¢(S,T).
Mit diesem Schritt terminiert der Algorithmus mit einem mazximalen Fluss.

Beweisskizze: Es sind w : S\ {s} = S und d : S — R stets wohldefiniert. Fiir
alle v € S ist mit s = 7" (v)

y= (s, 7" L(w),...,7(v),v),

stets ein f-zunehmender Weg von s zu v. Fiir eine Ecke v € U sind alle End-
punkte einer Vorwirts- oder Riickwirtskante (v, z) mit f(v,z) < ¢(v,z) bzw.
f(z,v) > 0 schon in S enthalten. Daher impliziert U = S, daf} (S,T) ein Schnitt
ist, der f als maximalen Fluss ausweist, wie im letzten Schritt des Algorithmus
angegeben.

Die beiden Schleifen des Algorithmus brechen jeweils ab, die Wiederho-
lung ab Start mit verbesserten Flufl f+, weil dessen Flusswert echt zunimmt,
val(fT) > val(f). Die Widerholung von Schritt (2), weil hierbei U echt zunimmt.

Somit terminiert der Algorithmus von Ford Fulkerson mit einem maximalen
Fluss.
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9 kiirzeste Wege
Sei G = (V, E) ein Graph mit positiven Kantengewichten
w:E—->R° dh w(e)>0, firale e€E.

Ein Weg v = (vo,...,v,) durch die Kanten (e1,...,e,) mit e; = (v;—1,v;) hat
die Linge

o) = 3 wle).
i=1

Sei s € V eine Ecke. Wir suchen nun im Graphen G nach kiirzesten Wegen von
s aus zu jeder anderen Ecke in V. Fiir v € V sei die linge dj,(v) des kiirzesten
Weges von s nach v definiert durch

di,(v) = min{w(v) |y = (vo,...,vn) mit wvg =8, v, =v}.

Definition 25 (Bellmannungleichungen) Sei G = (V, E) Graph mit positi-
ver Kantengewichtung,
w:E =R,

sowie s € V eine Ecke. Fine Eckengewichtung d : V. — R erfiillt die Bellman-
nungleichungen genau dann wenn gilt:

d(s) =0, wnd d(v)= min {d(u) +w(u,v)} fir ov#s.
u€EN(v)

Die Ungleichung d(v) < d(u) + w(u,v) fiir u € N(v) gilt schirfer insofern daf§
d(v) das Minimum auf der rechten Seite annimmt.

In einem zusammenhingenden Graphen erfiillt die kiirzeste Wege Funktion
dr : V — R offenbar die Bellmannungleichung.

Sei dp : V — R eine weitere Funktion, die den Bellmannungleichungen gentigt.
Es gilt dann:
dp > d.

Wir definieren eine Vorgéngerfunktion 7 : V' \ s — V, die fiir v € V' \ s einen
solchen Nachbarn 7(v) € N(v) designiert, in dem die Bellmannungleichungen
das Minimum annehmen:

dp(v) = dp(m(v)) + w(m(v),v).
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In der Kette v, 7(v), 72(v),... nimmt dg echt ab. Diese Kette bricht ab, fiir ein
m € N muf} gelten 7™ (v) = s. Es ist

ein Weg mit
di(v) S w(v) = dp(v).

Somit ist d, < dp gezeigt. Jede den Bellmannungleichungen geniigende Funkti-
on ist tatsdchlich die kiirzeste Wege Funktion: Sei v € V' ein minimaler Verbre-
cher hierzu,

dp(v) > di(v) und di(v) minimal.

Sei u € N(v) derjenige Nachbar, fiir den Gleichheit in Bezug auf dj, gilt:
dp(v) > di(v) = di(u) + w(u,v) = dp(u) + w(u,v) > dp(v).
Ein Widerspruch, es folgt dg = d.

Lemma 11 Sei G = (V,E) ein Graph mit positiver Kantengewichtung w :
E = R>Y, sowie s € V. Die kiirzeste Wege Funktion dy, ist die einzige Funktion
V = R, welche den Bellmannungleichungen

d(s) =0, wnd d(v)= min {d(u) +w(u,v)} fir v#s.
ueN (v)

gendtigt.

Auf dieser Charakterisierung kiirzester Wege beruht der Algorithmus von Dijk-
stra zur bestimmung kiirzester Wege.

Algorithmus 3 (Dijkstra) Sei G = (V, E) ein Graph, s € V und
w:V® 53 RUco mit wu,v) =00, falls (u,v) ¢ E.

Der Algorithmus von Dijkstra initialisiert eine Suchmenge T :=V sowie eine
Eckenmarkierung dr : V — RU oo durch:

dr(s) =0, und dr(v)=o0, fir v#s.
Der Rekursionsschritt des Algorithmus lautet wie folgt:
e solange T # 0 wihle u € T mit dr(u) minimal,
o TT:=T\u,
.

— J dr(v) fir vgTT
TH() = { min{dp (o), dr(u) +w(u,0)} firo € T+
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Der Dijkstra Algorithmus entfernt aus T sukzessiv eine Ecke, er terminiert mit
T = 0 und einer Markierung
dy:V = R,

welche den Bellmannungleichungen geniigt. Somit ist mit Lemma (11) dg die
kiirzeste Wege Funktion (von s aus).

Beweis: Nachdem wir eine Ecke u aus T entfernt haben dndern wir deren Wert
d(u) nicht mehr. Fiir u € T gilt dr(u) = dg(u). Desweiteren wird der Wert d(u)
nur reduziert. Fiir 7' C T gilt dv < dr.

Im ersten Schritt folgt T =V \ s daher dr(s) = dy(s) = 0.

Sei nun u,v € V, v # s, so ist zu zeigen

dp(v) < dp(u) + w(u,v). (17)
Sei u zuerst aus T entfernt, fiir 7T = T \ u gilt v € T*. Es folgt
dp(v) < dr+(v) < dr(u) + w(u,v) = dy(u) + w(u,v).

Sei nun v zuerst aus T entfernt, und somit dg(v) = dy(v). Wir nehmen an daf§
(17) nicht gilt, folglich dy(v) > dg(w) mit uinT. Daher existiert eine Teilmenge
T' C T maximal mit dy (@) < dr(v) fir ein 4 € T. Da dr(v) minimal in
{dr(z) |z € T} ist, folgt T' & T und fiir ein o' € T gilt 7' = T" \ w' mit

dr (8) = dprn (u') + w(@,u').

Der Fall dr (@) = dr~ (@) kann nicht gelten, wegen der maximalitét von T". Wir
erhalten ein Widerspruch

dr(v) > dp(a) > dv ('LLI) > dr(v).

Die Ungleichung rechts folgt aus der maximalitéit von T'. Genauer ist in (17) zu
zeigen, dafl das minimum angenommen wird, d.h Wir miissen noch ausschliefien
den Fall
dp(v) < min {dp(u) + w(u,v)}.
uEN (v)
Es folgt dp(v) < oo und dg(v) = d(u)+w(v,u) fiir ein u € N(v), wegen w(u,v) =
oo sonst. g.e.d.
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10 Matchings

Definition 26 Sei G = (V, E) ein Graph. FEin Matching ist eine Teilmenge
M C E von Kanten, sodaf$ je zwei Kanten aus M keine gemeinsame Ecken
haben. Der Eckengrad dp in Bezug auf den Graph (V, M) ist iiberall < 1:

dy(w) <1 firalle veV.

Ein Matching M C E heifst perfekt, wenn es alle Ecken sittigt. (Eine Kanten-
menge T' C E sittigt eine Eckenmenge U C V', falls alle u € U auf einer Kante
e € T liegen, e = (u,v) fiir ein v € V). Der Eckengrad dy; ist genau 1

dy(v) =1, fir alle veV.

Sei w : E — R eine Kantengewichtung. Ein Matching M C E heifst maximal
(in bezug auf w), falls fiir alle weiteren Matchings M' von G gilt:

w(M) > w(M").

Sei G = (V, E) Graph mit Gewichtsfunktion w : E — R. Eine zulissige Ecken-
markierung [ : V — R erfiillt:

l(u) +1(v) > w(u,v) firalle (u,v) € E.
Der zugehorige Gleichgewichtsgraph G; = (V) E;) ist definiert durch:
E; := {(u,v) € E|l(u) +1(v) = w(u,v)}.
Es gilt sodann folgendes Optimalitéitskriterium fiir Matchings:

Lemma 12 Sei G = (V, E) Graph, w : E — R Kantengewichtung, [ : V — R
zuldssige Eckenmarkierung mit Gleichgewichtsgraph E;. Ist M C E; ein perfek-
tes Matching, dann ist M ein mazimales(optimales) Matching von G.

Beweis: Fiir ein weiteres Matching M’ C E gilt

wM') =" wle) <D 1) =w(M). qed.

ee M’ veV

Sei G = (V, E) ein Graph und M C E ein Matching.
Definition 27 (M-alternierende, M-augmentierende Wege) In einem M -
alternierender Weg v = (vo,...,vn) gehdren die Kanten (v;—1,v;) abwechselnd
2u M:
(’Uz'_l,’l}z') EM —= (’Uz',’l)i_|_1) g M f’fl:T‘ 1<i<n.

Ist n ungerade und vg, v, sind M ungesdttigt, dann ist v ein M -augmentierender
Weg.
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Wir geben nun den Algorithmus von Kuhn und Munkres an, der auf einem
bipartiten Graphen ein maximales Matching findet.

Algorithmus 4 (Ungarischer Algorithmus, Algorithmus von Kuhn Munkres)
Sei G = (V, E) vollstindiger bipartiter Graph V = XUY, mit |X| = |Y| und
Kantenmenge E = X xX Y. Ferner existiert eine Kantengewichtung w : E — R.

Der Algorithmus gliedert sich in folgende Schritte:

1. Initialisiere eine zuldssige Eckenmarkierung l : V — R, sowie ein Mat-
ching M C Ey, das im Gleichgewichtsgraphen enthalten ist.

2. Ist M C E; ein Matching, das X sittigt, dann stoppt der Algorithmus.
Nach obigem Optimalititskriterium ist M eim mazimales Matching.

3. Sonst wihle eine Ecke u € X, die nicht von M gesdttigt ist, und setze
S:={u},SCX sowieT=0,TCY.

4. Gilt Ng,(S) 2 T dann gehe zu (5). Im Fall N, (S) =T eaistiert ein

o= ZErg’iyngzrf{l(m) +l(y) —w(z,y)} > 0.

Wir erhalten eine neue zuldssige Eckenmarkierung It wie folgt:

lw)—a fir ves,
tw)=<I1w)+a fir veT,
I(v) sonst.

Die Nachbarschaft von S hat sich vergrdssert:
Ng,, (S) 2 Ng, (S).
Nun gehen wir zu (4) zuriick.
5. Wihle y € Ng,(S)\ T,
o Ist y M-gesittigt, dann wihle Kante (x,y) € M, und setze
St:=SuU=x, wund TT:=TU{y}.

Sodann geht der Algorithmus zu Schritt (4).
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o Ist y M-ungesdittigt, dann gibt es einen M -augmentierenden Weg

v = (Voy---Vn),

von vg = u zu v, =y innerhalb des Gleichgewichtsgraphen E;. Wir
ersetzen die Kanten von v N M durch diejenigen von v\ M in M:

Mt =M\ {(vi_1,v) |7 gerade} U {(vi_1,v;)|i gerade}
Sodann gehe zu (2).

Beweisskizze: Der Ungarische Algorithmus (von Kuhn Munkres) ist durchfiihr-
bar, in jedem Schritt sind die implizit gemachten Voraussetzungen erfiillt. Dies
sind die folgenden:

1. Es gilt stets T' C Ng,(S), Die Nachbarschaft der Menge S C X umfasst
stets die Teilmenge T' der Ecken in Y.

2. Es gilt stets S # @ und T & Y in Schritt (4).

3. Von der Ecken u € s aus existtiert stets ein M -alternierender Weg inner-
halb von E;N(SUT) zu allen s € S.

4. Es ist | stets eine zuléssige Eckenmarkierung.
5. Es gilt M C Ej.

Sofern diese Punkte nachgewiesen sind, ist der Ungarische Algorithmus durchfiihr-
bar.

Da in den Ubergingen zwischen den einzelnen Schritten entweder |M| echt
zunimmt, oder |M| nicht kleiner wird, aber |Ng,(S)| oder |T'| echt zunehmen,
Terminiert der Algorithmus mit einem maximalen Matching.
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