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5.0Ubersicht

Um Probleme au |6sen, entwickelt man Algorithmen. Um gute LAsungen
zu finden, mussen de Algorithmen eine gewisse Qualitat aufwei sen.
Hierzu muss man auf einige Dinge ahten:

- Vergleich des Problems mit verwandten Problemen,

- Untersuchung von einfacheren Speaalfdllen,

- Einsetzen gangiger Entwicklungsmethoden,

- Analyse der Algorithmen bzgl. der Laufzeit,

- Analyse der Algorithmen bzgl. des Speicherplatzes,

- Untersuchung sonstiger Eigenschaften.

Wer Algorithmen entwickeln und elnsetzen will , muss auf diese Punkte
aditen. Im Mittel punkt steht meist die Entwicklungsmethode. Bisher
haben wir "Greedy", "Dynamisches Programmieren” und "Divide and
Conguer” behandelt. Nun stellen wir die Methode des g/stematischen
Durchtestens all er mogli chen L ésungskandidaten vor. Diese Methode ist
unter dem Namen Backtracking gelaufig.
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Am Ende dieses Abschnitts sl diese Methode des Badtracking gut
verstanden undan mehreren Beispiel problemen vermittelt worden sein.

Zum Vorgehen: Zunéchst betrachten wir ein "Alltagsproblem”, und zwar
das optimale Platzieren von Baupl&tzen auf einem quadratischen
Baugrundstiick. Wichtig ist es, ein formales Modell (in Form von
prazasen Definitionen) hieraus abzuleiten. Anschlief3end vereinfachen
wir dieses auf Flachen (also auf zwei Dimensionen) bezogene Problem
auf den eindimensionalen Fall und gelangen zum Rucksackproblem und
zum Erbschaftsproblem. Fur dessen Losungist das Badktracking un
mittelbar einsichtig. Danach verkomplizieren wir das Erbschaftsproblem
zum Auffallproblem fur mehrere Behdter (Binpacking), das nun relativ
leicht mittels Badktradking gel6st werden kann. Dann erst bearbeiten wir
das Ausgangsproblem der optimalen Baupléze Die Analyse wird
ergeben, dassdiese Verfahren in der Praxis nur beschrankt elnsetzbar
sind. Daher diskutieren wir Naherungsverfahren urd deren Vor- und
Nadteile.
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Mit diese Kursanheit werden mehrere Ziele verfolgt. Die
Horer(innen) sollen an konkreten Beispielen lernen

- wie man ein Beispiel vorstellt (5.1),

- wie man hieraus an Problem modelliert/definiert

- undwie man hierbe vorgehen sollte (5.2),

- wie man Unter-/Tellprobleme aspaltet

- undwie man deseprazise definiert (5.3),

- wie man dasL osungsverfanren Backtracking hierauf anwendet
- undwie man esals Programm sdreibt (5.4)

- wie man es aIf ein weiteresProblem (BPP) Ubertragt,

- wie man dess@ Eigensaaften untersucht und va allem
- wie man Laufzeit und Speicherbedarf analysiert (5.5),

- wie man nun édsAusgangsproblem [6st (5.6).
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5.1 Einen Bauplatz optimal planen

Ein Gelande wird zur Bebauungfreigegeben undsoll nun
ersdhlossen werden. Hierfur mussdie Gesantflache in
einzelne Bauplatze (Parzellen, Hauser) undin Stral3en
(Wege) aufgeteilt werden.

Wir verenfachen dasProblem, indem wir annehmen:

1. QuadratischesGelande, Seitenlange: n Maldeinheiten
(z.B.: ist die Maleinheit 4 Meter, dann ist das Gesamtgel&nde bei n=20

genau 80 x 80 = 6400 Quadrameter grol3).

2. Wege bestehen aus 1 Quadrat-Mal3einheiten.

3. Jader Bauplatz, spéater ,,Haus“ genannt, ist ein Vielfaches
von Quadrat-Mal3einhaiten. Bauplatze missen sich an
vorgegebene Muster halten, in der Praxis meist rechtedkig
und ncht zu schmal.
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Nur durch den Verkauf der Bauplétze kann der Eigentimer
Geld verdienen. Er wird also bemuhnt san, die Bauplatze
so anzuordnen, dassmoglichst wenig Versahnitt Gbrig
bleibt, dass &0 der Anteil, der fir Wege verwendet
werden muss, moglichst geringist. Zugleich sollen de
Baupldtze von einem vorgegebenen Startfeld S (diesist in
der Regel die verkenrsméaldige Anbindungan dasbereits
bedehende Stralennetz) im Mittel schnell erreicht werden
konren. Es llen also keine schlangenlinienartigen Wege,
sondern gu verzweigte Stral3en zu den Bauplézen fuhren;
Insbesondere Il eskeine a1 langen Wege innerhalb des
Gesantgel andesgeben.

Wir erlautern dasProblem und de hierbal auftretenden
Parameter an einem Beispiel (n=12, Bauplatzgrofde m=6).
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Aufgabe:

Platzieren Sie auf einer nxn-Gesantfladhe a1 einem
vorgegebenen Startfeld S moglichst viele Bauplatze
(= Hausea = redhtedkige Flaachen der Grofe m) und
Zugangswege (bestehend aus rechteckig aneinander
ge<etzten Einhaiten der Grole 1), so dassjedesHaus
von S aus Uber die Zugangswege areichbar ist und der
mittlere Abstand p von S zu allen Hause'n moglichst
geringist.

Schauen wir uns an Beispiel an (n=12, m=6):
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Die Gesamtflache G = 12x12 = 144 (Felder)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Weg-Einheit:

=
N
=
N

=
=
=
=

=
o
=
o

Zulassige Muster
fur die Hauser:

kL N W s~ O O N 00 ©
kL N W s~ O O N 00 ©

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Start S= Feld (1,1) Hinweis: Im ersten Schritt muss das Feld S betreten werden.
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L 6sungsvorschlag 1 Wir setzen Hauser irgendwie in die Gesamtflache an:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Jetzt noch die
12 19 Wege hervorheben.
11 11 Weg-Einheit:

=
o
=
o

Zuldssge Muster
fur die Hauser:

kL N W s~ O O N 00 ©
kL N W s~ O O N 00 ©

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Start S = Feld (1,1)

24.5.02 10



Zum L 6sungsvorschlag 1 Mittleren Abstand 1 berednen:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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L N WO b~ OO N O ©

Wertein diesem
Beispid:

n=12

Gesamtfladhe G=144

m=6 (Muster: 2x3, 3x2)

S=(1,1) Startfeld

W=36 (Felder) fur Wege
(gelb)

H=18 (Zahl der Hauser)

Kontrolle: Es gilt

G=Hxm+ W, aso
144=18x6 + 36

L assen sich mehr
als 18 Hauser
unterbringen?

Ja, siehe spéter.

Legt man den Eingangimmer optimal nahe a1 S (roter Punkt!), so folgt als mittlerer Abstand:
U= (1+4+6+7+7+8+10+10+11+12+12+13+13+14+16+17+18+19) / 18=19818=11
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Bezeichnungen undVereinbarungen: Wir besdre ben
alesin der Ebene der natlrlichen Zahlen, wobei die
Felder durch (i,)) mit L<i <nund1 <j < n bezeichnet
werden. Als Startfeld wahlen wir zunachst S=(1,1). Wir
nehmen stets an, dassdas Feld S anfangs im ersten Schritt
von auf3en betreten wird. H sa die Anzahl der Hause (sie
belegen jewells eine Flache der Grole m, insgesamt also
eine Flache H-m) undW sa die Zahl der Felder, dieflr
Wege benutzt werden. Es se | die mittlere Zugangszeit
oder mittlere Weglange, gemessa als mittlerer Abstand
von S zu irgendeinem Haus, d.h: p ist die Summe der
Wegeanheiten vonallen Hausan auf einem kirzegen
Wegzu S dividiert durch de Anzahl H der Hause':

1 = (Abstand, + Abgtand, + ... + Abstand,)) / H ,

wobel Abstand der (kUrzede) Abstand desHausesi vom
Startfeld Sist.

24.5.02
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Aufgabe: Finden Sie weitere Losungen, z.B. mit mehr
Hausen ocer mit kleinerem mittlerem Abstand L.

Hinwes. Wenn n=121st, dann hat die Gesantflache
144 Felder. Wegen 1446=24 undweil Wege von S zu
alen Hausen fuhren missean, kann man vermutlich nur
mit hochstens 22 Hausan rechnen.

Auf den folgenden Folien finden Sie weltere Beispiele
fir n=12, m=6 (wobel als"Hausa" nur die Muster mit
2x3 und X2 Feldern zugelassa sind) undfir
versdiedene Startfelder.

L 0sen Se die Aufgabe aunachst alleine.

24.5.02
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L 6sungsvor schlag 2

n=12
Gesamtflade

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
G=144
m=6 (2x3 und 2)

lb S=(1,1)

.—— -. W=30 (Felder) fur
Wege (gelb)
H=19 (Zahl der
Hauser)
Kontroll e:
G=Hxm+W, dso
144=19x6 + 30

H
N
=
BN

=
—

=
o
=
o

Kann man
verringern, ohre
die Zahl der Hauser
zu verkleinern?

@ @

@
| ®
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

L egt man den Eingang immer optimal nahe a1 S (roter Punkt!), so folgt:
U= (1+3+6+7+8+8+9+10+12+13+15+16+17+1H1H+22+23+25+26) / 19 = 259/19= 13,63.

kL N W s~ O O N 00 ©

Ja, siehe néchster
L 6sungsvorschlag

m\pmwhmmwoo«)
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L 6sungsvorschlag 3

Von Saus
nicht erreich-
bare Felder!

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
12
11
0 00 10 10 |0
0| o
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L N W A 01 O N 00 ©

n=12

Gesamt: G=144

m=6 (2x3 und 32)

S=(1,1)

W=28 (Wegefelder)

U=2, Zahl der von
Snicht erreichba-
ren Felder

H=19 ( Hauser)

Kontroll e:

G=Hxm+W + U,

144 = 19x6+28+2

Kann man
weiterhin ver-
ringern, ohre

die Zahl der Hauser
Zu verkleinern?

Ja, siehe néchster
L 6sungsvorschlag.

Legt man den Eingang immer optimal nahe au S (roter Punki=Eingang des Hauses), so folgt:
U= (1+3+6+7+9+9+10+10+12+12+12+13+13+15+15+17+17+19H+19) / 19=21919= 11,53.

24.5.02



L 6sungsvor schlag 4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12
11

- d-' @ lb
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6

> ® 10 |®
4

3 — @ @ [®
2

ly @

-
s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Legt man den Eingang immer optimal nahe au S (rote Punkte), so folgt:

T e e
o L N

L N W s~ OO N 00 ©

n=12

Gesamt: G=144

m=6 (2x3 und 32)

S=(1,1)

W=27 (Wegefelder)

U=3, Zahl der von
Snicht erreich-
baren Felder

H=19 ( Hauser)

Kontroll e:

G=Hxm+W + U,

144 = 19x6+27+3

Kann man
weiterhin ver-
ringern, ohre

die Zahl der Hauser
zu verkleinern?

Ja, selbst suchen.

Wir andern nun de
LagevonS.

U= (1+3+6+8+9+10+10+11+11+12+12+13+13+14+14+16+17+19+19) / 19=21819= 1147.

24.5.02
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L 6sungsvor schlag 5, neues Startfeld (4,1):

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
12
11 _'
10 @) ole |
9
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7 ®
6
5 O P
4 | @
3 e ® [® |
2 $
L <@

1235/456789101112

T e o
o L N

kL N W s~ O O N 00 ©

Legt man den Eingang immer optimal nahe au S (rote Punkte), so folgt:
U= (1+1+3+4+7+7+9+9+10+10+11+12+12+13+13+15+15+15+16) / 19=18319= 9,63.

n=12

Gesamt: G=144

m=6 (2x3 und 32)

S=(4,1)

W=28 (Wegefelder)

U=2 (unerreich-

bare Felder)

H=19 ( Hauser)

Kontroll e:

G=Hxm+W + U,
144 = 19x6+28+2

Kann man
weliterhin ver-
ringern?

Ja.

Selbst suchen.

Wir legen nunS
in de Mitte des
Randes: S= (7,1).

24.5.02
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L 6sungsvor schlag 6 neues Startfeld (7,1):

n=12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Gesamt: G=144
m=6 (2x3 und 32)
S=(7,1)
W=24 (Wegefelder)
U=6 (unerreich-

bare Felder)
H=19 ( Hauser)
Kontroll e:
G=Hxm+W + U,
144 = 19x6+24+6

=
N
=
N

=
—
=
—

=
o

=
o

LJ

Durch kleine Ver-
anderungen kann
man oft u etwas
verbessern. So auch
hier: Verschiebe
den Mitteltell nach
unten undschaffe
dessn urtere
Flache nach oben.

T_T_‘J_

@
S >

1234568/789101112

Legt man den Eingang immer optimal nahe au S (rote Punkte), so folgt:
U = (1+3+3+5+5+6+6+7+8+9+9+10+10+11+12+12+12+13+13) / 19=15519= 8,16.

kL N W s~ O O N 00 ©
kL N W s~ O O N 00 ©
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Frage:

Wennin desan Beispiel dasStartfeld S irgendwo lage, wie
viele Felder flr Wege braucht man mindegens?

Anders gefragt: Wie viele Hauser kann man maximal auf der
Gesantflache unterbringen, wenn des Startfeld keine Rolle
spielt, sondern nu gefordert wird, dass dle Hauser
untereinander durch Wege verbunden sind?

Antwort:

Wir kennen de Antwort nicht. Nad langerem Ausprobieren
vermutet man, dass ekeine Losungmit 20 Hausean gibt.
(Selbst probieren. Eine Losungmit 21 oder mehr Hausan kann
esnicht geben, siehe dter.)

24.5.02
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Frage:
Wo ist die optimale Lage einesStartfeldes S, damit bal 19
Hausen der mittlere Abstand i minimal wird?

Antwort:

Wir kennen auch hier die Antwort nicht. Wir vermuten stark,
dassSin der Mitte liegen muss also S=(7,7). Hierflr haben
wir eine Losungmit u=5,21 gefunden, de auf der nadhsten
Folie vorgestellt wird. Diese Losung het keine Offnung rach
aul¥en, sie kdnrte in einer praktischen Anwendung z.B. die
optimale Lage einer U-Bahnstation angeben.

Vielleicht finden Sie eine bessee Losung?

24.5.02
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L 6sungsvor schlag 7(maogdlichst kleines 1 bel 19 Hausern):

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
12

1 0|le

10 @
9

oS

7 s o
6 | O
5 d

4

N

2 ‘_T_-"

1

1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12

T e o
o L N

kL N W s~ O O N 00 ©

Legt man den Eingang immer optimal nahe au S (rote Punkte), so folgt:

U = (14+2+2+3+3+4+4+4+5+5+6+6+7+7+7+7+8+9+9) / 19= 9919 = 5,21.

n=12

Gesamt: G=144

m=6 (2x3 und 32)

S=(7,7)

W=26 (Wegefelder)

U=4 (unerreich-

bare Felder)

H=19 ( Hauser)

Kontroll e:

G=Hxm+W + U,
144=19%x6+26+4

24.5.02
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Leider gewinnt man auch nad langerem Probieren und
Studieren kaum eine Einsicht in die Struktur diese
Problemklasse Es bleiben viele Fragen affen, z.B..

1.) Ein effizientessystematisdesVerfahren konrten wir aus
den Beispielen nicht ableiten, vielmehr haben wir einfach nu
einige LAsungen ausprobiert. Allgemein kennt man auler
dem voll standigen Durchprobieren aller Lsungen bisher
auch kein gutesVerfahren, dasmit Sicherheit eine optimale
Losungfindet. Man vermutet, esgibt es aich keine sdinellen
Verfahren, um eine oder alle optimalen Losungen fr dashier
betrachtete Full problem zu finden. (Stichwort: NP-harte
Probleme.)

24.5.02
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2.) Wir haben keine Bewelse angegeben, um sinnloseVersuche
ZU vermeiden oder um untere Schranken flr 1 oder obere
Schranken fur H anzugeben. Auch hier kennt man keine
allgemein gultigen Vorgehensweisen, vielmehr mussnadh
heutigem Kenntnisstand jedesProblem, insbesondere jede
Parameterkombination, gesondert mit eigenen Methoden
untersucht werden.

DasUmgekehrte, namlich eine obere Schranke fir |1 oder eine
untere Schranke flr H anzugeben, |16st man in der Regel
dadurch, dass man eine konkrete Losungangibt und dceren
Werte emittelt.

24.5.02
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Hauser in den Ecken

Hinwel's zu Bewel sen (zehn Folien lang)

Es gibt nattrlich die "triviale”" obere Schranke H < G/m, da
sich die Hausea nicht Gberschneiden durfen. Dieskann man
leicht erwelitern zu H < (G - 3:(n-2m’)) / m, da esWege al
den Hausean geben muss, diein den vier aul3eren Ecken der
Gesantflae liegen; fur diese Wege misser mindedens
3(n-2m') Felder verwendet werden; m' ist hierbel die grofde
Breite bzw. HOhe anes Musters fir die Hauser. Skizze hierzu:

Gesamtflache

kann man deses Argument
auf verbleibende Felder
erneut anwenden und de
(n-2m’) Abschétzung verscharfen.

(n-2m))
(n-2m’)

Wege dorthin

Fir grol3esn und Kleitnes m'

24.5.02
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Wir erlautern de Skizze nun genauer. Fur eine optimale
L6sung, de dle Felder nutzt, misser an den aul3eren Ecken

ebenfall s Hausea liegen. Wir tragen diese al3eren Hause In
die Gesantflache an:

m—)

Hauser
eintragen

Gesamtflache mit den

Gesamiflache vier auffersten Hausern
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Die Hausea konren nattrlich auch anders liegen, dashangt
von cen vargegebenen Mustern ab, z.B.:

oder

Gesamtfladhe mit den Gesamtflache mit den
vier dulersten Hausern vier dul¥ersten Hausern

Dieseunterschiedliche Lage berlicksichtigen wir dadurch, dass
die Zahl m' dasMaximum von H6he und Breite ist; dadurch
koénnen wir annehmen, dassjedesHaus optimal nahein
Richtung der Wege ausgerichtet ist.
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Wir nehmen irgendeine dieser Skizzen.

Da dle Hausea mit dem Startfeld S verbunden sind, sind sie
auch untereinander verbunden. Es muss aso einen (gelb ge-
zeichneten) Weg zwisdhen den beiden unteren Hausan geben:

> (n-2m’)
<+“—> <+“—>
<m <m
n
«< >

Die Hausea sind hichstens m' Felder von Rand entfernt, der

Rand begeht aus n Feldern, also hat der gelbe Weg mindedens
die Lange (n-2m’).

24.5.02 27



DasGleiche gilt nunflr die Verbindungen von den urteren zu
den olkeren Hausean. Die kiirzede Verbindungist wieder der
gerade Weg:

| A
A .
S £
N N
& £
Al Al

v 2 (n'zml) v

Hier missa mindegens 3(n-2m’) Felder fur diese Wege
verwendet werden, stehen aso nicht fur Hause zur Verfligung.

24.5.02
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Andere Konstruktionen fihren zur gleichen Abschétzung,
z.B.:

> (n-2m’)

> (n-2m)

N (n-2m") "

Keine Konstruktion kann noch schlediter absaneiden. Folglich
mussea mindegens 3(n-2m’) Felder fir dieseWege verwendet
werden, stehen also ncht fur Hause zur Verfigung.

Hilfssatzz Die Anzanhl H der Hause betragt hochstens
H<(G-3(n-2m)) / m.

24.5.02
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Der Hilfssdz gilt bei quadratisdhen Mustern der Hause'. In
unsaem Beispiel sieht man, dassmindedens weitere 2 Felder

bendtigt werden, dadie Muster nicht quadratisdh, sondern
redhtedig sind, z.B..

> (n-2m’)

(n-2m'+2) "

2>

> (N-2m'+2)

<

Hilfssatzz Die Anzanl H der Hause betragt im Falle unserer
2%3- und 3%2- Muster hdchstens
H<(G-3(n-2m')-2) / m.

24.5.02
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Diese Hilfssdz gilt auch nach fur Grenzfdle der Formn<2m'

(sdbst nadhprifen). Erganzender Hinwels: Man beadite, dass

"diagoral verlaufende" Wege nadh urseaer Definition genau so

lang sind wie die Wege auf dem Rand einesRedtecks:

—)

Diagonale
bilden

Daher konnen wir in dem obigen Beweis vonrediteckig
angel egten Wegen ausgehen.

24.5.02
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Mit diesen Argument wird auch klar, dasswir uns nicht auf
die Hauser in den Ecken desGesantgrundstiicks besdranken
mussa, vielmehr genlig es Hause zu betrachten, die an den
Randern liegen. Gabe es lche Hausa namlich nicht in einer
optimalen Losung,so konrte man zu einem kleineren Grund
stiick Ubergehen und de gleiche Betradhtung dat anstell en.

Machen Sie sch dies an Beispielen klar. Beachten Sie
hierbei: m' ist die grofdte Breite bzw. Hohe anes Musters fur
die Hauser.

24.5.02
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Folgerung: FUr unsea obigesBeispidl (n=12, m=6, m'=3) heil3
dies: H < (G- 3:(n-2m")-2) /m = (144-3:(12-2:3)-2)/6 = 1246,
d.h.H < 20, ca H ganzzahlig sein muss

Wir haben allerdings nur Losungen mit hochstens 19 Hausan
finden konnen. Wir vermuten, dass edUr dieses pezielle
Beispiel mit n=12 kaine Losungmit 20 Hausem ght.

24.5.02
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Ubrigens: Liegt dasStartfeld S am Rande desGesamtgrund
stiicks, so kommen auf jeden Fall noch m'-1 Felder fir die
Wege hinzu. Beispielskizzehierzu:

/

S

Danngltaso. H< (G-3(n-2m)-m'-1) /m

24.5.02
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3.) Wir haben dasProblem nicht in Beziehungzu anderen
Problemen gedellt. Wenn ein Problem besnders hartnackig
Ist, so versucht man, es aif ein anderesProblem zurtickzu-
fuhren, um sich eine Vorstellung vom Schwierigkeitsgrad
madien zu konren. Dasvorgedellte Problem, eine Flache
optimal mit vorgegebenen Mustern ausaufillen, gehdrt zur
Klasseder so genannten NP-harten Probleme, von denen man
glaubt, dass & nicht mit effizienten Verfahren (genauer: nicht
mit Verfahren, deren Laufzat polynomiell in der Lange der
Eingabewerte ist) gel0st werden konren.

| m folgenden Absdnitt werden wir das Fullproblem, also
das Problem desoptimalen Ausfullens aner Flache mit
Mustern, exakt formulieren.

24.5.02
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5.2 Das Problem exakt formulieren

Will man zu einem Problem eine L6sung finden, die in jedem konkreten
Fall von einer Rechenanlage emittelt werden kann, dann missen ale
Teil e des Problems bis ins Kleinste hinein durchdacht und definiert sein.

Wir erstell en also ein (mathematisches/informatisches) formales M odell
des Problems und legen peinlich genau fest, welche Bedingungen fir die
einze nen Bestandtell e gelten missen. Eine LAsung ist dann eine spezielle
Auspragung des Modells (d.h., die variablen Teil e sind mit konkreten
Mengen urd Elementen auszufillen, deren Bezehungen untereinander
den festgel egten Bedingungen gentigen). Unter allen L 6ésungen suchen
wir gewisse Losungen, die zusatzliche Kriterien erfillen; meist ist eine
Funktion zu optimieren. Im Beispiel von Abschnitt 5.1 waren des der
Wert H und anschliel3end der mittl ere Abstand 1.
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Flr unser Optimierungsproblem ist das formale Modell die Menge von
Zahlenpaaren (anschauli ch: das ganzzahlige Gitter) mit Zahlenwerten
zwischen 1 urd einem vorgegebenen Parameter n, der die Grofie der
quadratischen Grundflache bestimmt. Diese Menge sollen wir in einzelne
Fladhen zerlegen, und zwar in solche Flachen, die durch zuléssige Muster
vorgegeben sind (Baupl&tze oder Hauser genannt), und solche, die tbrig
bletben urd alle Hauser in zu definierender Welse miteinander verbinden
(Wege). Hier gibt es eine gewaltige Anzahl von LAsungen, unter denen uns
nur die interessieren, die moglichst viele Hauser besitzen und in denen die
mittl ere Entfernung (mittl ere Wegelange, mittl ere Zeitdauer |1) zu einem
ausgezechneten Feld S minimal ist.

Dieser Sachverhalt wird im Folgenden exakt definiert. Hierbel gehen wir in
zwei Schritten vor:
- Zuerst beschreiben wir die einzenen Teil e umgangssprachlich und
prazasieren einige Bedingungen bereits formal,
- anschlief3end formulieren wir die Definitionen genau aus.
Esist ein Lernziel dieser Kurseinheit, dass Sie diesen Prozesssel bst
durchfihren (kbnnen).
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Zum Vorgehen: Es geht um die Umsetzung von unscharfen Vorstellungen in
ein formales Modell. Dieser Prozess lauft nicht so tbersichtlich ab, wie man
dies tbli cherweise in Lehrmaterialien darstellt; vielmehr listet man zunéchst
viele erforderliche Bestandteile auf, gruppiert diese dann entsprechend ihrer
Abhangigkeiten, formalisiert dort, wo es bereits moglich ist, entdeckt in der
Regel Lucken, fullt diese durch neue Begriffe und Formali sierungen auf
usw. Esist ein iterativer, tastender Prozess, der dann aufhort, wenn man
glaubt, nichts mehr vergessen zu haben, und das Modell all es Wiinschens-
werte abdeckt. Nattrlich enthdlt das Ergebnis noch Fehler; manche (evtl.
ale) Fehler und Mangel bemerkt man spéater beim Aufstellen der
Definitionen.

Dieser Prozess,, von der verschwommenen Ideezum formalen Modell* ist
von zentraler Bedeutung, wann immer Aufgaben einer Rechenanlage
Ubertragen werden sollen. Uben Sie diesen Prozess unbedingt ein, indem
Sie nach der néchsten Folie das Lernmaterial zur Seite legen und
versuchen, ein Modell zur exakten Beschreibung der Aufgabe

, Einen Bauplatz optimal auffillen auf der Basis elner quadratischen
Gesamtflache® auszuformuli eren!
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Aufgabe: Entwickeln Sie ein formales Modell zur exakten Beschreibung

des Problems ,, Einen Bauplatz optimal fillen auf der Basis
einer guadratischen Gesamtflade”.

Hinweis zum Vorgehen: Legen Sie dieses Lehrmaterial zur Seite.

a) Schreitben Sie zunéchst die erforderlichen Begriffe und Parameter auf,
z.B.: n, Weg, Haus, Muster, m, minimale mittlere Entfernung 1 usw.

b) Praasieren Sie dann dese Begriffe umgangssprachlich, wobel Siesie
zugleich in eine Reihenfolge bringen, so dass all e Begriffe, die Sie fir die
nadste Definition benétigen, bereits definiert sind. Notieren Sie dort, wo
es moglich ist, auch schon einige logische Formeln.

c) Definieren Sie dann all e Bestandteil e exakt. Prifen Sie, ob die
Definitionen genau I hrer Vorstellung entspredien oder ob Féall e erfasst
sind, die nicht hinzu gehoren, bzw. ob mdgliche Auspragungen duch
lhre Definition nicht beschrieben werden.

d) Breden Sie nach 40 Minuten ab, kehren Sie aum Lehrmaterial zuriick
und vergleichen Sie I hre Ergebnisse mit dessen Definitionen.

Beabeitungszeit: 40 Minuten.
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40 Minuten spater:

Wir hoffen, Sie konnten einige Prazisierungen treffen, Ordnung

In die Begriffswelt bringen und va allem dasOptimierungsziel
genau ausformuli eren.

Es gibt meist viele Moglichkeiten, ein Modell festzulegen. Im
Folgenden geben wir einesdurch die entsprechenden
Definitionen an. Andere Formali sierungen sind denkbar.
Vergleichen Sie daher Ihre Ansdze mit unsaen Prazisierungen
und \ersuchen Sie auch zu bewerten, ob Ihre Ansédze
mOglicherweise bes®r geelgnet sind, dasProblem zu
besdreiben, as unsere.
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Schritt a:

Wir schretben zunachst die eforderlichen Begriffe
und Parameter auf, z.B.: n, Weg, Haus, Muster, m,

minimaler mittlerer Abstand 1L usw.

Zugdleich versuchen wir bereits, sie so in eine
Abhangigkeatsrethenfolge a1 lringen, dass dle

Begriffe, diewir fur thre Definition
bereits vorhanden sind.

enotigen,
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Wir gehen nun so var, wie es oben beschrieben wurde. Zunadhst schreiben wir dieim
Beispiel von Abschnitt 5.1 verwendeten Begriffe (edkig umrahmt) und Parameter
(oval umrahmt) so auf, wie sie uns gerade einfallen. Ein Ergebnis konrte sein:

Weglange Feld

Gesamtflace

mittl erer
@ @ Abstand
L 6sung des

@ Problems
@ -
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Danad bringen wir diese Grofen in eine logische Abfolge, ausgedriickt durch Pfeil e.
Z.B.: Um die Gesamtfladhe zu beschreiben, braucht man zunadst die Seitenlange n;
um ein Haus zu definieren, muss erst das Muster bekannt sein, usw. Das Ergebnis

konrte sain:

l

Weg

Weglange

h 4

mittl erer
Abstand

T

v
\ Haus

- Feld

[ ——a

Gesamtflache <«

L 6sung des
Problems

Muster [«——
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Jetzt legen wir will kiirlich eine Rethenfolge fest, in der diese Begriffe definiert
werden sollen und de diesen Pfell en nicht widerspricht, z.B.

O

Weg

W
Cw

@

12
Weglange - Feld
v 13 | ——=—<3
e Gesamtflace
Abstand
L 6sung des
Problem
8

S
@ I

'
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Schritt b:

Wir praasieren dese Begriffe umgangssraalich,
wobel wir sie aigleich in ene Rethenfolge bringen,
die den Abhéangigkeiten aus Schritt a entspricht.
Dort, wo es moglich ist, notieren wir auch schon
einige logische Formeln, vor allem bel notwendigen
Bedingungen, die die Grofien erfill en mussen.

Hil fsbegriffe undeventuell "vergesene" Begriffe
flgen wir hinzu.
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Unter Schritt @) nicht betrachtete Begriffesind S, Z und"optimale L 6sung'.

Auflistung der erforderlichen Begriffe (1):

n Wir gehen von einer quadratischen Flache der Seitenlénge n aus.

Feld: Jedes Feld wird durch sein Tupel (i,j)) mit L<i <nund1 <] < n beschrieben.
S Ist das Startfeld; genauer: Sist das Feld, auf das man im ersten Schritt gehen
MUSS
G  ist die Gesamtflache ausgedriickt als Anzahl aler Felder, d.h. G = nxn (Felder).
Muster: Ein Muster ist eine Menge von Feldern. Wir betrachten hier nur ,, rechteckig
zusammenhangende Muster“, d.h., wir fordern zusétzlich: Besteht das Muster
aus mindestens zwel Feldern, so musses zu jedem Feld ein weiteres Feld in
dieser Menge geben, so dassdiese beiden Felder redhteckig aneinander stolen.
Formal: Fur jedes Muster z ={(i,],), (ixJ5), - (), )} Mussgelten:
l1<isnurdl<j <sn forr=1,.,Kk,
undwennk > 1 ist, dann musses zu jedem (i,j) Lz en (i',)") O z geben mit
entweder |i-i'|=1 oder |j-'|=1
(Erfahrene merken sogleich: Diesist nicht korrekt formalisiert. Warum?)
m  ist Zahl der Felder fUr ein Haus. (FUr ein Problem geben wir noch eine Menge Z
von Mustern aus m Feldern vor, die fur Hauser verwendet werden dirfen.)
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Auflistung der erforderlichen Begriffe (2):

Z Ist die Menge der ,,zuldssgen Muster”, d.h., Z hat die Form
Z={z, 2z, .. z4 und jedes Muster z, [JZ besteht aus genau m Tupeln.

Haus: Ein Haus h ist eine Tell flache der Gesamtfladhe bestehend aus m Feldern, die
einem Muster aus Z entspricht. Dies|asd sich formal so darstellen, dassein
Haus bis auf ein additives Tupel (x,y) gleich einem zulassgen Muster aus Z ist,
d.h.,
h= {(Xp Y1), X0,¥5)s ooy XY )} Mt 1< X <snundl<y <n farr=1,..,m
undesgibteinzUZ, z ={(iy,j,), (ix]5), - (i)} UNd ein Tupel (X,y) von
natlrlichen Zahlenmit x =i +xundy, =j. +y forr=1,.., m.

Weg: Ein Weg ist eine Folge von Feldern, bel der aufeinander folgende Felder stets
rechteckig anelnander stol3en und de keine Felder enthélt, die von einem Haus
Uberdedkt werden.

L 6sung: Eine Losungist eine tberlappungsfreie Platzierung van Hausern auf der
Gesamtflade, so dassjedes Haus Uber einen Weg von S aus erreicht werden
kann; genauer: FUr jedes Haus h gbt mindestens einen mit S beginnenden Weg,
desen letztes Feld rechteckig an ein Feld des Hauses h sto(.
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Auflistung der erforderlichen Begriffe (3):

H = Zahl der bei der jewelligen Losung patzierten Hauser.

W = Zahl der Felder, die bel der jeweili gen L 6sungfir Wege dienen.

U = Zahl der bel der jeweiligen L6sung vonS aus unerreichbaren Felder.
Hinweis. Zur Kontrolle: Es muss setsgelten: G=Hxm + W + U,

Weglange: Der Abstand w(h) eines Hauses hist die kiirzeste Anzahl an Feldern eines
Weges, der von S zu einem Feld fihrt, an das h rechtedig (also nicht diagorel)
angrenzt. (Das Feld S zahlt hierbel mit.)

U ist fUr eine LOsung cer mittlere Abstand zu einem Haus, d.h.:
Wenn h, h,, ..., h, ale Hauser der LOsungmit Abstanden w(h,) sind, dann ist
H=(w(hy) +w(hy) +...+w(h,) )/ H.

Optimale L 8sung: Eine Losung heil¥ optimal, wenn es keine Lsungmit eéinem
groferen Wert H gibt undwenn es unter allen Lésungen mit maximalem H
keine Losung mit einem kleineren p gibt. (Es wird also auf jeden Fall eine
maximale Zahl an Hausern angestrebt underst dannwird der mittlere Abstand
minimiert.)
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Dieser Schritt b) gilt als der heikelste bel der

Modell bildung da & die, Architektur des Modells*

festlegt.

Was man hier "falsch" maadt, |asd sich spater nur
noch schwer korrigieren. Dabel sind es meist keine
Inhaltlichen Fehler, die man begeht, soncern nu
Entscheidungen, die klinftige Fragen nicht richtig
einbezehen und de sich daher spater als naditellig
herausdgellen.
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Schritt ¢

Wir definieren nunalle Begandteil e exakt. Wir prifen, ob
die Definitionen genau unsaen Vorstellungen entspredien.

Die nun folgende Umsetzung der Ergebnisse aus Schritt b) in einen
durchgangigen Formali smus entspricht der Codierung/lmplementierung
In einer Programmiersprache, die mit einiger Erfahrung relativ leicht
bewerkstelligt werden kann. Hier fallen noch wichtige Entscheidungen,
vor allem die Wahl elner geelgneten Datenstruktur. Me st entdedkt man
In deser Umsetzung diverse Versaumnisse oder sogar Fehler.

Gegebenenfalls mussauch das Modell entsprechend verbessert werden.

Dies allestrifft jedoch hier nicht zu, da unser Problem redht gut tberschaubar ist.

Bei sehr komplexen Modellen mussdagegen eine haufigere Rickkopdung und
Inspektion mit den urter Schritt @) und B festgelegten V orstell ungen erfolgen.
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Definition 5.1;

Es se n eine nattrliche Zahl, n>1.
a) Ein Feldist ein Tupd (i,)) mit 1<i<n undl<j<n.
b) Ein Weg voneinem Feld (i,,J,) zu einem Feld (i}, ) st eine
Folge von Feldern (i,,)4), (i5,)5), -+ (Iy:)) Mit: k=1 und
furale r=1, ..., k1 glt
entweder |ir'ir+1| =1 undjr - jr+1
oder I+ =1undi, =1, .
(Diesbesayt, dassdaskeld (i,,],) waagerecht oder senkrecht
neben dem Feld (1,4, liegt fur aler =1, ...,k-1.)
c) DieLange einesWeges(iy,);), (I5))2)s «--» (i) i) 1St K-1.
d) EiInWeg (i1,),), (i5])5), -+ (I:)) heildt einfach, wennalle
Felder desWegespaawelseverschieden sind.
e) EinWeg (i,,]1), ---, (), ) heildt Zyklus, wenn (i,,]1)=(,.J.),
k=3 und(i,,),), (i5)5)s ---» (I.1.Jk.1) €N enfacher Weg sind.
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Uberprifung der Definition 5.1

Wie Ublich definieren wir die Lange eines Weges als die Zahl der Schritte, um
all e Felder des Weges zu durchlaufen. Ein Weg der Lange 0 besteht aus einem
Feld.

Intuitiv mussdie Lange so definiert werden, dass die Lange zweier Wege, die
aneinander gehangt werden konnen (weil das letzte Feld des einen Weges
zugleich das erste Feld des anderen Weges ist), gleich der Summe der
Weglangen der Einzdwege ist. Diestrifft zu. Beispiel hierflr:

(3.4)|(4,4) + (6,4) — (3.4)|(4,4) (6,4)
(4,3)((5,3) (5,3)((6,3) (4,3)((5,3)((6,3)
Lange: 3 Lange: 2 Lange: 5

FUr den Abstand vom Startfeld S zu einem Haus werden wir aber diese

L ange um eins erhéhen missen, dawir annehmen, dass man beim Betreten
der Gesamtflache den ersten Schritt von aul3en auf das Feld S madt. Auf
diese Besonderheit miissen wir spéater achten.
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Definition 5.2;

Es s& n eine nattrliche Zahl, n=1.

a) Ein Muster z ist eine nicht-leere Menge von Feldern

Z={(p)1), (x)0)s e () M2, 1<i <nund1l<j . <n furr=1,.., m}
mit folgender Zusatzbedingung fur m>1.

far ale (1,), (i',)") U z gibt es enen Weg von(i,j) nadch
(1',]"), der nur Gber Felder verlauft, diein z liegen, d.h.
U(),(°07) B zmit (1)) # (1))

LOWeg (I1)1), (1202)s--1 (i) MIT(L) = (1)), (1)) = (i)
undUr=1,.., k (i,,J,) Ul z

D) m=|z| heild die Grol¥e des Musters z.

c) EineMengeZ ={z, z,, ..., z;} hellst Menge alassger
Muster, wenn jedes z ein Muster gemal? Definition 5.2a) ist
undwennalle Muster z, die gleiche Grol¥e bestzen.
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Uberprifung der Definition 5.2:

Das Muster soll "rechtedkig zusammenhéngend" sein; gemeint ist hiermit,
dass man von jedem Feld des Musters zu jedem anderen Feld durch
waagerechte und senkrechte Schritte innerhalb des Musters gelangen kann,
d.h., dass es von jedem Feld zu jedem anderen Feld einen Weg im Muster
gibt. Also: Fir je zwel verschiedene Felder (i,)) und (i',)") des Musters gibt es
einen Weg von(i,)) nad (i',)"), der nur aus Feldern des Musters besteht.
Genau des besagt die Forme!:

0@, O zmit (1)) # (1))

AWeg (i3d0), (2 o)seoes (iadid) Mit (1) = (i), () = (i)

und Ur=1,...,k:(i,),) Uz

m war in unseren Belspielen bereits der Parameter flr die Grofe des Musters.

Vereinfadhend hatten wir angenommen, dass all e zuldssgen Muster fir Hauser
die gleiche Grof3e haben sollen. Diese Bedingung kann man auch fallen lassen.
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Beispiele. Muster sind.

z,={(5,9, (6,3, (5,9, (6,9},
Grofe: 4.

(5,4)|(6,4)

Veranschaulichung:
(5,3)((6,3)

Genlgen wirde bereits folgende Darstellung:

d.h., cas Muster z, undfolgendes Muster
z,={(1,1, (2,1, (1,2, (2,2} sindfur unsae Zwede gleich,
auch wenn sie aus formaler Sicht verschiedene Muster sind.
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Ein welteres Muster Ist:

23 - {(4’2)1 (211)’ (112)’ (3’3)1 (4’3)1 (411)’ (212)’ (3’3)}’
Grole: 8.

(3,3)|(4,3)

Veransahaulichung: (12|22 |42
(2,1)((3,.1)|4,1)

Genlgen warde bereits folgende Darstellung:
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Keine Muster dagegen sind:

{(2,2), (4,2)}, Veranschaulichung: |22

1(1.2), (2.2, (3.1), (4.3), (4.2)}

1(1.2),(2.2), (3.1), (3.3), (4.1), (4,2), (4,3)}

(4.2)

(1.2)

(2.2)

(4.3)

(4.2)

(3.1)

(3.3)

(4.3)

(1.2)

(2.2)

(4.2)

(3.1)

(4.1)
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DieseUberprifungzeigt:

Vom Begriff "Muster" bendtigen wir eigentlich nur die
relative Anordnung vorEinheitsquadraten zueinander. Dies
konnte man erreichen, indem man de Nummerierung cer
Felder normiert, also stets das Minimum der x- und cer y-
Komporente auf 1 sezt. Wir wollen desnur feststellen, ome
die Definition 5.2 reu zu fasse.

[Hinwels:

Aus theoretischer Sicht ist ein Muster eine Aquivalenzklasse
aler Muster der Definition 5.2,wobel genau die Muster in der
gleichen Agquivalenzklasse zisammenfas$ werden, de sich
bis auf eine Verschiebung in der Ebene nicht unterscheiden.
Wir werden aber solche Uberlegungen hier nicht vertiefen ]
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Definition 5.3:

Es seen neine natlrliche Zahl, n=1, undZ eine Menge

zulassger Muster der Grofe m.

a) Ein Haus h bzgl. Z ist eine nicht-leere Menge von Feldern
h={(XyY): X2,¥5)s s (XY | M2, 1<x.<nund 1<y, <n fir r=1,...,m}
mit folgender Zusatzbedingungfir m>1.:

Esgibt ein Muster z L1 Z unden Paar (X,y) ganzer Zahlen
mit h=z+ (x,y), d.h:

Uz ={(13, ] (i3 12)s-, (Il I} O Z und O (x,y) mit
=G24, 1Y), (%, T YD, (X oY)
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noch Definition 5.3:

b) Ein Feld (i,j) grenzt an ein Haus h = {(x,,y,), (X,.Y.), -, (X Y.)} s
wennes enr (1l<r<m) gibt mit
entweder |x-1|=1urdy, =]
oder V-J|=1undXx =1.

c) Einenicht-leee Menge B von Hausern hzgl. Z

B={h,, h,, ..., hg}}
heif3 Uberschneidungsfrel, wenn fur alle Hausea hy, h L1 B
mit g#r gilt: hg n hy =01.
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Uberprifung der Definition 5.3:

Ein Haus mussgleich einem Muster san, bis auf Versdiebung
In der Ebene. Dementsprechend muss h =z +(x,y) flr ein
Muster zL1Z undeinen Versaiebevektor (x,y) sein. Dadie
Muster nicht normiert sind, konren in dem Versdiebevektor
auch negative Zahlen auftreten. Die Definition 53 a) erfillt
also genau dieintuitive Vorstellung

Wir woll en spater eine Menge von Hausan finden, de sch
gegensaitig nicht Uberlappen. Diessind genau Ubersdne dungs-
freie Mengen vonHausean aus Definition 5.3c).

Die Hausa mussen spéter durch Wege mit dem Startfeld S
verbuncden sein. Hierzu wird feggelegt, welche Felder an eln
Haus grenzen. Dies $nd genau digenigen aus Definition 5.3¢),
die waaggerecht oder senkredit an ein Feld desHauses $ol3en.
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Definition 5.4

Es seen nane naturliche Zahl, ni=1, Z eine Menge allassiger
Muster der Grofie m, B eine Uberscneidungsfreie Menge von
Hausean bzgl. Z sowie Sein Feld.

a) Der Abstand w,, 5 einesHausesh zu Sist die Lange eines
klrzesten Weges(plus 1), der von S zu einem Feld fahrt, das
an h genzt, undder nur Gber Felder flhrt, die nicht zu einem
Haus aus B gehdren, dh.:

W, s = Min{ k| Esgibt ein an h genzendesFeld (i,.j,) und

einen Weg (i1,]4), (I2:)2), -+ (i) VON(ig)y) =S
nad (i,.),) undfir ale Hausa h'LIB gilt:

Keinesder Felder (i,.j,) genort zu b (1<r<k) }

bzw.
w, = , falls eskein solches angrenzendesFeld ocer keinen

solchen Weg ght.
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noch Definition 5.4:

b) Der mittlere AbstandvonB={h, h,, ..., hg} zu Sist

“’B,S - ( Whl,S + th,S t e + WhlBl,S) / |B|'
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Uberprifung der Definition 5.4:

Wie bereits angeklindigt mussder Abstand eines Hauses zm
Startfeld S definiert werden. In den Beispielen in Absdhnitt 1
haben wir den "Eingang" einesjeden Hauses dargedellt durch
rote Punkte, optimal nahe bzgl. S gelegt. Formal heifd dies:
Suche fur jedes an dasHaus h grenzende Feld den kirzesten
Weg zu S, der zu den Verbindungwegen gehort, d.h., der nicht
Uber Hause aus B fuhrt, undwahle unter alen diesa Feldern
dagenige mit der klrzesten Weglange a1 S. Genau dese
Entfernung w,, s wird in Definition 54 a berechnet. Man
beadite, dass nicht die Weglange, sondern dieum 1 erhohte
Weglange genommen wird; denndas Minimum erfolgt Uber k
und ncht Uber die Lange desWegesk-1, vd. Definition 5.1

Ug g ISt der Gbliche Mittelwert all er Abstande.
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Definition 5.5:;

Es seen neane naturliche Zahl, ni=1, Z eine Menge allassiger
Muster undSein Feld.

a) (n,Z,S) heild ein Fullproblem.

b) Eine Menge B von Ulkerschneidungsfreien Hausan hzgl. Z
hell3 Losung desFlllproblems (n, Z, S),
wennw,, ¢ # o flr alle h[IB gilt.

c) Eine LosungB desFullproblems (n, Z, S) hell3t optimal, wenn
eskeine LosungB' dieses Fill problems mit |B'| > [B| gibt und
wenn fir alle Losungen B" diesed-ullproblems mit |B| = |B"|
gilt: Mg s< Hp's-
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Uberprifung der Definition 5.5:

Unsae Aufgabe lautete: Gegeben salen eine Saitenlange n der
guadratischen Gesamtflade, eine Menge von zulassgen
Mustern urd ein Startfeld S. Definition 5.5a) besagt, dass
durch n,Z und S dasProblem vollstandig spezifiziert ist.

Fllle dann zu vargegebenem Startfeld S die Gesamtflade mit
Hausean aus, so dassjedesHaus von S aus areicht werden
kann. Diesdrlckt Definition 5.5 b offensichtlich aus.

Schliefdich mochte man moglichst viele Hause unterbringen
undzusatzlich den mittleren Abstand Pz s minimieren, wie es
In Definition 5.5¢) formuliert ist.
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Hinwels:
Die Definition 5.5enthdt zwel Typen vonProblemen:

Ein Entscheidungsproblem und
ein Optimierungsproblem.

DasEntsdheidungsproblem lautet: Stelle fed, obeine
vorgegebene Zahl von Hause'n unter den Nebenbedingurgen
platziert werden kann. Als Antwort wird prinzipiell nur "Ja'
oder "Nein" erwartet, auch wennman im Falle"Ja"' gerne eine
konkrete L osung senen mochte.
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DasOptimierungsproblem lautet: Finde heraus, wie viele
Hause maximal platziert werden konren undliefere unter
all en solchen LGsungen dgenige mit minimalem mittlerem
Abstand.

Hier wird in jedem Fall erwartet, dass esL6sungen gbt und
man urter diesen eine optimale aufzusplren hat.

DasOptimierungsproblem kann ncht leichter zu |6sen sein as
ein zugehdrigesEntscheidungsproblem, da die optimale LAsung
zugleich die Entscheidung liefert, obeine Losung mit den
vorgegebenen Eigenschaften existiert. In vielen Fallen hangen
diese beiden Typen vonProblemen eng zusammen. Wir gehen
hierauf nicht ein, sondern verweisen auf die Literatur Gber
Komplexitétstheorie.
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Durch de Definitionen 5.1 s 5.51st jetzt das Modell fur das

(2-dimensionale) " FUll problem"
fertig gestellt. DasProblem ist so weit formalisiert, dass es
losgel 6st von all en sonstigen Einschrankungen der Praxis
untersucht werden kann. Ziel wird es sen,

- eilnen Algorithmus aur optimalen Losung desFullproblems
anzugeben,

- eilnen Algorithmus aur ngherungsweisen Losungzu
formulieren, der moglichst schnell arbeitet,

- die Eigenschaften desProblems a1 urtersuchen undvorab
obere/untere Schranken zu berednen,

- die"Schwierigkeit" desProblems au ermitteln.

DieseFragen werden in den kommenden Absdnitten in
Angriff genommen. Zuerst betrachten wir einfach aussénende
Speaalfélle, an denen die Algorithmen erlautert werden.
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5.3 Spezialfall " Rucksackproblem”

Beim Full problem versuchten wir, moglichst viele Objekte,
die alassige Muster sein mussa, auf elner gegebenen
Flaae unterzubringen, wobei eine Nebenbedingung,
namlich die Erreichbarkeit vom Startfeld aus, erfullt san
Muss

Wir gehen nun von @& zweidimensionalen Flade zur
Eindimensionalitét, also zur Menge der naturlichen Zahlen
Uber. "Zulassige Muster" werden dann ebenfall s nattirliche
Zahlen. Die Nebenbedingunglassa wir weg, erlauben daftir
aber eine grol®e Menge an Mustern, wasprinzipiell beim
FUll problem ebenfall s moglich war.
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So erhaten wir folgendes Problem:

Gegeben eine Zahl G (bisher: die Gesantfladhe) undene Folge
von raturlichen Zahlen (bisher die Menge aller moglichen
Hause). Man stelle fur eine Zahl H (bisher: Anzahl der zu
platzierenden Hause) feq, obesH Zahlen in der Folge gibt,
deren Summe gleich G ist (bisher: ob esH Hausea gibt, die
exakt die Flade ausflllen, allerdings musste noch de Neben-
bedingunggelten undeswaren urerreichbare Felder erlaubt).

Wir saretben desin knapper Form auf:
Gegeben: zwel natlrliche Zahlen G undH undeine Folge

natUrlicher Zahlen a,, &, ...,8 mit K>H. Gesicht: eine H-

elementige Teilfolge q,, &, ...,d,,, deren Summe gleich G ist
[oder die mOglichst dicht an G (von urten) herankommt] ?
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Diesist eine Variante des © genannten Rucksackproblems (statt
K verwenden wir, wie in der Literatur tblich, den Buchstaben n,

der gern als Md3 fur die Grole anesProblems genommen wird):

Gegeben seien n Gegenstande, deren Gewichteg,, @, ..., g,
saen. Der Rucksadk hat eine maximale Tragfahigkeit von G
Gewichtseinheiten; wird mehr in ithn gefdllt, reif er undwird
unbrauchbar. Jeder der Gegenstande hat zusatzlich einen Wert
(oder eine Wichtigkeit oder einen Nutzen), der mit w,, w,, ...,W,
beziffert wird. Man soll den Rucksack nunmit Gegenstanden so
fUllen, dass #e eingepackten Gegenstande hichstens das
Gewicht G bestzen unddassderen Wichtigkeit mindegens
einen vorgegeben Wert W erreicht.
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Z.B. die Gegenstande
2 und 4 einpacken:

G = Tragvermogen
des Rucksacks ichtigkeiten w,

0, 9> 03 94 95
A A W, W, W,
Es mussgelten:

Gewicht im Rucksack: g,+g,< G
Angedrebt wird beim Einpacken:
Wichtigkeit (Nutzen): w, + w, =W
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Anwendung Auf eine U-Boot- oder eine Weltraumfahrt darf
jede(r) Mitreisende personliche Gegenstande agener Wahl
mitnehmen, de pro Person ein Gesamtgewicht G nicht tber-
steigen; jede(r) wird sie so auswéahlen, dassder erwartete
personliche Nutzen dieser Gegenstande mogli chst grof3wird
bzw. einen vorgegebenen "Nutzlichkeitswert" W Ubersteigt.

Ahnliche Anwendung Bei der Konzipierung einesAutos
kann man viele verschiedene Annehmli chkeiten elnbauen,
z.B. Klimaanlage, kleine Elektromotoren fir alle mogli chen
Hilfen, einen Wassetank, einen grof3eren Benzintank, eine
kleine Bar, diverseComputer, stabilere Achsen usw. ES
pas$ aber nicht allesraum- oder gewichtsmaldig hinein. Man
wird daher (auf Grundvon Kundenbefragungen) diesen
Gerdten eine Wichtigkeit zuordnen und mussdann ermitteln,
wie man den Nutzwert moglichst grof3 madien kann urter
der raumlichen oder gewichtsmaldigen Nebenbedingung.
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Zahlen-Beispiel 1. G=12 W=6
Folge der g;: 4
Folge der zugehorigen w;: 2

n=4
5 6 9
3 3 6

Finden Se ane geeignete Teillmenge!

Sicher haben Se rasdh eine L 0sung gefunden.
Auf der nachsten Folie ersdheint eine L dsung:
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Zahlen-Beispiel 1. G=12 W=6, n=4
Folge der g;: 4 5 6 9
Folge der zugehorigen w;: 2 3 3 6
Tellfolge der g;: 5 6
Zugehorige Tellfolge der w;: 3 3

Kontrollee 5+6=11<G=12
3+3=6=>2W=6

Hinwels 1. Es gibt noch eine weitere Losung, welche?

Hinweis 2. Setzt man W = 7, so gbt eskeine LOsung.

24.5.02

76



Zahlen-Beispiel 2. G=40, W=15 n=8
Folge der g;: 6 7 8 9 911 1315
Folgeder zugendrigenw;: 2 2 3 4 5 5 6 5

Eine geeignete Teallmenge lautet:

Tellfolge der g;: 6 7 8 9 9
Zugehorige Tellfolge der w;: 2 2 3 4 5

Kontrolle:
6+7+8+9+9=39<G =40
2+2+3+4+5=16=>2W =15

Versuchen Sie, weitere geeignete Tellmenge zu finden!
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Gibt eshier weitere Losungen? Ja zum Beispidl:

Tellfolge der g;: 11 13 15
Zugehorige Tellfolge der w;: 5 6 5
Kontrolle:

11+13+15=39<G =40
5+6+5=16=2W=15

Noch eine Losung, sogar mit groferer Wichtigkeit:

Tellfolge der g;: 7 9 11 13
Zugehorige Tellfolge der w;: 2 5 5 6
Kontrolle:

/+9+11+13=40<G =40
2+5+5+6=18=2W =15

Es gibt noch mehrere weitere Losungen, aber keine mit
groféerer Wichtigkeit als 18. Bitte slbst untersuchen.
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Zahlen-Beigpiel 3: G =300, W =100, n=10
Folge der g;: 26304246576070838894
Folge der zugehdrigenw;: 8 61312152322302934

Versuchen Sein 4 Minuten, eine L 6sung zu finden!
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Eine LOosung herzu (es gibt weitere):

Tellfolge der g;: 57 60
Zugehorige Tellfolgeder w: 15 23

Kontrolle:
57+60+88+94=299< G =300
15+ 23+29+34=101=>W =100

88
29

94
34
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Gibt esweitere Losungen fur dieseBeispiel? Dieslass sich
durch ein systematisdies Probierverfahren nachprifen, das
auf folgendem Prinzip beruht:

Man betrachtet einen Gegenstand, z.B. den letzten mit der
Nummer Kk, undermittelt, wie eine Losungausseht, zu der
dieser Gegenstand gehort, undwie eine Losungausseht, zu
der er nicht gehort.

DieseUberlegungfuihrt zu dem folgenden Prinzip der
Aufspaltung desProblemsin (zwel) Tellprobleme.
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Man zerlege das Problem

ZuG,W, g, 9,, ..., g und wy, w,, ...,w, finde man eine
P || Teilfolgeg,,, g, ---» g, deren Summe nicht grolRer als G und
deren zugehorige Summe w;, + w;, + ... +w; =W st

In die beiden Probleme

ZuG,W, g, 9,, .., g, undwy, w,, ..., w,_, finde man eine
Pl |Teilfolgeg,, 4., ..., g, deren Summe nicht grofer as G und
deren zugehorige Summe w;, +w;, + ... +w; =W st

und

Zu G-g,, W-w,, ¢y, &, ..., G, undwy, w,, ...,w,_, finde man eine|
P2 | Teilfolge g, g, ..., g, deren Summe nicht grofer als G-g, und

deren zugehorige Summe w;, + w;, + ... +w; = W-w, ist.




DiesesPrinzip ist unmittelbar klar: Wenn es ene Losungfur P
gibt, dann gehort der k-te Gegenstand entweder zur Losung und
dann hat P2 eine LOsung oder er gehdrt nicht zur Losung und
dann het P1 eine Losung. Gibt es andererseits keine Losungflr
P, dann konren weder P1 nach P2 eine Losung haben.

Also kannman de Frage, obP eine LOosung het, auf die Frage
zuruckfuhren, obP1 oder P2 eine hat. Genau desesbesayt obiges
Prinzip. Man hat damit ein "Problem der Grofe k" auf zwel
"Probleme der Grofe k-1" zurtickgefuhrt.

Das zigehdrige Verfahren veranschaulicht man durch eine
standige Auftellungin zwel Unterprobleme; man verfolgt beide
Zweige (nacheinander) weiter, bis man unmittelbar entscheiden
kann, obeine LAsung valiegt oder nicht; diesist spategens der
Fall, wenn alle Elemente ausgesondert wurden (also fur k=0).
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Veransdhaulichungam Zahlen-Beispiel 1. G =12, W=6, n=4
Folge der g;: 4 5 6 9
Folge der zugehdrigen w;: 2 3 3 6

G, W sowie G-g,, W-w, sowie
Oir Wi entferV \gAk’ W, entfernen
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G, W sowie d4 W-w, sowie
J4, W, entfernen \j:, w, entfernen
| st berelts

G, W sowie -g\W-w; sowie G, W sowie G-g\W-wj; sowie
d3, W3 ent/fernen O3, W3 tfernen J3, W3 ent/fernen O3, W3 tfernen

G, W sowi G- 93 W-w, sowie G-g\W-w, sowie
0,, W, entfernen 0, W, Rntfernen ntfernen 0, W, Rntfernen
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Systematisch alles durchprobieren:

L Osung, wenn
G=0und W<0

L Osung 56
Dort, wo im nachsten
] ] ] _Sché(i;t das a(ﬁewi cht G
5 In jedem Fall negativ
keine LOosungen wurde, bricht man ab!
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Ein voll standiges Probierverfahren durchlauft also einen (auf die Spitze
gestellten) "Baum", bel dem sich unten in jedem Schritt die Zahl der
durchzuprifenden Fall e verdoppelt. Hin und wieder kann man an einer
Stell e abbrechen, weil G negativ wird, aber hierdurch wird der Baum in der
Regel nicht wesentlich kleiner. Dieses regelmalidige Verdoppeln fihrt zu
einem "exponentiellen Wachstum™" des Baumes und damit zu einer sehr
hohen Laufzet: Wenn man n Gegenstande vorgibt, so mussman mit 2"
Zeiteinheiten redhnen. Auch moderne Computer knnen dies hochstens bis
n=35 in angemessener Zeit durchfthren. Fur gréfdere Probleme mussman
nad anderen Verfahren suchen.

Dieses systematische Durchsuchen all er mogli chen Féll e bezeichnet man als
Backtracking (Ruckverfolgen), daman den Baum algorithmisch von redts
nad links durchlauft: Man wahlt immer zunéchst den rechten Zwelg, ohne
sich um alles, was links geht, zu kimmern, und sobald man auf den Fall
stofdt, dass G negativ wird, geht man zurtick auf die dartiber liegende Ebene
und verfolgt dort den linken Zweig weliter.
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Um eine Vorstellung von dem Wastum desBaumes dler
moglichen Falle a1 bekommen, ist auf der nadhsten Folie die
Verdoppelung in jedem Schritt dargedellt. Auf der obersten (der
nullten) Ebene gartet man mit 2° = 1 Mdglichkeiten, dann folgen
auf der ersten Ebene 21 = 2 Méglichkeiten, danach auf der
zweiten Ebene 22 = 4, dann 28 = 8 usw. Auf der i-ten Ebene
befinden sich 2 Maodlichkeiten, so dassbe n Ebenen insgesamt
04214224 42+ +2"=2"1
Stellen in desan Baum existieren, die auszuwerten sind. Die

Entscheidung, obeine Losung valiegt, fallt meist erst auf der
untersten (der n-ten) Ebene, auf der sich 2" Elemente befinden.
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V erdoppelung auf jeder Ebene. Hier: neun Ebenen von 2° bis 2° Elementen:
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In urseem Beispiel konnte man bei G <0 abbredhen, well die
nadhfolgenden Féll e keine L 6sungen mehr erlauben. Will oder
mussman in der Praxis ein Badtradking einsetzen, so wird man
versuchen, moglichst frih (also auf einer kleinen Ebene) die Félle
zu erkennen, unterhalb derer keine Losungen mehr moglich sind.
Ansdaulich: Man mussmaogli chst frihzeitig die Zweige dsagen,
die nicht mehr zu einer Losungfuhren konren. Solche Verfahren
bezeichnet man als Branch-and-Bound-Verfahren (Verzweige
und Begrenze), da hier wie beim Badtradking immer in zwel
oder mehr Unterbereiche verzweigt wird, aber beli besimmten
Situationen auch der Unterbaum abgesdnitten und somit der
gesante aufzubauende Baum deutlich begrenzt werden kann.

Branch-and-BoundVerfanren sind meist stark vom jeweiligen
Problem abhangig, so dasswir esbel diesen algemeinen
Bemerkungen belassa wollen.
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Definition 5.6: Allgemeines Rucksackproblem

Gegeben saien zwea naturliche Zahlen G undW undeane

Menge von nGegenstanden, wobel jeder Gegenstand durch
zwel naturliche Zahlen g undw;, san Gewicht undsane
Wichtigkeit, charakterisiert ist.

Frage: Gibt eseine Tellmenge von Gegenstanden, so dassdie
Summe ihrer Gewichte kleiner als G und de Summe ihrer
Wichtigkeiten grol¥er als W sind?

Formal:
Gigtes ene Tellmenge {iy, Iy, ...,1,} Menge{1, 2, ..., njmit
nd fwi_z W' >
J

gij < G und
j=1 j=1
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Spezalfall: Man sdze dasGewicht gleich der Wichtigkeit
(diesist der Fall, wenn de Gegenstande bei spielsweise
Goldklumpen sind). Dann erh@lt man:

Definition 5.7: Spezielles Rucksackproblem

Gegeben seien eine nattrliche Zahl G undeine Folge von n
Zahlen g;, 9,, ..., G,
Frage: Gibt eseine Tellfolge, deren Summe gleich G ist?

Formal:

Gibt es eéne Tezerbge{ll, @ P |} der Menge {1, 2, ..., n}mit
"Subset Sum"
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Erneuter Spezialfall: Geredte Erbschaftaufteilung

Das pezelle Rucksakproblem umfasg$ zugleich das
Erbsdhaftsproblem: Janand hnterlass seinen zwel Erben

n Gegenstande imWert g, 9,, .., G,

Gibt es ene Auftellung,so dassbeide Erben den geichen
Wert erhalten, d.h., gbt eseine Tellmenge{i,, I,, ...,1,} der
Menge {1, 2, ..., n}mit

2.0=G WobeiG:(nz g )2 ?
j=1 i=1

(Falls die Summe der g; nicht geradzahlig ist, so runde man nadch unten
oder verbiete solche Gewichte; die volle Schwierigkeit des Problems
stedt bereits in den geradzahligen Summent)

"Partition”
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In der Literatur werden das gezielle Rucksadkproblem auch
als"Subset Sum" und dasErbsaaftsproblem als " Partition”
bezeichnet.

Diesesrbschaftsproblem sieht harmlos aus; es sind aber
bis heute keine Algorithmen bekannt, die im allgemeinen
Fall eine Losung,sofern sie existiert, in weniger als
exporentiell vielen Schritten liefert.

Untersuchen Sie ein Beispidl:
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Beispiel:

FUr dasErbschaftsproblem betradite folgende 20 rattirlichen
Zahlen (bereits geordnet aufgesdirieben, ihre Summeist 1300
undsomit G = 650):

32, 35,40, 41, 44, 46, 51, 59, 60, 64,
12,75, 76, /8, 80, 85, 86, 89, 92, 95

Die Frage lautet also: Man stelle also fed, obes eéne Teilfolge
dieser Zahlen gbt, deren Summe 650ist.

Wer solche Zahlen einige Male untersucht hat, wird sportan
behaupten, dass es iz adbigem spezellen Belspiel eine Losung
geben wird. Warum?

24.5.02

95



Erlauterungdieser spontanen Behauptung:

Folgende Uberlegungbesayt, dasses fir unsa Beispiel mit
recht hoher Wahrsaneinlichkeit eine lche Tellfolge gibt:
Insgesant existieren 2?°, also urgefahr eine Million Teilfolgen,
deren Summen zwisdien 0 und 1300iegen mussen. Esist sehr
unwahrsdieinlich, dassdie Zahl 650 ncht unter diesen eine
Million Zahlen sein sollte.

Damit haben wir eine solche Folge aer noch nicht. Doch bel
so horen Wahrsdheinlichkeiten kann man einige Zahlen
einfach vargeben (z.B. 40+60+80+85+95=360) und darauf
hoffen, de Erganzung (also 290 leicht zu entdecken. Durch
Probieren findet man dese ach innerhalb kurzer Zeit (z.B. 32,
41, 59, 64, 92 o&t 51,72, 78, 89, so dass ZB. die Teilfolge
32, 40, 41, 59, 60, 64, 80, 85, 92, 9&8sHroblem |0st.

Gefundene Teilfolge (rot): 32,35,40,41,44,46,51,59,60,64,72,75,76,78,80,55,86,89,92,
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Nimmt man dagegen 20Zahlen, die oberhalb von 2*° liegen,
dannist die Chance, dassdie Erbsaaft sich genau in zwel
Teletelenlasg, i.A. sar gering; denn dannliegen deene
Million Summen der Teilf olgen ebenfalls oberhalb von 2°
(ungefahr eine Milliarde), und cdannist es sér unwahrsaen-
lich, dass s&ch eine vorgegebene Zahl unter dieser Summen
befindet.

Wahlt man aber die 20 Zahlen so, dassihre Summe ungefahr
220 betragt, dann kesteht immer noch eine hohe Chance, eine
vorgegebene Zahl a's Teillsumme darstellen zu kdnnen. Bei 2%
|age die Wahrsdheinlichkeit in der Grofeenordnung von 0,5.
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Fass@ wir zusammen: Zu nZahlen, deren Summe 2:G ist, gibt

es2" Talfolgen, deren Summen zwischen 0 und2G liegen
mussen. Jetiefer G unterhalb von2" liegt, um so eher kann man
damit redhnen, eine aiféallig gewahlte Tellfolge, deren Summe
kleiner G sa, durch Ausprobieren zu einer Losung ausbauen zu
konren. Jestarker G oberhalb von 2' liegt, um so geringer wird
(rein aus der Anzahl der MOdlichketen betraditet) die
Wahrsahenlichkeit, dass sich die Folge in zwel gleiche
Tellsummen aufspalten lass$. Man mussin desem Fall meist alle
MOoglichkeiten durchprobieren, var allem, wenn keine LGsung
desErbsdhaftsproblems existiert. Das Erbsaaftsproblem ist also
vorausschtlich dann nu mit dem grofdmaoglichen Aufwand zu
|6sen, wenn ale n Zahlen groRer als 2™/n sind, chin diesen
Fall sicher 2G > 2™, dso G > 2" gilt.
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Als Beispiel eignen sich daher besse die folgenden 20Zahlen,
deren Summe 33.480.070st, d.h.,G=16.740.@5.

1.976.834, 1.864.558, 1.7/55.621, 1.575.931, 2.169.504,
1.567.429, 2.001.571, 1.682.544, 1.289.337, 1.223.752,
1.884.283, 1.671.449, 1.400.530, 1.547.733, 1.338.626,
1.438.792, 2.010.563, 1.422.589, 1.863.866, 1.7/94.558

(Wir haben nicht naadhgepruft, obeine Losungexistiert.
Untersuchen Sie dieseZahlen eine Minute lang.)
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5.4 Systematisches Durchtesten
(backtracking)

DasBadktracking-Verfahren haben wir am Beispiel des
Rucksadkproblems bereits kennen gelernt. Esfuhrt ein
Problem mit Parametern auf sich selbst, aber mit anderen
Parametern zuriick, wobei die maximale Rekursionstiefe
durch die Eingabewerte vorab fedsteht.

Erinnerungan Absdnitt 5.3

Auf Folie 82 steht dasPrinzip desBacktrackings geziell
fUr dasRucksadkproblem. Wir formulieren esnochmalsin
sehr allgemeiner kurzer Form:

24.5.02

100



Man zerlege das Problem
P P mit Parametern aund k

IN die beiden Probleme

rt ) P mit Parametern a, und k-1
und
r2 ) P mit Parametern a, und k-1

Falls eine Terminierungsbedingungerfullt ist (z.B. k=0, wobel
K in irgendeiner Weisedie Rekursionstiefe mitzahlt), wird die
Aufspaltung nattrlich nicht mehr durchgefthrt, sondern eswird
getedet, obeine LOosung vorliegt usw.

Vor und radh dem rekursiven Aufruf mussman dasProblem in
der Regel anpassa bzw. diese Anpassingriuckgangig macdhen.
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Dieslass sch umittelbar as Prozedurschema fir das
Badktracking (abgeklrzt durch BT) formuli eren:

procedure BT (a, K);

begin
If Terminierungsbedingung erflllt then ....

else passedasProblem an de aste Rekursion P1 an;
BT (a,, k-1);
madhe diese Anpassingwieder rickgangig urd
passedasProblem an de aveite Rekursion P2 an;
BT (a,, k-1);
madhe diese Anpassingwieder riickgangig
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Anwenden auf das Rucksackproblem:

DieVariablen G, W, n: natura und g,w: array [1..n] of natural
sden gobal. Sie enthalten die einzugebenden Werte fir das
Rucksad&problem.

Der Parameter a, bzw. a, aus dem Schema fur dasBadktracking
Ist beim Rucksad&problem dasPaa (G, W) bzw. (G-g,, W-w,).
Nunwird man hierbe nicht die vorgegebenen Werte fir G und
W verandern, vielmehr wird man sich zu jedem Zetpurkt das
Gewicht, das noch in den Rucksadk maximal hinein gegeben
werden kann, merken (Variable RestG) sowie die Wichtigkeit,
die noch bis aum Erreichen vonW fehlt (Variable RestW).

Die Parameter sind also (neben der noch verbleibenden Lange k
der Folge) RedG, ResW: integer, die anfangs auf den Wert von
G bzw. W zu sdzen sind. ("integer" statt "natural”, da diese
Werte beim Subtrahieren negativ werden konren.)
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Nochmals: Die Variablen G, W, n: natural und g, w: array [1..n] of natura
seien gobal. Die Parameter RestG, RestW, k: integer (anfangs auf den
Wert von G bzw. W bzw. n zu setzen) enthalten de aktuellen Werte fir das
restliche, noch mogliche Gewicht, die bisher im Rucksadk noch fehlende
Wichtigkeit und (n minus der Tiefe der Rekursion).

procedure Rucksack (RestG: integer, RestW: integer, K: integer);
beai

:

if k=0 then if (RestG=0) and (RestW<0) then "Esgibt eine Lésung" fi
else Rucksack (RestG, RestW, k-1);
Rucksack (RestG-g[k], RestW-w[Kk], k-1)

Sobald de globalen Variablen G, W, n, g und w mit den richtigen Werten
belegt sind, wird dese Prozedur durch Rucksack (G, W, n) aufgerufen.
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DieseProzedur liefert nur eine A-Neln-Entsdheidung.In der
Regel mochte man auch mindegens ane Losung, d.h., de
Tellfolge ermitteln. Hierzu legen wir ein globales Booesdies
Feld ja array [1..n] of Bodean an. Am Ende der Rekursionen,
d.h., e k=0, ghbt ja[i] jedes MaAl an, ob dsi-te Elemente der
Folge aur aktuell betrachteten Teilfolge gehort oder nicht.

DasFeld jawird anfangs mit falseinitialisiert. Immer, wenn
man in de zweite Rekursion verzweigt, in der g[k] undw[K]
von ResG bzw. ResW abgezogen werden, d.h.,in der das
Element k zur Tellfolge hinzu genommen wird, wird ja k] auf
true gesetzt. Kehrt man aus diesser Rekursion zurick, mussjak]
wieder auf false zurlickgesetzt werden.

Zur Erinnerungaus Abschnitt 5.3: Eine Losungliegt vor, wenn
Red4G=0 und RedW<0 sind; man kann zusétzlich k=0
annehmen (klar).
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Globale Variable: G, W, n: natura; g, w: array [1..n] of naturdl,

ja array [1..n] of Boolean;
G, W, nund die Felder g urd w werden eingelesen; das Feld jaist anfangs
komponentenweise auf false zu setzen.

procedure Rucksack (RestG: integer, RestW: integer, k: integer);
var I: natural;
begin
if k=0 then
If (RestG=0) and (RestW<0) then {Ldsung gefunden}
fori:=1tondo if jg[i] then drucke(i) fi od;
{hier: moglicher Abbruch} fi
else Rucksack (RestG, RestW, k-1);
ja[K] := true; Rucksack (RestG-g[k], RestW-w[k], k-1); ja[k] :=false

Will man nur eine Losung haben, so bricht man de Prozedur an der Stelle
{hier: moglicher Abbruch} ab. Anderenfall s werden alle Losungen berechnet.
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Dieses Schema des Badktracking wenden wir nun noch auf das speaelle
Rucksackproblem an. Zur Erinnerung die Definition:

Gegeben sind elne nattirliche Zahl G und eine Folge von
n natdrlichen Zahlen g,, 9,, .., g,- Gibt eseine Tellmenge
I

ZQ,ZG'?
- o j=i

n
Liest man G nicht ein, sondern setzt man anfangs G .= %2 Z O
i=1

so erhdt man das Erbschaftsproblem.

Das Programm fUr das gezelle Rucksackproblem ergibt sich nun
unmittelbar aus dem Programm des Rucksackproblems.
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Globale Variable: G, n: naturd; g: array [1..n] of natural;
ja array [1..n] of Boolean;

n und das Feld gwerden eingelesen, G wird ebenfalls eingelesen bzw. beim

Erbschaftsproblem aus g berechnet; das Feld jaist anfangs komponenten-

weise auf false zu setzen. Prozedur fir das gpezell e Rucksadproblem, die

mit SpezRucksack (G, n) aufgerufen wird:

procedure SpezRucksack (RestG: integer, k: integer);
var i: natural;
begin
If k=0 then
If RestG =0 then {Ldsung gefunden}
fori:=1tondo if jg[i] then drucke(i) fi od;
{hier: moglicher Abbruch} fi
ese SpezRucksack (RestG, k-1);
jaK] :=true; SpezRucksack (RestG-g[k], k-1); ja k] :=fase

fi
end:
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Bei dieser Formulierung des Algorithmus bricht die Rekursion stets erst auf
der n-ten Stufe ab. Auch wenn RestG negativ geworden ist, arbeitet das
Verfahren weiter, obwohl keine Losung mehr maglich ist. Wir kbnnen de
Rekursion sicher abbrechen, wenn RestG kleiner als das Minimum der
verbleibenden Gewichte geworden ist. Wenn die Gegenstande nach der
Grole ihrer Gewichte geordnet vorliegen, so kann man also de Rekursion
auf jeden Fall abbrechen, wenn RestG < g[1] £ g[2] < ... < g[K] ist, dadann
keine Veranderung an RestG mehr statt finden kann.
Dieses Abbruchkriterium fir die Rekursion bezog sich auf die Gewichte. Flr
die Wichtigkeit W gilt etwas Ahnliches: Man kann abbrechen, wenn RestW
edht grol3er ist als die Summe der noch nicht betradhteten Wichtigkeiten,
d.n., wenn RestW > w[1] + w[2] + ... + w[k] gilt. Um diese Summen nicht
jedes Mal auswerten zu missen, berechnet man sie @nmal zu Beginn; man
setze dso anfangsfirj =1, 2, ..., n:

sumw(j] :=w[1] +w[2] + ... + W[]]
und breche die Rekursion ab, fall s RestW > sumw(K] gilt.
Wegen sumw([1] =w[1] und sumwl[j] = sumw[j-1] + w[j] lassen sich diese
Zahlen sehr schnell beredhnen.
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Die Abbruchkriterien fir die Rekursion lauten also:

k=0
RestG <g[1l] bzw. RestG < ming (siehe unten)
RestW > sumw(K]

wobel der zweite und dritte Fall stets sgnalisieren, dass ausgehend von der
aktuell en Situation keine Losung durch weitere Rekursion gefunden
werden kann. Fur den zweiten Fall ist wichtig, dassdie Zahlen sortiert
sind. Will man dies nicht voraussetzen, so muss g[1] durch das Minimum
"ming' der Menge{g[1], 9[2], ..., g[n]} ersetzt werden.

Wir entscheiden uns hier dafur, keine Ordnung varzugeben und ermitteln
daher das Minimum ming zu Anfang mit. Diese Berechnungen lauten also:
ming:=g[1]; sumw][1] :=w][1];
forj:=2tondo
if ming>g[j] then ming:=g[j] fi;
sumw[j] := sum[j-1] + wij]
od

Damit ergibt sich dann folgendes Programm, das ein spezelles Backtracking,
namli ch ein Branch-and-Bound-V erfahren (siehe Abschnitt 5.3) darstellt.
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Globale Variable: G, W, n, ming: natural; g, w, sumw: array [1..n] of natural;
ja array [1..n] of Bodean;

procedure Rucksack (RestG: integer, RestW: integer, K: integer);
var I: natural;
begin
if k=0 then
If (RestG=0) and (RestW<0) then {Ldsung gefunden}
fori:=1tondo if jg[i] then drucke(i) fi od;
{hier: moglicher Abbruch} fi
aseif (RestG = ming) and (RestW< sumwf[Kk]) then
Rucksack (RestG, RestW, k-1);
ja[K] := true; Rucksack (RestG-g[k], RestW-w[k], k-1); ja[k] :=false

|—h

| fi

end;

begin .... < Einlesen der Werte fur n, G, W, g, w >;

for j:=1to ndoja[j]:=false od, ming:=g[1]; sumw[1] := w[1];

forj :=2tondoif ming > g[j] then ming := g[j] fi; sumw(j] := sum(j-1] + w(j] od;
Rucksack (G,W,n); ....

end.
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Nadidem der Algorithmus nun ausformuliert ist, mussman ihn in eine
Programmiersprache tibertragen. Die Ubertragung z.B. nach Ada95 sollte fuir
Sie kein Problem sein.

Hinweise: Bei dieser Ubertragung sind Eigenarten der Sprachen zu
beaditen, z.B. die Angabe von oberen Schranken (statt dynamischer Felder)
oder die Tatsache, dassmanche Compil er grof3e und kleine Buchstaben nicht
unterscheiden (G und g haben also dann den gleichen Bezachner). Nicht
aufgeftihrt sind die genaue Beschrelbung der Datelen, aus denen de
Eingaben zu lesen oder in de die jeweiligen Ergebnisse zu schretben sind.

Weiterhin muss man de Eingabeanwei sungen sowie Ergebnis- und
Kontrollausdrucke enftigen. In der Praxisist, wie bereits in Abschnitt 5.3
betont, n=35 wegen der Laufzeit eine obere Grenzeflr die Anzahl der
Gegenstande, es &1 denn, die Werte fir G und W liegen so giinstig, dass
durch den Branch-and-Bound-Effekt nur ein kleiner Tell desriesigen
Baumes durchsucht werden muss.

Ein Pascd-Programm finden Sie auf der nachsten Folie.
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program Rucksackproblem; { Programm in PASCAL formuliert }
const max = 40;
var n, i, j:int; Gew, Wert, ming: longint; g, w, sumw: array[1..max] of longint;
ja: array [1..max] of Boolean;
procedure Rucksack (RestG, RestW, k: longint);
begin if k=0 then
begin if ((RestG >=0) and (RestW <=0)) then {LOsung gefunden}
begin writeln; for i:=1 to ndo if jafi] then write (i) end; writeln
end
else if (RestG = ming) and (RestW< sumwl[K]) then
begin Rucksack (RestG, RestW, k-1);
ja[k] := true; Rucksack (RestG-g[k], RestW-w[k], k-1); ja[k] := false
end,;
if k=n then writeln (‘'Ende’)

end;
begin read (n);
if n > max then writeln (Eingabe groRRer als ', max:3, ', Abbruch.’)
else begin read (Gew); read (Wert); writeln; for i:=1 to n do read (g[i], wli]);
{Kontrollausgabe:} writeln (‘Rucksackproblem mit Gewicht ',Gew:12," und Wert '\Wert:12,".";
writeln ('Es sind ', n:12,' Gegenstande:"); for i:=1 to n do writeln (g[i]:10, ' ', w[i]:10);
{Initialisierungen:} for j := 1 to n do ja[j] := false; ming := g[1]; sumw([1] := w[1];
for j := 2 to n do begin if ming > g[j] then ming := g[j]; sumw[j] := sum[j-1] + wJ[j] end;
Rucksack (Gew, Wert, n)
end
end.
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Wir haben dasRucksadproblem behandelt. Die Les&(innen)
konnen duch Weglassa undleichtes Modifizieren leicht
Programme fur das peziell e Rucksackproblem oder fir das
Erbsdhaftsproblem sdreiben.

Gibt eswelitere Probleme, die man mit Badktracking |0sen kann
(oder mangels bes®rer Verfahren |6sen musg?

Am bekannteden ist dasBin-Pading-Problem (BPP), daswir im
nadcsten Absdcnitt vorstell en werden.
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5.5 Binpacking

Ausgehend vom Fll problem haben wir als eindimensionalen Sonderfall das
Rucksackproblem und zwei seiner Vereinfachungen (spezell es Rucksadk-
problem, Erbschaftsproblem) vorgestellt und als L 6sungsmethode das
Badktracking herausgearbeitet und als Programm einer Programmiersprache
formuliert. Das Badktradking ist eine sehr allgemeine Entwurfsmethode fir
L 6sungsverfahren. Daher gibt es viele andere Probleme geben, die sich
hiermit |6sen lassen. In desem Abschnitt wenden wir das Verfahren auf das
Binpacking-Problem (BPP an, eines der dteren Probleme in der Literatur
zum Thema Backtradking.

Zunéchst gehen wir wieder von einem anschauli chen Problem aus. Als
dessen Formalisierung erhalten wir das BPP. Zunadst stellen wir das
Binpacking mit anderen Problemen in Beaehung, anschlief3end |6sen wir es
mit der Badktradking-Methode.
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Problem: Ein Spediteur besitzt m Lastwagen des gleichen Typs. Jeder LKW
darf mit maximal G Gewichteinheiten beladen werden. Eine Kunde mochte
n Gegenstande, die jewells das Gewicht g,, g,, ..., g,, besitzen, zu einem
anderen Ort transportieren lassen. Reichen hierfir die m Lastwagen aus?
(Hier interessert nur das Gewicht, nicht die Form der Gegenstande.)

Dieses Problem kénnen wir unmittelbar in eine Definition fassn:

Definition 5.8: Binpacking

Gegeben: naturliche Zahlen G, m, n, g;, 95, ..., G,-
Frage: Gibt eseine Aufteilung der n Zahlen g, auf m Teilmengen, so dass
die Summe der Zahlen in jeder Tellmenge kleiner oder gleich G ist?

Der Name des Problems kommt vom englischen Wort "bin" = Behdlter,
Kasten. Diese Behdlter sollen gotimal "bepackt" werden.
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Schauen wir uns das Problem an Beispielen an.

Beispiel 1: m=4, G = 20, n =10, die Gewichte der zehn Gegenstande:

0= 3, 0,= 5, Os= 0, g,= 0, 0= 0, Os= 7, 9= 7, Og= 8, Og= 9, = 10.
Die Gegenstande wiegen insgesamt 67 Einheiten.

HFE )

Nun missen wir die Gegenstande elnpacken!

0,53, 0,5, 0576, 0,56, 0= 6, 9= 7, 9= 7, 0g=8, 9y=9, 0,5~ 10
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Wir ordnen irgendwie von links nach rechts zu:

Wir prifen, ob das Maximalgewicht G=20 irgendwo Uberschritten wurde:

0,53, 0,5, 0576, 0,56, 05=6, 9= 7, 9= 7, 0g=8, 9o=9, 9,5~ 10

Also haken wir eine Losung gefunden. (Es gibt noch viele weitere, selbst suchen.)
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Beispiel 2: m=4, G =20, n =10, die Gewichte der zehn Gegenstande:
0:=9, 0,6, 9;=6, 9,=6, 9= 7, 9= 9, 9~9, 95=9, 9= 9, g;~ 10.
Die Gegenstande wiegen insgesamt 76 Einheiten.

HFE )

0,55 0,6, 056, 0,56, 0= 7, 9~ 9, 379, 0g=9, 9= 9, 9,5~ 10

Nun versuchen wir, die Gegenstande einzupadken.
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Wir ordnen irgendwie von links nach rechts zu:

Wir prifen, ob das Maximalgewicht G=20 irgendwo Uberschritten wurde:

0,59 0,6, 0576, 0,56, 0= 7, 9~ 9, 79, 0g=9, 9= 9, 0,5~ 10

Die"10" lasst sich hier nicht mehr unterbringen. Aber: Es gibt Losungen:
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Wir prifen, ob das Maximalgewicht G=20 irgendwo Uberschritten wurde:

0,59 0,6, 0576, 0,56, 0= 7, 9~ 9, 79, 0g=9, 9= 9, 0,5~ 10

Samit halen wir eine Losung fur Beispiel 2 gefunden.
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Beispiel 3: m=4, G = 20, n = 10, die Gewichte der zehn Gegenstande:

0= 7, O,= 7, Os= 7, 04— 7, 05— 7, Os— 7, g.= 7, Os= 1, O9= 1, Q10— 1.
Die Gegenstande wiegen insgesamt 70 Einheiten.

HFE )

0=7 O~=7, 0=/, 9=7, 9= 1, 9= 1, Q= 1, Qg= 1, U= 1, Q1= /

Beim Einpacken werden wir off ensichtlich scheitern; dennin

jeden LKW pass@ wegen G = 20 hdchstens avel Gegenstande.

Beispiel 3 hat also keine Ldsung.

24.5.02

122



Zur Einordnung cesProblems:

Das BPPverallgemeinert das Rucksackproblem von einem auf viele
Rucksacke.

Wir zegen nun, dass das geziell e Rucksackproblem (vgl. Definition 5.7) und
das Erbschaftsproblem Sonderféll e des BPPfur m=2 Behdlter sind.

Hilfssatz 5.1:

Es seien eine naturliche Zahl G und eine Folge von nZahlen g;, 9,, ..., g,
gegeben. Bilde die Summe dler Gewichte SG=g, + g, + ... + g,. Ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit sal 2-G < SG. Dann glt:

Das spezéll e Rucksackproblem besitzt fur die Werte G, n, g4, 9,, --., g,
(mit 22G < SG ) genau dann eine Ldsung, wenn das Binpackingproblem fur
SG-G, 2,n+1, 9, 95, -, Gy Oey Mit g, = SG- 2:G eine L6sung hat.
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Bewels:
Wir beweisen zunéchst den Hilfssatz und erlautern dann, warum man
ohne Beschrankung der Allgemeinheit 2-G < SG annehmen kann.

Bewelsrichtung " &":

Das spezell e Rucksackproblem fur G, n, g,, 95, ..., g, mOge eéne Losung
haben, und zwar sei die Gewichtssumme der Tellmenge L={g;,, i, .--» §i }
genau G. Wir flllen nun de Gegenstande dieser Tellmenge ausammen mit
dem (n+1)-ten Gegenstand in den ersten der beiden Behdlter. I|hr Gewicht ist:
gil + gi2 Tt gir + Oni1 = G+ (SG_ZG) = SG'G,

der erste Behdlter wird hierdurch also bis zu seinem Maximal gewicht gefullt.

Alle Gbrigen Gegenstande fillen wir in den zweiten Behdlter. Das Gewicht
aller dieser Gegenstande betragt SG-G. Hierdurch wird also auch der zweite
Behdlter bis zu seinem Maximalgewicht (SG-G) aufgefllt.

Diese Aufteilung auf die beiden Behdlter ist folglich eine Losung des
Binpackingproblems fur SG-G, 2, n+1, g,, d,, ---; 9,,, Gy Mit g, = SG- 2:G;
was zu beweisen war.
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Bewelsrichtung " &-":

Wenn eine Losung des BPPflur SG-G, 2, n+1, 9, Gy, -+, Oy Gey Mt
Oneq = SG-2-G vorliegt, dann lassen sich die n+1 Gegenstande auf zwel
Behdalter mit jewell s maximalem Gewicht SG-G aufteilen. Dieses
Maximalgewicht wurde geschickt gewahlt, denn es gilt:

2(SG-G)=5G-2G+5G=0y,, + 0+ G+ ... + 0,

Also werden durch die n+1 Gegenstande beide Behdlter bis zu ihrem
Maximalgewicht gefillt.

In einem der beiden Behdter mussder (n+1)-te Gegenstand mit dem Gewicht
Onv1 = SG- 2:G liegen. Da er ganz gefullt ist, mussdas restliche Gewicht in
diesem Behdlter

(SG-G) - gy, = (SG-G) - (SG-2G) = G
sein. Folglich musses eine Tellmenge der n Gegenstande geben, deren
Gewichtssumme gleich G ist, d.h., das geaell e Rucksackproblem fir
G, n, g, 9, .-, 9, hat eine LOsung; was zu beweisen war.

Damit ist Hilfssatz 5.1 bewiesen.
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Nachtrag: Wir hatten behauptet, dass man ohne Beschrankung der
Allgemeinheit 2-G < SG annehmen dirfe. Begrindung herflr:

Es seien eine naturliche Zahl G und eine Folge von nZahlen g;, g,, ..., 0,
gegeben. Bilde die Summe dler Gewichte SG=g, + g, + ... + g,. Wenn

dieses gezedle Rucksadproblem eine Losung besitzt, dann gilt: Es gibt
eine TellmengeL ={i I,, .., 1,} der Zahlen {1, 2, ..., n} mit

ngij:G-
=1

Dann glt fir die anderen Gegenstéande: Z g = SG-G.

iOL
Also hildet eine Ldsung bzgl. des Maximalgewichts G zugleich eine L 6sung
bzgl. des Maximalgewichts SG-G, indem man de komplementare Teill menge
{1, 2, ..,n}-{i, I, .., 1.} verwendet. Wenn daher 2-G > SG ist, so [0se man
stattdessen das Problem mit dem Maximalgewicht SG-G, denn hierflr gilt:

2:(SG-G) £ SG+SG-2:G < SG, d.h., dann ist die geforderte Bedingung erfillt.
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Bemerkung

Beim Erbschaftsproblem ist sofort klar, dass es ein Binpackingproblem mit
2 Behdltern und der Behdtergrofde SG/2 ist. Denn hier wird festgestellt, ob
sich eine Folge von nZahlen so in zwei Tellfolgen zerlegen |&s4, dass
deren Summen geich sind. Formal: Sei fur eine Folge von n Zahlen

dy, O -, O, die Summe dler Gewichte SG=9g,+ g, + ... + g, SO hat das
Erbschaftsproblem genau dann eine L6sung, wenn das Binpadingproblem
far SG/2,2,n, 9,, O,, ..., 9, €ne Losung het. Denn: Es gibt eine Teilmenge

L ={i, iy ..., i} der Zahlen{1, 2, ..., n} mit 3
g =SG/2=) g

wenn :
e 1 OL I L

SG/2 SG/2

die Gegenstande in 2
Behdlter mit Maximal-

gewicht SG/(2)
//" gelegt werden kdnnen.
0, 9, O3 U4 Os Js 97 Js

99 gn
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Wasbesajt der Hilfssdz 5.17?

Er vergleicht die beiden Probleme "spezell es Rucksackproblem” und
"Binpacking mit 2 Behdtern", wobel er nachweist, dass das Binpacking mit 2
Behdltern mindestens $ schwierig wie das spezell e Rucksadkproblem ist.

Anders ausgedrickt: Wenn es ein Verfahren gbt, das das Binpadking mit 2
Behdaltern schnell 16st, so I1&sg sich das spezell e Rucksackproblem ebenfalls
mit diesem Zeitaufwand |0sen.

Der Bewels zagt zugleich, wie sich jedes spezell e Rucksackproblem in das
Binpackingproblem einbetten lasst. (Sog. "Reduktion” des einen Problems auf
das andere; vgl. spéter unter Komplexitatstheorie.)

Wir wenden uns nun der Programmierung des Badktrackingverfahrens fir
das Binpading zu.
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Hierzu missen wir eine mogliche prazase Definition haben. Die Definition
des Binpadkings lautete: Finde ene Aufteilung von nZahlen auf héchstens m
Teilmengen, deren Summe jeweil skleiner oder gleich G ist. Wir formulieren
dies nun nachmals mathematisch:

Definition 5.8 a: Binpacking

Gegeben: naturliche Zahlen G, m, n, g, Q,, -.., 0,
Gesaucht: eine Abbildung f:{1, 2, ..., n} - {1, 2, ...,m},

so dassfur jedesi (1< i< m) qilt:
J ( )9 S g<G
f(j)=i
f()) =1 bedeutet also: Der j-te Gegenstand wird in den i-ten Behdlter gelegt.

Um eine Losung zu finden, probieren wir alle Abbildungen durch, sofern sie
eine LAsung bilden kdnnten. Hierflr verwenden wir erneut das Backtradking.
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Badktracking geht stets von einer vorhandenen Situation aus und reduziert
das Problem auf einfachere Probleme. Eine typische Situation beim Fllen
der Behdlter ist: Man hat die ersten | Gegenstande bereits konfliktfrei in k
Behdlter geftillt und muss nunden (j+1)-ten Gegenstand einfillen.

Behdlter 1 Behdlter 2 Behdlter k

U -~ T
/X X

00 9 0O U U5
[ [ []

bereits bearbeitete Gegenstande ~ @lsnachstes
einzufullen

gj+2 Oy
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Wir kdnnen den (j+1)-ten Gegenstand nun einem der bereits vorhandenen
Behdlter 1, 2, ..., k zuordnen oder einen neuen Behdlter (k+1) verwenden,

sofern k+1<m, d.h., k <mist.

Behdlter 1 Behdlter 2 Behdlter k Behalter k+1

90 % 9 94 U5 - O gjgj+2 Oy
[ [ []

bereits bearbeitete Gegenstande ~ @lsnachstes
einzufillen

Alle diese k+1 Féll e probieren wir im Badktradking duch. Die Prozedur
folgt genau der obigen Rekursion.
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Schema der Prozedur (es fehlen noch elnige Details):

procedure BTBPP(], k: natural);
var i: naturdl;

begin

if j=nt . {LOsung gefunden} .....
else fori: 1 to k do
if Gegenstand (j+1) passt noch in Behdlter i then
Aufruf von BTBPP(j+1, K) fi od,;
if k <mthen Aufruf von BTBPP(j+1, k+1) fi

Um zu Uberprifen, ob ein Gegenstand j(j+1) noch in den Behdlter i
passt, verwenden wir ein gobales Feld GBeh: array[1..m] of natural, in
welchem wir die Summe der Gewichte all er Gegenstande, die aktuell im
jeweiligen Behdlter liegen, notieren. Ein Gegenstand (j+1) darf in den
Behdlter i nur gelegt werden, wenn dadurch das Maximalgewicht nicht
Uberschritten wird, also nur, wenn GBeh[i]+g[j+1] < G idL.
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So erhalten wir die Verfeinerung des Prozedurschemas (man beachte,
dass vor und nach jedem rekursiven Aufruf das Gewicht des jewell igen
Behéalters angepass werden muss):

procedure BTBPP(], k: natural);
var i: naturdl;

begin

if j=nt . {LOsung gefunden} .....
else fori: 1 to k do
if GBeh[i] +g[j+1] <G then
GBeh[i]:=GBeh[i]+g[j+1]; BTBPP(j+1, k);
GBeh[i]:=GBen[i]-g[j+1] fi od;
if k <mthen GBeh[k+1]:=g[j+1]; BTBPP(j+1, k+1);
GBeh[k+1]:=0 fi
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Diese Prozedur stellt bisher nur fest, ob eine Losung existiert, aber sie gibt
keine mogliche Zuordnung zu den Behdtern aus. Hierfr missen wir uns
noch zu jedem Gegenstand merken, in welchen Behdlter er gelegt wurde.
Dies geschieht in einem globalen Feld f: array [1..n] of natural. Wir nennen
dieses Feld f, well es genau de Abbildung f aus Definition 5.8.a beschreibt.

Wir brauchen nicht alle moglichen Abbildungen f durchzuprobieren; denn wir
konnen annehmen, dass der Gegenstand mit der Nummer 1 stetsim Behdlter 1
liegt, der Gegenstand mit der Nummer 2 stetsin einem der Behélter 1 oder 2
usw. Durch Umnummerieren der Behdlter |8sg sich also stets erreichen, dass
f[j] <] fur dlej=1,2,...,n glt. Wir werden daher f[1]:=1 setzen. In der Prozedur
stellen wir automatisch sicher, dassf[j] < fir ale weteren | gilt, indem far
den Gegenstand j+1 neben den bereits betrachteten Behdltern nur der Behdlter
k+1 (und nicht k+2, k+3 usw.) ausprobiert wird. Weil m die htchste Nummer
eines Behdltersist, brauchen wir also nur Abbildungen f zu betradchten mit:

f()) < Min(j,m), wobeal Min(j,m) das Minimum der beiden Zahlen j und mist.
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So erhalten wir als Backtrackingprozedur fur das Binpackingproblem:

procedure BTBPP(], k: natural);
var i: natural;

begin

if j =n then <Ldsung gefunden: drucke das Feld f aus >
elsefori:=1tok do
if GBeh[i] + g[j+1] <G then
f[j+1]:=i; GBeh[i]:=GBeh[i]+g[j+1]; BTBPP(j+1, k);
GBeh[i]:=GBeh[i]-g[j+1]; f[j+1]:=0 fi od;
if k <mthen f[j+1]:=k+1; GBeh[k+1]:=g[j+1];
BTBPP(j+1, k+1); GBen[k+1]:=0; f[j+1]:=0 fi
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Globale Variablen sind:
G, m, n: naturdl,
g, f: array[1..n] of natural;
GBeh: array[1..m] of natural;

Der Aufruf der Prozedur BTBPPlautet, sofern bereits alle Daten in de
globalen Variablen G, m, n und g eingelesen wurden:

if (n<1) or (m<1) then ...{ Abbruch, da keine Ldsung zu suchenist}... fi;
fori:=1tondoif g[i]>G then ..{ Abbruch, dakene Losung moglich}... fi od;
for i:=1 to ndof[i]:=0; GBeh[i]:=0 od;

GBeh[1]:=qg[1]; f[1]:=1; BTBPR1,1);

Manche der obigen Anweisungen erscheinen tberflissg (z.B. f[j+1]:=0 oder
for i:=1 to ndof[i]:=0; GBeh[i]:=0 od;). Wir haben sie dennoch aufgefiihrt, da
sie eventuell sehr hilfreich werden ktnnen, wenn Fehler auftreten oder wenn
die Prozedur noch von anderen Programmen aufgerufen wird.
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Eigenschaften der Prozedur BTBPP

Wir haben bereits gesehen, dassnur Losungen mit

f(J) < Min(j,m) fdrj=1,...,n
untersucht werden.
Weiterhin werden wir erwarten, dassdie Prozedur die Behadlter
stets von links nadh redhts wirklich auff Gllt, dass sch unter den
ersten k Behdltern (falls der Behdlter k nicht leer ist) also
niemals an leaer Behalter befindet; denn sonst wirden wir
Situationen mehrmals testen, die bis aif die Nummerierungder
Behdlter gleich sind. Ist durch ursae Prozedur sicher gegellt,
dassunter den ersten k Behdltern keine leeen auftreten?

Diesist tatsachlich der Fall, wie folgende Uberlegungzeigt.
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Zu Beginnwird in Behdlter 1 duch GBeh[1]:=g[1] der erste
Gegenstand gelegt. Er wird hieraus nicht wieder entfernt. Wir
nehmen nunan, dassdie ersten | Gegenstande in den Behdltern
von 1 bsk liegen und asskener diesa k Behdlter leer ist
(Indukiionsannahme). DieseAnnahme ist flr j=1 richtig, wobel
hier automatisah k=1 ist. Die Prozedur versucht nun, den
nadhsten Gegenstand j+1 in einen bereits existierenden Behdlter
zu legen (for I:=1to k do ... od). Dabei kann kein vorhandener
Behdlter geleat werden; in diesam Fall bleibt daher die
Indukionsannahme richtig. Ansailiefdend wird der Gegenstand
J+1 in den neuen Behdlter (k+1) gelegt, sofern k < mist. Diesa
(k+1)-te Behdlter ist also nicht leer, so dassdie Indukionsan-
nahme auch fr den Fall j+1 richtig bleibt. (Nad der Ruckkehr
aus diesen letzten Rekursionsfall wird der Behdlter k+1 geleert,
aber k+1 wieder durch k ersetzt, so dassdie | nduktionsannahme
nicht verletzt wird.) Durch Induktion folgt daher, dass gch
unter den k ersten Behdltern keine leeren befinden konren.
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Zur Analyse der Laufzeit:

Beim ersten Gegenstand gbt esnur eéine Moglichkeit, beim
zweiten zwel Mdglichketen (lege den Gegenstand in den
Behdlter 1 oder in den Behdlter 2), beim dritten drel usw. Ab
dem mten Gegenstand hat man fur jeden Gegenstand nu
noch hdchstens m Moglichkeiten. Somit werden im
ungurstigsten Fall

12-34...mm-...m=m!m®m
Mogdlichkeiten duchprobiert (m! ist die Fakultatsfunktion).
Wir miussa also gréRenordnungmaldig mit m™i/em Schritten
(wegen der Stirlingsdhen Formel fir die Fakultét) rechnen.
Dieswar zu erwarten, da BPP, wie gezaigt, mindegens
aufwandig wie das pezelle Rucksackproblem ist, dess@
Badtracking-Beabeitung bereits 2" Schritte bendtigt. For
die Praxisist dasVerfahren BTBPPalso nu fur wenige
Gegenstande (n sollte kleiner als 30 san) einsetzbar.
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Zur Analyse desSpeicherplatzes:

Zusdazlich zu gen gobalen Variablen wird weiterer
Speicherplatz nur durch de Rekursion erforderlich. Dadie
Rekursionstiefe, also de maximale Zahl ineinander
gestachtelter Prozeduraufrufe, héchstens nist (denn cann
erfolgt der Abbruch duch "if j=n .."), brauchen wir also
zusatzlich nur "linear viel Speicherplatz”, d.h.,zusézliche
cn Speicherplétze fur eine geeignete Konstante c.

DieseKonstante hangt auch von der Implementierung cer
Rekursionin der jewelligen Programmiersprache &, so dass
sie nicht ohne eine konkrete | mplementierung angegeben
werden kann. Dennoch kann man gob gestétzt sagen, dass
man etwa den geichen Speicherplatz, der fUr die Eingabe
erforderlich ist, nochmals bendctigt. Diesist aber bel heutigen
Redenanlagen meist unproblematisch.
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Die Analyse von Speicherplatz und Laufzeit zeigt: Fur praktisch relevante
Aufgabenstell ungen ist das Backtradking ungeagnet. Wir brauchen also
schnell ere Verfahren.

Wir kennen zur Zeit keine Verfahren, die eine Losung des Binpackings,
sofern sie existiert, zuverlassg finden und zugleich gréfenordnungsmaldig
weniger Zeit als d" Schritte (fur eine Konstante d) benétigen; man vermutet,
dass es lche Verfahren nicht gibt. Daher hat man Ndherungsverfahren
entwickelt, die schnell sind urd haufig eine Losung, sofern sie existiert,
finden; wenn diese Verfahren aber keine LAsung entdecken, so bedeutet dies
nicht, dasses nicht doch eine Ldsung geben kann.

Wie sehen solche Naherungsverfahren aus? Vermutlich haben Sie eines schon
unbewusst benutzt, als Sie L 6sungen zu den vorgestellten Belspielen gesucht
haben: Man sortiere zunadst die Gegenstande nad ihrer Grof3e (beginnen
dmit dem gr6fden) und platziere den jewell s nachsten Gegenstand in den
Behalter mit der kleinsten Nummer, in den er noch pasg. Auf Naherungs-
verfahren werden wir hier aber nicht eingehen.
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Als nadhstes wollen wir dasFull problem, daswir anfangs
behandelt haben, mit Hilf e @nesBacktradking-Verfahrens
|Osen.

DiesedProblem ist schwieriger als das Rucksadkproblem,
dawir fir die Rekursion ncht einfach zum folgenden
Gegenstand, also zu einer nadhsten Position thergehen
konnen; denn wasist auf einer Flache "die nadhste
Position"? Dieswerden wir als astes klaren missen.
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5.6 EIn Algorithmusfir das
Fullproblem

Auch das Fullproblem wollen wir durch systematisches Probieren |Gsen.
Wegen der vielen Nebenbedingungen ist dies aber deutlich schwerer als das
Rucksack- oder das Erbschaftsproblem.

In desem Abschnitt kommt es vor allem auf zweierlel an:

- hohe Exaktheit bel schrittweisem V orgehen,

- Durchhaltevermogen.

Mit diesem Abschnitt konnen sich alle Leserinnen und Leser "testen”, ob sie
die fur die Programmentwicklung notwenige Disziplin bei gleichzatiger
Aufmerksamkeit mitbringen. Der Abschnitt ist nicht leicht zu bearbeiten und
Sie sollten sich dafiir Sorge tragen, beim Durcharbeiten mdgli chst nicht
gestort zu werden. Der Abschnitt 5.6 ist wegen der vielen Detall s auch recht
umfangreich.
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5.6.1Voruberlegungen

Das Fullproblem |as4 sich durch systematisches Probieren [Gsen. Bisher
funktionierte das g/stematische Probieren so, dass jewell s das néchste
Element der Folge entweder hinzugenommen wurde oder nicht (Ruck-
sadkproblem) oder indem esin einen der vorhandenen Behdlter oder in den
nadsten leeren Behdlter gelegt wurde (Binpading).

Dieses Vorgehen setzt Anordnungen varaus. Die Gegenstande und de
Behdalter sind durch ihre Nummern angeordnet. Beim Fillproblem miissen
wir diese Anordnung erst noch festlegen, dasie apriori nicht vorhanden ist.
Dies wird dazu fhren, dass wir haufig arrays statt Mengen verwenden
mussen.

Wir untersuchen herflr zunéchst das Belspiel (n=12, m=3, zwei Muster)
aus Abschnitt 5.1 zum Platzieren von Hausern auf dem Baugrundstick.
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Wir gehen wie in Abschnitt 5.5 vor: Wir betraditen eine beliebige Situation
und legen dann fest, wie der nadhste Schritt (der nadhste Prozeduraufr uf)

erfolgen soll. Hierzu sehen wir uns zunéchst ein Beispiel an:

1

2

3 4 5 6

v

8

9

10 11 12

Wir sind bei 12

dieser Situation
11

angekommen,
wobel wir die 10

Hauser in der
Reihenfolge der

angegebenen
Nummerierung

1 bis4 einge-
fugt und Wege
nad Sfestge-

legt haben.

Wo flgen wir
nun das 5.

Haus en?

9
8
7
6
<)
4
3
2
1
S/

~ P

8

9

10 11 12

o e
o L DN

L N W A 01 O N 00 ©
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Esliegen in unserem Beispiel aus Abschnitt 5.1 zwei Muster vor,
namlich ein waageredhtes und ein senkrechtes Redhteck der Grole zwel
mal drei.

Wir legen nun fUr jedes der Muster und fedt,

an welchen Positionen sie im nadisten Schritt eingeftigt werden dirfen.
Dabel wollen wir sie so patzieren, dass $e mdgli chst nahe an bereits
bestehenden Hausern liegen. Im Beispid ist dies einigermalen einfach,
Indem man all e Positionen, in denen das nachste Haus dehen darf,

aufli stet.

Wo kdnnen dese Positionen liegen?
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FUr das Muster

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
12
11
10
9
8
7 4
6
3 :
5
4
3| 1
Wo flgen wir 2 [ 5
das5. Hausein? 1 @
X
s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

kommen z.B. folgende Positionen in Frage:

o e
o L DN

L N W A 01 O N 00 ©
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Das Muster kann also irgendwo in der roten Flache liegen:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12 12
11 11
10 10
9 9
8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
2 -. 2
r :
S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Doch dese Flache reicht noch nicht aus. Moglich sind auch Positionen wie:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12 12
11 11
10 10
9 9
8 8
7 4 7
6 6
3
5 .- 5
4 4
3 : 3
Wo flgen wir 2 [ 5 2
das 5. Hausein? 1 @ 1
P 4
S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Greifen wir eanmal e ne dieser Situationen heraus, z.B.:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Es seht aus, als

waredieseLage 12 12

unsinnig, dadie 11 11

Wege neu verlegt 10

werden missen.

Siekann sich aber  ° 0

spéater dsgutge- 8 8

eignet erwelsen, 7 4 7

SO dassman sie 5 5

nicht einfad 3

weglassen darf. > >
4 4
3 : 3
2 -. ) 2
| [ @ 1

S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Nad deser Platzierungergibt sich folgende Situation:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

_ 12 12
Man sieht " "
hieran, dass
beim Platzieren 10 10
und spéter auch 9 9
b_el m RUckgan- 3 3
gigmadhen stets : A .
Anpassungen 5
der bisherigen 6 3 [ 6
Situation 5 5
erf.ol gen 4 4
mussen. 1
3 3
2 -. ) 2
| [ @ 1
S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Sind dese Platzierungen bereits alle Moglichkeiten? Auch folgende und
viele weitere Positionen sind denkbar, selbst wenn man vermuten wird,
dass manche von ihnen nicht zu optimalen Ldsungen flhren werden:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12

11

10

9

8

7 ‘o

6

3

5

4

3| 1
Wo flgen wir 2 [ 5
das5. Hausein? 1 @

P-4

S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

o e
o L DN

L N W A 01 O N 00 ©
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Wasist die "einfachste" Konseguenz? Wir ziehen alle Positionen als
mogli che Einflgestell en fUr das néchste Haus in Betracht; wir missen
dann nur testen, dass

- das eingefligte Haus nicht Gber die Grundstiicksgrenze hinausragt,
- sich keine Hauser Uberlappen,

- das Startfeld nicht Gberdeckt wird urd

- stets noch ein Weg von jedem Haus zum Startfeld mdglich ist.

Was sind alle Positionen? Hierzu zeichnen wir eines der Felder des
Musters aus, z.B. das Feld unten links (wir nennen es das "L eitfeld"),

und legen dieses Feld der Rethe nadh auf die Positionen
(1,1), (1,2), (1,3), ..., (1,n), (2,1), (2,2), (2,3), ..., (2,n),

(3,1, (3,2, ..., (3,n), ....,, (n,1), (n,2), ...(n,n), wobea wir
jedes Mal die oben genannten vier Bedingungen testen.

Fall s al e vier Bedingungen erflllt sind, rufen wir die Prozedur rekursiv fir
das néchste Haus auf, sonst beenden wir den aktuell en Prozeduraufruf.
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Das Gla che mussen wir natirlich auch fur das Muster

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
12
11
10
9
8
4
g Usw.
6
3
> ]
4
Wo flgen wir 1
3
nun das>b.
in? 2
Haus eln” ) [ 5
' v 9
S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

tun:

o e
o L DN

L N W A 01 O N 00 ©
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5.6.2 Datentypen, Variablen

DasBeispiel hat uns gezeigt, wie wir vorzugehen haben:
Wir versuchen in einer Situation, das nadiste Muster
konfliktfrel auf dem Baugrunadsttick unterzubringen.
Gelingt dies so fahren wir rekursiv fort; anderenfall s
mussea wir die Situation genau analysieren, denn eskonrte
eine LOsung vorgel egen haben.

Wie aer sollen wir vorgehen, um keine der moglichen
L 6sungen ausaulass@&? Wir wahlen herflr den einfadhsten
Ansdz.
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Die einfachste VVorgehenswel se
Legeinjedem Muster ein Feld, das"Leitfeld”, fest.

Lege ene Relthenfolge der Felder des Baugrundstiicks fest, z.B. (1,1), (1,2),
(1,3), ..., (1,n), (2,1), (2,2, ..., (2,n), (3,2, ..., (3N, ..., (nD), ..., (n,n).

Fir jedes Muster lege man das Leitfeld auf jede Position des Baugrundstlicks
In der festgelegten Reihenfolge. Fur jede der hierbel entstehenden
Situationen teste man, ob de vier Bedingungen erfillt sind.

Fallsja, natiert man de Information tber die entstandene Situation in
globalen Variablen, fihrt den rekursiven Prozeduraufruf durch und
madt die Information nach Beendigung des Pozeduraufrufs wieder
rickgangig.

Falls aber kein weiteres Haus mehr platziert werden konnte, hat man eine
L 6sung gefunden, deren Qualitét (Zahl der Hauser H und mittl erer
Abstand 1) man ermittelt und ggf. speichert oder ausgibt.

Die jewellige Situation mussman sich dabei in gobalen Variablen merken.
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Vil eicht gent eslhnen, liebe Leserinnen undLesea, wie uns,
dassSie nun gerne "los-programmieren” mochten. Aber das
sollten Sie (noch) nicht tun. Zunaanst mussean wir genau kléaren,
wasdie grundlegenden Daten undihre Datentypen sind.

Diese shreiben wir jetzt auf. Dabei i1st natlrlich klar, dasswir
auf diein Absdnitt 5.2 aufgeftihrten Definitionen zurtickgreifen
mussa, wennwir belspielsweise die Begriffe "zulassges
Muster" oder "Haus' in einer Programmiersprache formulieren
wollen. Wir werden hierftr die Definitionen 5.2und 5.3
wiederholen und de anderen Definitionen implizit verwenden.
Lesan Sie bitte nochmals die damaligen Definitionen durch.
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Nunalso zu den Datentypen und an zu verwendenden
Variablen:

Es m6ge AnzPos (" Anzahl der Positionen") viele Positionen
geben, auf die dasL eitfeld einesjeden Musters gelegt werden
kann. Eine "Position” i1st dasx-y-Paar einesFeldes, also vom
Typ array [1..2 of natural.

S sa das"Startfeld".

H sa die Anzanl der bisher platzierten Hause, Hmax sa die
maximale Anzahl an Hausan, de bisher in einer Lsung
gefunden wurde.
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Die allassigen Muster bilden eine Menge "ZulMust”. Jedes
Element von ZulMust ist ein Muster, d.h.,eine Menge von
Feldern, urter denen zusatzlich ein "Leitfeld" ausgezeichnet
Ist, das pater vom Algorithmus auf die jewellige Position
gelegt wird. Aus ener Position undeinem Muster erhat man
eindeutig ein "haus', d.h. de Felder, die a1 einem Haus auf
dem Gesantgrunastlick genoren.

AnzMust sa die Anzahl der vorgegebenen Muster.

In den folgenden Algorithmen werden wir immer wieder
Mengen duchlaufen missean. Hierfir eignet sich die
Datenstruktur "set of ..." wenig. Daher werden wir ZulMust als
array anlegen, d.h.,ZulMust wird eine Variable vom Typ array
[1.AnzMust] of Muster san.
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"Wege" sal die Menge der Felder, Uber die man vam
Startfeld S zu jedem bisher platzierten Haus gelangen kann.
Wir formulieren dies zinadst als Menge, werden aber in den
spateren Algorithmen vermutlich eine andere Datenstruktur
wahlen.

Mue sa der mittlere Abstand aller Hause zum Startfeld in der
aktuellen Situation. MueMin[h] sa der minimale mittlere
Abstand, cer bisher in einer Losungmit h Hausen gefunden
wurde.
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Wir kdnnen also bereits folgendes ausformuli eren:

typefeld = array [1..2] of natural; < Wir verwenden ratural statt [1..n], um spéter
keine Konflikte a1 erhalten, wenn wir zu einer Komponrente eine Zahl addieren wollen. >

Variablen:
AnzPos, H, Hmax, AnzMust: natural;
positionen: array [1..anzpos] of feld,;

S feld;

ZulMust: array [1..AnzMust] of Muster; < ZulMust enthalt AnzMust Elemente >
Wege: set of feld; < Die Wege missen eine Nebenbedingungerfillen! >
Mue: red;

MueMin: array [1..Hmax] of red;
Ungeklért bleiben noch de Begriffe

Muster bzw. Zuléssiges Muster
Situation (Belegung mit Hausern und Wegen)
L oesung

denen wir uns auf den folgenden Folien zuwenden.
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5.6.3 Muster und der Test

Ein systematischesProbierverfahren wird alle Muster auf
alen Positionen durchprobieren.

Wasist ein Muster? Wie formuli eren wir esds
Datenstruktur? Wie teden wir ggf., obeine Ansanmlung
von Feldern ein Muster 1st oder nicht?

Hierflr greifen wir auf die Definitionen aus Absdnitt 5.2
zuruck.

24.5.02

162



Wieder holung der Definition 5.2:

Es s& n eine nattrliche Zahl, n=1.

a) Ein Muster z ist eine nicht-leere Menge von Feldern

Z={(p)1), (x)0)s e () M2, 1<i <nund1l<j . <n furr=1,.., m}
mit folgender Zusatzbedingung fur m>1.

far ale (1,), (i',)") U z gibt es enen Weg von(i,j) nadch
(1',]"), der nur Gber Felder verlauft, diein z liegen, d.h.
0(),0°07) B zmit (1)) # (1))

LOWeg (11)1), (1202)--1 (iodi) MIT(L) = (1)), (1) = (i)
undUr=1,.., k (i,,J,) U z

D) m=|z| heild die Grol¥e des Musters z.

c) EineMengeZ ={z, z,, ..., z;} hellst Menge alassger
Muster, wenn jedes z ein Muster gemal? Definition 5.2a) ist
undwennalle Muster z, die gleiche Grol¥e bestzen.
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Eigentlich ist nur der Tell a) in Definition 5.2 wichtig; denn wenn unser
Algorithmus alle Muster durchprobiert, dann ist esihm egal, ob dese dle
die gleiche Grof3e haben. Wir lassen daher die Forderung, dassalle Muster
aleiche Grof3e haben missen, weg. Wer dies zusatzli ch fordern mdchte,
kann es leicht bei der Bildung der Menge ZulMust Uberprfen.

Ein Muster ist also eine Menge von Feldern mit der Bedingung "rechteckig
zusammenhangend", d.h., dasszwischen je avel Feldern ein Weg existiert
(vgl. Definition 5.1 b) und hierbei je zwei Felder der Folge "rechteckig"”, d.h.,
waagerecht oder senkrecht nebeneinander liegen missen.

Zwel Felder (x,y) und (x',y") liegen rechtedkig nebeneinander, wenn entweder
x=x"und |y-y'| = 1 oder y=y' und |[x-x'| = 1 glt. Betrachte zwel Felder:

sowie

oder

liegen rechteckig nebeneinander, liegen nicht rechteckig nebeneinander.
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Ein Muster ist also eine Menge von Feldern:
type feld = array [1..2 of naturdl,;
type muster = set of feld,; < Vorlaufig! Wir dndern dies éater ab. >

Weiterhin mussdie Nebenbedingung
"redhteckig zusanmenhangend"

erfullt sein. Wie konnen wir diesflr eine Menge von Feldern
nachprifen?

Wenn zwisden je avel Feldern ein "redteckiger” Weg
existieren soll, so gentigt es a1 prifen, ob vonirgendeinem
Feld aus dl e anderen Felder durch rechtedige Schritte areicht
werden konren. Diesliefert einen Algorithmus aum Teden.
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Nahe liegend ist also folgendesV erfahren: Wir starten mit
Irgendeinem Feld (x,y) der Menge und markieren esals
"beaucht”. Flr jedesder vier rechtedig angrenzenden
Nadbarfelder (x,y+1), (x+1,y), (x,y-1) und(x-1,y) prufen
wir, obes zir Menge gehort. Falls diesder Fall ist undfalls
dasjewaellige Feld noch nicht besucht worden war, markieren
wir esals "beaucht" undsdzen mit diesen Feld das
Verfahren rekursiv fort.

Sind am Ence alle Felder der Menge markiert, so ist sie
redhtedkig zusammenhangend undes handelt sich um ein
Muster, anderenfalls nicht. Diesformulieren wir nunals
Boadlesdte Funktion.
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Algorithmus 6.1 Test, ob eine Menge zvon Feldern ein Muster ist:

function BedMuster (z: muster): boolean;
var g feld;
procedure durchsuchen (f: feld);
begin
for g:= (f[1],1[2]+1), (f[1]+1.f[2]), (f[1].f[2]-1), (f[1]-1.f[2]) do
if gliegtin z and g ist noch nicht as"besucht" markiert
then markiere g als "besucht"; durchsuchen(g) fi

od
end:

E

if zistnicht dieleee Menge then

wahle irgendein Feld aus z und weise es g zu;

markiere dieses Feld gals "besucht";

durchsuchen(g);

BedMuster .= dle Felder von z sind als "besucht”" markiert
else BedMuster :=false fi
end;
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Um diesesVerfahren prazisein einer Programmiersprache zu
formulieren, missen wir feglegen, wie eine Menge implemen-
tiert werden soll, d.h: Welche Datenstruktur sollen wir far die
Darstellung undVerarbeitung vonMengen wahlen?

Dawir die Menge zmehrmals durchlaufen mussen, sollten wir
eine Ordnungauf der Menge vorgeben. Wenn de Menge m
Elemente besitzt, sollten wir also anstelle von"set of .." flr die
Variable zden Typ
type muster = array [1..m] of feld,;
var z. muster;
wahlen. Dann konren wir auch die Markierung"besucht" durch
ein Boolesaes aray darstellen (initialisieren mit "false'):
beaucht: array [1..m] of Boolean
Als"Letfeld' des Musters znenmen wir einfach das &ste Feld
In diesan array, also das Element z[1].
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Nun missen wir diese Darstellung in den Algorithmus e nbauen.

Als problematisch erweist sich hierbel nur die Abfrage"g liegt in z". Hierflr
mussen wir das Muster z durchlaufen und jedes Mal prifen, ob das jewellige
Feld im Muster z gleich gist, d.h., far z[1], z[2], ..., Z[i], ..., zZ[m] prife man, ob
Z[i] =gist: fori:=1tomdo if Z[i] =g then verlassedie Schleife fi od,;

Diesist kein guter Programmierstil, well man eine Schleife nicht in der Mitte,
sondern nur am Ende verlassen soll (dann |as4 sich ihre Korrektheit leichter
einsehen oder sogar beweisen). Auch muss der Index | im Folgenden welter
benutzt werden, aber in manchen Programmiersprachen steht dieser Wert
auf¥erhalb einer Schleife nicht mehr zur Verfligung. Daher programmieren wir
"sauberer” eine while-Schleife:

1:=1; while (i<m) and Zz[i]#g doi:=1+1 od,;
Die Abfrage"g liegt in z" ist anschli ef3end gleichbedeutend mit "z[i]=g".

Machen Sie sch diese Aussae klar, indem Sie funf Zahlen
aufsaretben und dese while-Schleife daran nadollziehen.

Fortsetzung nur per Mausclick.
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Nun musser wir noch die tbrigen umgangsgracdhlichen
Formuli erungen neu fasse:

"zist nicht dieleae Menge" ersetzen wir einfach durch m>0,
wobel mdie Anzahl der Elemente im Muster zist.

"wahle irgendein Feld aus z und weise es g zu"
Hier konnen wir stets das Feld Z[ 1] nehmen, so dassdiese Anweisung entfallt.

"markiere dieses Feld gals besucht" lautet dann einfach: besucht[1] := true
"durchsuchen(g)" wird zu durchsuchen(z[1])

ergebnis ;= alle Felder von z sind als "besucht" markiert
muss durch eine Schleife ersetzt werden:
j:=1; while j<m and besuchtj] do j:=j+1 od;
ergebnis ;= besucht(j];

Nun fligen wir wegen der besseren Klarheit noch elnige Klammern hinzu und
erhalten aus Algorithmus 6.1
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Algorithmus 6.2 Test, ob eine Menge zvon Feldern ein Muster ist:

function BedMuster (z: muster): boolean;
var g: feld; j, m: natural; besucht: array [1..mmax] of Boolean
procedure durchsuchen (f: feld);
var I: natural;
begin
for g:= (f[1],1[2]+1), (f[1]+1.f[2]), (f[1].f[2]-1), (f[1]-1.f[2]) do
:=1; while (1<m) and (Z[i] #g) doi:=1+1o0d
if (z[i] = g) and not besucht[i]
then besucht[i]:=true; durchsuchen(g) fi

od
___end;
begin {ermittle aindchst m = die Anzahl der Felder in z}
if m>0 then
besucht[1] := true; for j := 2 to m do besucht[j] := false od;
durchsuchen(z[1]);

j:=1; while (j <m) and besucht[j] doj :=j + 1 od;
BedMuster := besucht[j]

else BedMuster :=false fi

end;
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Hierbei haben wir folgende Anforderungen an die Programmiersprade:

1. Esmussmoglich sain, arrays zuzuweisen und in Bedingungen zu
vergleichen.
Beispidl: g := (f[1],f[2]+1) und Z[i] =g.
Ist diesin der Sprache nicht vorgesehen, dann mussman die Anweisungen
auf komponentenweise Zuweisungen umschreiben.

2. Es missen aufzéhlende for-Schlelfen zugelassen sein. Denn die von uns
verwendete for-Schleife weist in der Prozedur "durchsuchen” dem Feld g
nacheinander die vier Nadhbarfelder von f zu. Ist dies nicht vorgesehen,
dann kann man de for-Schleife durch vielmaliges Aufschreiben des
Schleifenrumpfs ersetzen.

Schliefdlich musszu jedem Muster die Anzahl m seiner Felder bekannt sein
(Grof3e des Musters laut Definition 5.2). Hierflr kann man ein array
groess: array [1..AnzMust] of natural  einfihren, in dem fUr jedes Muster
ZulMust[1], ZulMust[2], ..., ZUulMust[AnzMust] dessen Grof3e gespeichert
Ist. Die globale Variable mmax ist dann das Maximum all er dieser Grofen.
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5.6.4 Konfigurationen

Von cen arel zu klarenden Begriffen haben wir also
Muster bzw. Zulasiges Muster abgearbeitet. Es
verbleiben noch:

Situation (Belegungmit Hause'n undWegen)
Loesung

Wir wenden urs dem zentralen Begriff "Situation™ zu.
(Der Begriff "Loeaung" ergibt sich "nebenbei" als ane
Situation, in der man keine weiteren Hause sdzen kann.)

24.5.02

173



Eine Situation ist eine fotografisthe M omentaufnanme der
Lage auf dem gesamten Baugrundsttick. Eine lche
Besdrelbung, de a1 einem Zeitpurkt allesgenau erfass,
bezeichnet man in der Informatik auch als"Konfiguration”.
Alle Informationen kdnnen wir hierbel in einem array, das
genau der Grofe desBaugrundstiicks entspricht, speichern:

type konfiguration= array [1..n, 1..1 of belegung

Mit dem Datentyp "belegund' werden alle Moglichkeiten, de fur
dasjewellige Feld desBaugrundstiick zutreffen kdnren,
besdarieben:
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type belegung = natural union{ start, frei, weg, u}

DieseFormulierungbedeutet: "Der Datentyp "belegund' ist die
Vereinigung ("union") von den natdrlichen Zahlen mit der
endlichen Menge { start, frei, weg, U . JedesFeld desBaugrund-
stiicks kann also mit einer der folgenden Moglichkeiten belegt
san:

"start": Esist dasStartfeld.

"fra": Esist noch nicht verplant.

"weg'": Esgehort zu einem Weg, der zum Startfeld fuhrt.
"u": Esist vom Startfeld urerreichbar.

natUrliche Zahl 1. DiesesFeld gehort zum i-ten Haus.

An einem Beispiel wird desunmittelbar klar:
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Diesist das zinadhst leae Baugrundstiick:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Darstellung cesleaen Baugrunastlicks ds Konfiguration:
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Wir figen nun dasStartfeld, z.B. (4,1) hinzu:
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Wir figen nun ein Haus mit der Nummer 1 urten links hinzu:
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Wir figen nun ein Haus mit der Nummer 1 urten links hinzu:

Neue

Darstellung:
1111
1111
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Wir figen nun ein Haus mit der Nummer 1 urten links hinzu:
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Wir flgen nun ein neues Haus mit der Nummer 2 links hinzu:
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Wir flgen nun ein neues Haus mit der Nummer 2 links hinzu:

Neue
Darstellung:
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Wir flgen nun ein neues Haus mit der Nummer 2 links hinzu:
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Jezt fligen wir einen Weg zu Haus 2 hinzu:
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Vergleich mit unseaer frtiheren Darstellung:
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In urseer fruheren Darstellung entspricht diesal so:
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Nochmals zum genauen Vergleich:

24.5.02 188



e el
o N

kL N W s~ O O N 00 ©

Darstellung als Konfiguration
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Anschauliche Darstellung:
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Wir fuhren nunalso eine Variable "situation” ein, die
ZU jedem Zeitpurkt den Zustand des Baugrundstticks
vollstandig beschreibt:

var situation: konfiguration
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5.6.5 Prinzipielle Losung

Naddem wir nun de Situationen beschreiben konnen,
greifen wir die weltere vorne angegebene Vorgehensweise
wieder auf. Zur Erinnerung
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FUr jedes Muster lege man dasLeitfeld auf jede Position ces
Baugrunastlicks in der festgel egten Rethenfolge. Fur jede
der hierbel entstehenden Situationen tede man, ob de vier
Bedingungen erfullt sind.

Fallsja, naiert man de Information Uker die entstandene
Situationin gobalen Variablen, fihrt den rekursiven
Prozeduraufruf durch undmaadnt die Information rach
Beendigung asPozeduraufrufs wieder rickgangig.

Falls aer kein weiteresHaus mehr platziert werden komte,
hat man eine Losung gefuncden, deren Qualitat (Zahl der
Hause H undmittlerer Abstand 1) man ermittelt und gd.
speichert oder ausgibt.

Wir kdnren nun lereits die Grobversion der Prozedur BtFp
(Badktrackingverfahren fir dasFull problem) formuli eren:
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Algorithmus 6.3:

procedure BtFp;
begin
for all Feld f desBaugrundstiicks do
for al z 0 ZulMust do
lege dasLetfeld vonz auf dasFeld f;
If diesist konfliktfret moglich (4 Bedingungen teden!) then
sdze Situation reu;
BtFp;
madhe diese Setzungwieder rickgangig
else evtl. lag eine LOsung var, bewerte sie usw. fi
od

|O
Qo
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Als eastesmisser wir das Leitfeld von z, also z[1], auf das
Feld f legen. Dadurch erhalten wir ein konkretes"Haus'. Als
Beispiel betraditen wir folgendes Muster:

z=((23), (3.3, (4.3,(3.2, (4.9)
mit dem Leitfeld (2,3).

Als Feld f wahlen wir willkirlich (1,1) underhalten baeim
Ubereinanderlegen:

haus =((1,1), (2,1), (3,1), (2,0, (3,2)),

dasnicht mehr vollstandig im Grunasttick liegt.

Man musshierbel zu jedem Feld vonz dasPaar (-1,-2)
komporentenweise aldieren. Diesa Vektor (-1,-2) erhalt
man duch f-z[1] = (1,D-(2,3) = (-1,-2).
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Veranschaulichung des Beispiels: Muster

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 (2,3),
12 12 (3,3),
11 11 (4,3),
10 10 (3,2),
z z Leitfeld (4:4).
7 7
6 6 )
5 5
4 4
3| e 3
2 2 Verschiebe das
1 1 Leitfeld auf
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 dasFeld (1,1).
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M uster

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 (2,3,

12 12 (3,3,
11 11 (4,3,
10 10 (3,2,
z z Leitfaid (49
. 7
6 6 *
. 5
A 4

Dieses j 3

"haus' 2

ISt niCht 1 :‘_e?;atl_ 1

zulassg. 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Hieraus folgt sofort das délgemeine Vorgehen:

Aus dem Muster z, dem Leitfeld z[1] und dem Grundstlicksfeld
f bekommt man daskonkrete Haus durch haus .= z +(f-z[1]).
DieseSchreibweisebesagt, dassman zu jedem Feld in z den
Vektor f-z[1] addieren muss um daskonkrete "haus' zu
erhalten.

Nun zurtick zur Prozedur.
Als nadstes sind de vier Bedingurgen zu kléren, diedie
konfliktfrele Lage desHausesdarstellen.
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Die vier Bedingungen besagten, dass

- dasneu gebildete Haus nicht Uber die Grundstiicksgrenze ragt,
- es sch mit keinem anderen Haus Uberlappen darf,

- esnicht das Startfeld Uberdeckt und

- stets noch ein Weg vonjedem Haus zum Startfeld moglich ist.

Dawir genau fedgelegt haben, was ene Situation ist, [asg$ sich
fUr jedesneu gebildete Haus fedstellen, obdiese Bedingurgen
erfllt sind.

Die erste Bedingung lasst sich leicht nachprifen: Es se mdie
Anzahl der Felder des Musters (und damit auch desneu
gebildeten Hauseg; dann mussfir allei = 1, .., m gelten
1<haudi] [1]]<n und 1<haudi][2] <n, d.h.dle
Komponrenten der Felder miussar zwisdhen 1 urd n liegen.
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Die erste Bedingung lasst sich leicht nachprifen: Es se mdie
Anzahl der Felder des Musters (und damit auch desneu
gebildeten Hauseg; dann mussfir allei =1, .., m gelten
1<haudi] [1] <n und 1<haud[i][2] <n, d.h.dle
Komponrenten der Felder miussar zwisdhen 1 urd n liegen.

Die zweite und die dritte Bedingung lass@ sich ebenfalls leicht
testen; denn herflr muss jedesFeld desneuen Hauses af dem
Baugrunadstlick entweder "fra" oder "weg" sain:
Far allei =1, ...,m muss dso gelten:

situation[haug[i]] =frei oder Situation[haug[i]] = weg .
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Die vierte Bedingung dagegen sieht aufwandig aus. Sielas$
sich aber rasch auf ein "Kirzege-Wege"-Problem zurickfUhren
undmit dem Dijkstra-Algorithmus | G6sen.

Hierflr verwandeln wir die vorliegende Situation in einen
ungerichteten Graphen: Die Felder desBaugrundstiicks werden
die Knoten desGraphens undzwel Knaoten (x,y) und (x',y")
werden genau dann duch elne unggerichtete Kante verbunden,
wenn

- die Felder (x,y) und(x'y") rechtedkig nebeneinander liegen und
- situation[X,y] oder situation[x',y'] keine nattirliche Zahl ist.

Ein Weg darf also zu einem Haus fuhren, aber nicht durch
Hause hindurch, d.h. situation[x,y] undsituation[x',y'] durfen
nicht gleichzeitig zu irgendwel chen Hausean gehoren.
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Dann geht man wie folgt vor: Fuhre ausgehend vom Startfeld S
auf diesen Graphen den Dijkstra-Algorithmus aur Berechnung
der kiirzesten Wege ai allen anderen Feldern aus; wird hierbel
fUr jedesHaus mindedens anes ®iner Felder erreicht, so ist
Bedingung ver erflllt und cer Dijkstra-Algorithmus li efert
zugleich geagnete Wege von S zu jedem Haus. Markiere die
Felder auf diesan Wegen mit "weg" und verwende die
erhaltene Situation als Ausgangsstuation fr den rekursiven
Aufruf der Prozedur BtFp.

Wir fuhren desen Programmtell hier nicht weiter aus. FUr die-
jenigen, de mit Algorithmen auf Graphen vertraut sind, ist klar,
dassdiesesVorgehen karrekt ist und sich implementieren 1asd.
Jedoch muss der Dijkstra-Algorithmus unseer Datenstruktur
angepasst werden, damit nicht standig ein Graph aufgebaut
werden muss. Wir kommen hierauf bei den Implementierungs-
hinwei sen zurlck.
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Wir haben nun gesehen, dassund wie der
Schleifenrumpf in der Prozedur BtFp als
Programm ausformuli ert werden kann.

Bevor wir den Algorithmus welter entwickeln: Haben Sie
den Denkfehler, der auf den letzten Folien gemaat wurde,
bemerkt? Irgendetwasist falsch, und Sie llten diesen
Fehler innerhalb von 5Minuten finden kdnren.

Welter nur per Mausclick.
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Antwort auf die obige Frage:
Die Bedingung fur eine ungerichtete Kante

situation[ x,y] oder situation[x',y'] ist keine nattrliche Zahl

ISt nicht korrekt, wie man an den folgenden Bildern sient:
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Wenn zum Beispiel folgende Situation valiegt:
8 9
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Diese Hauser
mogen bereits
platziert sein.

Diese Wege
existieren vom
Startfeld S zu
den Hausern.
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undwenn nunfolgendes Haus angefligt wird:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12 12
11 11

BN
o
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so wirde bel unggerichtetem Graphen folgender Weg "erkannt:

Die Felder
(3,5) und
(2,5) sowie
(3,5) und
(3,6) sind
laut Defi-
niti on nun
mitei nander
verbuncen.
Das gleiche
gilt flr die
Felder (2,5)
und(2,6)
sowie (2,6)
und(3,6).

12
11
10

R N W s~ 01O N 00 ©

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1]
L]

1 2 3/4 5 6 7 8 9 10 11 12

Es gibt Wege
12 fir die unteren
11 Hauser.
10
9
8  Folglich kann
7 man durch de
5 Hauser hin-
durch zu dem
°  linken dberen
4 Haus
3 gelangen.
2
1  Fehler!
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Wir missan also den Kanten eine Richtunggeben: Sie durfen
In Hausea hineinfihren, aber nicht wieder heraus. Wir
formulieren also neu (siehe oben):

Hierflr verwandeln wir die vorliegende Situation in einen
ungerichteten Graphen: Die Felder desBaugrundstiicks werden
die Knoten desGraphens undzwel Knaoten (x,y) und (x',y")
werden genau dann duch elne buhgeriehtete gerichtete Kante von
(Xx,y) nach (x'y") verbuncden, wenn

- die Felder (x,y) und(x'y") rechtedkig nebeneinander liegen und

- situation[X,y] eder-situationpc;yt kelne nattrliche Zahl ist.

Dadieser Untersanied nur im Dijkstra-Algorithmus, der gerich-
tete und umgerichtete Graphen gleichermal3en bearbeiten kann,
bendtigt wird, spielt er im gerade betraditeten Zusanmenhang
keine Rolle undwir fahren fort, die rekursive Prozedur
anzugeben.
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Wir geben jetzt die Prozedur BtFp mit Ausnahme
des Klrzeste-Wege-Verfahrens an. Zuvor ziehen
wir die drel ersten Bedingungen als Boolesche
Prozedur heraus. Hierbel testet die Bodesche
Funktion ueberlappungsfrei(i), ob dasi-te Feld des
neu e nzuflgenden Hauses konfliktfrel mit der
bisherigen Situation ist. Die hierauf aufbauende
Boolesche Funktion konfliktfrel testet, ob
zusatzlich devierte Bedingung erflllt 1st; sie
arbeitet nur mit globalen Variablen.
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function ueberlappungsfrel (i: natural): Boolean;
begin
ueberlappungsfrel ;=
(1<= haUS[I][ll) and
(haug[i][1] <=n) and
(1<= haUS[I][ 2]) and
(haud[i][2] <=n) and
( (situation[haug[i]] = frei) or (situation [haus[i]] = weg) )

end;

DieseFunktion wollzieht exakt die ersten drel Bedingungen fur
dasi-te Feld desneu e nzufligenden Hauses"haus' nach.
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function konfliktfrei: Boolean;
var I: natural; test123,test4: Booean;
begin
{mist die Grole des Mustersz; haus:=z + (f - z[1])}
{ Teste die ersten drel Bedingungen und welise das Ergebnis "test123" zu.}
1:=1;
whil e (i<m) and ueberlappungsfrei(i) do 1:=1+ 1 od;
test123:= ueberlappurgsfrei(i); testd .= false;
if test123then
{ Teste die vierte Bedingung und weise das Ergebnis "test4" zu.}
"flge hausin de Situation ein undfthre den Dijkstra-
Algorithmus durch”;
test4 .= "jedesHaus ist vom Startfeld aus areichbar” fi;
konfliktfrel := teg123and test4

end:
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Nun pazasieren wir weitere Details von Algorithmus 6.3.

In der Prozedur missen wir die Felder desBaugrundstiicks
durchlaufen. Wir hatten bereits fedgelegt, dassdies
"zellenweisé' in der Reihenfolge (1,1), (1,2, (1,3), ...,(1,n),
(2,1, (2,2, ...,(2,n), (3,2, ...,(3,n), ....,(n,D, ...,(n,n)
gesdiehen solle.

for all Feld f desBaugrundstiicksdo.....
schreiben wir daher mit den Komponenten kx und ky als

for kx;:=1tondo
forky :=1tondo
f .= (kx,ky); ...
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Alle Muster sollen in der Menge ZulMust der "zulassigen
Muster" abgelegt werden. ZulMust wird, wie bereits friher
besdrieben, als an array angelegt. Mit jedem Muster ist seine
Grole (=Anzahl der Felder des Musters) anzugeben. Diese
Werte werden im array "groes®" abgelegt:

var ZulMust: array [1. AnzMust] of Muster
groes®: array [1. AnzMust] of natural
groesséi] gibt also die Anzanl der Felder, die aim i-ten Muster
ZulMust[i] gehdren, an.
for al z 0 ZulMust do.....
schreiben wir mit der Laufvariablen nr als

for nr:=1to AnzMust do
Z .= ZulMust[nr]; m ;= groesgnr]; ....

Dann erhalten wir aus Algorithmus 6.3;
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Algorithmus 6.4:

procedure BtFp;
var f, z. Muster; kx, ky, nr, m: natural;
begin
for kx:=1tondo
forky :=1tondo
f .= (kx,ky);
for nr:=1 to AnzMust do
z .= ZulMust[nr]; m ;= groesgnr]; haus := z + (f - z[1]);
If konfliktfrel then
sdze Situation reu; BtFp;
madhe diese Setzungwieder rickgangig
else evtl. lag eine LOsung var, bewerte sie usw. fi
od
odod
end;
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Nunfehlt im Wesantlichen nu noch der Dijkstra-Algorithmus
fUr die Entscheidung, obbel der gewéhlten Lage von"haus' alle
bisher bereits platzierten Hause noch vom Startfeld aus ereich-
bar sind. Diese Algorithmus liefert zugleich die (Felder der)
Wege, die zu den Hausan fuhren undin "situation” gegeichert
werden. Dabel gehen die dten Informationen der "situation”
verloren, die daher zuvor gerettet werden und rach Rickkehr aus
der Rekursion wiederhergedel It werden mussan. Diesrealisieren
wir am einfachsten duch eine lokale Variable "altestuation”, in
der die bisherige Situation zu Beginn der Prozedur zwisden-
gegeichert wird.

Hiermit ist die Formulierungals Programm abgesdlossen. Das
vollstandige Programm findet sich am Ende diesesAbsdnitts.

24.5.02

215



5.6.6 Abschatzungen, Kritik

Wir haben gezaigt, wie sich dasFull problem grundsazlich
|0sen lasst, undwir haben einen Losungsdgorithmus in Form
der rekursiven Prozedur BtFp (Algorithmus 6.4 zuztglich der
Hilfsfunktionen und asDijkstra-Algorithmus) angegeben.
Bevor wir die letzten Details erganzen, woll en wir absachatzen,
wie alfwandig diesesVerfahren ist undwelche anderen Vor-
undNaitelle esbesitzt.
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Zunaast beredinen wir die maximale Rekursionstiefe R. Es se
Hmax die maximale Zahl an Hausern, die auf dasBaugrundstlick
platziert werden konren. Wir hatten in Abschnitt 5.1 kereits
gesdien, dass (mit G = nn undm' = maximale Hohe oder Breite
eines Musters undm = minimale Grol¥e einesMusters)

Hmax < (G - 3:(n-2m’))/m O O(n?/ m)

gilt. Der Abbruch der Rekursion geschieht im schlechtesten Fall
nadh Hmax+1 ineinander geschachtelten Aufrufen. Also git

R = Hmax +1 0 O(n%/ m).
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In jeder Rekursion werden AnzMust Muster auf genau G = n?
Felder gestzt, d.h.,eswerden maxima AnzMust-n? Versuche
(also: rekursive Aufrufe) durchgefahrt. Wir missen also im
schledhtesten Fall mit

1+ AnzMustn? + (AnzMustn?)? + (AnzMustn?)® + ...
... + (AnzMustnd)R O O((AnzMust-n2) ™M)

Aufrufen rechnen.
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In jedem Versuch wird der Dijkstra-Algorithmus ausgefuhrt, der
Im planaren Fall propational zu vlog(v) ist, wobei v die Zahl der
Knoten desGraphensist. In urseem Fall ist v = n?, dasheil¥, der
Dij kstra-Algorithmus kostet jedes Ma

O(n%log(n?)) = O(n*21og(n)) = O(n%log(n)) Schritte.
Das"Retten" der aktuellen Situation unddas sch an den Aufruf
ansdhlief3ende Zuriicksezen kaostet hochstens O(n?) Schritte.

Dies snd"die schlimmsten Faktoren" in ursaem Algorithmus.
Somit ergibt sich insgesamt ein Laufzeitverhalten von

O(n2log(n)-(AnzMustn?)"™*) = O(n2log(n)-(AnzM ust-nz)”z’ m.

In dese& Grolenordnung liegt also de Anzahl der Schritte, die
unsea Badktradkingverfahren bis aum Ende bendtigt.
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Das snd indiskutabel grofde L aufzeiten!

Rednen Sie nadh, dassim Falle von n=10, m=5 undAnzMust=2
der Wert von relog(n)(AnzMustn?)™™ grofRer als 10 ist.
Selbst wenn wir Computer hétten, die 102 Operationen in der
Sekunce durchfthren konnten, so misden wir immer noch mehr
als 10% Jahre auf dasErgebnis warten (dasAlter desUniversums
wird auf deutlich weniger als 10! Jahre gestétzt).

Auch fir unsee im Beispiel gewahlte Grundstlicksgrofie von 144
(n = 12) und Mustergrof3e m = 6 werden weder wir noch ursere
Ubersdhaubare Nadhkommensdaft dasEnde desAlgorithmus
erleben.
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Zur Diskusson dieser Absahatzungen: Konren diese Extrem-
werte Uberhaupt eintreten oder handelt es sch um Grenzen, de
In der Praxis nicht erreicht werden konren?

Die Zahl der Rekursionsaufrufe ist keine unrealistisdie Schranke,
sondern eine recht genaue Absdiatzung. Auch der Aufwand fur
den DijkstracAlgorithmus st in der Praxis nicht zu verringern.
Dagegen wird de Zahl der rekursiven Aufrufe mit waahsender
Rekursionstiefe immer geringer, weil dann de meisten Positionen
nicht konfli ktfrel sind. Doch wird desden Exponenten nicht allzu
sehr verringern. Der beflrchtete Aufwand wird also in der Realitat
eintreten, dh., der vorgeschlagene Algorithmus 6.4 ist flr die
Praxis untauglich (auf%r fir relativ kleine Probleme).
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Konsequenz: Wir mussen einen "besse&en” Algorithmus finden.

Hier bieten sich folgende V orgehensweisen an:

1. Wir Uberarbeiten ursaen Algorithmus mit dem Zid,
mOglichst viele Rekursionen, de nicht erfolgreich san
werden, zu vermeiden (" Branch-and-Bound'-Techniken).

2. Wir suchen nadh anderen Verfahren. Doch hier werden wir
vermutlich keinen Erfolg haben, da dasFull problem, wie
mehrfad erwahnt, NP-hart ist unddaher nach heutiger
Kenntnis jeder exakt arbeitende Algorithmus mehr als
polynomielle (vermutlich sogar exponentiell e) Laufzelt
bendtigt.

3. Wir verzichten darauf, die bege Losungfinden zu wollen,
und verwenden Verfahren, de nur eine recht gute Losungin
kurzer Zeit aufsplren (Naherungsverfahren, Heuristiken).
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Auf Naherungsverfahren gehen wir hier nicht ein.

Im Folgenden werden Hinweisegegeben, wie man das
Badktrackingverfahren fir die Praxis (etwag verbessen kann.

Dazu betrachten wir zwel Rethenfolgen beim Platzieren von
Mustern. Das gleiche Muster soll beim ersten Mal zuerst im
linken unddanad im rechten Teil des Grundstiicks und leim

zweiten Mal in der umgekehrten Reihenfolge angefiigt werden.
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Erst im linken, dann im rechten Tall:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12 12
11 11
10 10
9 9
8 8
7 7
6 6
5 5
1
4 4
2
3 3
2 2
1 1

1 2 3/4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Umgekehrt: Erst im rechten, dann im linken Tell:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12 12
11 11
10 10
9 9
8 8
7 7
6 6
5 5
2
4 4
1
3 3
2 2
1 1

12f56789101112
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Die rekursive Prozedur BtFp vdlzieht beide Reihenfolgen
nadh. Diesist nicht sinnvoll, dabeide Falle auf die gleiche
Situation fuhren: Zwar untersdheiden sich die jewelligen Felder
dadurch, dass enmal mit "1" undeinmal mit "2" belegt sind,
aber da essich um dasgleiche Muster handelt, wird her die
gleiche Musterbelegungzweimal durchprobiert.

DieseUberlegung dlt auch fur dasdreimalige, viermalige ...
Setzen eines oder auch mehrerer Muster. Wie viele snnlose
Wiederholung cer immer gleichen Situation entstehen
hierdurch?
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Betraditen wir zunachst nur alle Platzierungen mit dem
gleichen Muster: Die Prozedur BtFp prift alle Permuta-
tionen, in denen de Muster auf dasGrundstiick gelegt
werden kdonren! Wenn man diesverhindern kann, wirde
sich die Laufzat betradhtlich verringern. Und man kann es
weitgehend verhindern, indem man dasnaaste Muster stets
nur in einer kletnen Umgebung abr bisher belegten Flachen
platziert (siehe die rote Flache auf Folie 148).

Wir wollen desnicht ausformuli eren, sondern uns nur tber-
legen, wasman hierdurch an Gesdwindigkeit gewinnen
kann.
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Hierzu mussey wir die Stellen betrachten, an denen das'haus"
platziert wird.

Die Schleifen in der Prozedur BtFp

for kx:=1tondo

forky :=1tondo f:=(kx,ky); ...

bewirken, dassjedesMuster auf n> Positionen gesetzt wird.
Betraditet man aber nur das Randgebiet der bisher gestzten
Hauser, so stehen im Mittel hochstens noch nm' Positionen zur
Verfugung.Hierdurch wirde sch die Zahl der rekursiven Aufrufe
von O((AnzMust:n?)™™ auf O((AnzMust:nm")™"™) verringern.

Dam' (= die maximale HOhe bzw. Breite eines Musters) in cer
Regel sehr viel kleiner alsnist, lasg$ sich die Prozedur eventuell
doch fur praxis-relevante Aufgabenstellungen verwenden.
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Wir redhnen diesflr ein Beispiel durch.

Beispiel: Im Falle von n=10, m=5, m'=3 undAnzMust=2 wurde
der Wert von n?-log(n)-(AnzMust-n-m‘)”Z’ ™ Kkleiner s 10%2 sdn.
Gegenuber der vorigen Beredhnungwére dieseine Verringerung
ungefahr um den Faktor 10%3. Kleinere Probleme (vor allem
solche mit nur einem Muster) konnten nun duchaus gel Ost
werden, auch wenn urse Beispielproblem mit n=12, m=6, m'=3
und AnzMust=2 vermutlich immer noch nicht effizient in Angriff
genommen werden kann.
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Wasist die Konsajuenz aus diese Untersuchung?

Statt der Schleifen
for kx:=1tondo
forky :=1tondo f:=(kx,ky); ...
sollten zu Beginn der Prozedur BtFp de"sinnvdlen" Felder f,
auf die dasLetfeld jedes Musters gelegt wird, in der Umgebung
der bereits bedehenden Hausa berechnet werden.

DiesesVorgehen ist sicher vernlrftig, aber die genaue
Bedimmung der "Umgebung ar bereits bestehenden Hausea™
und der "sinnvallen Felder" st aulderordentlich schwierig. Denn
man mussbeweisen, dass hierbel die optimale L 6sung auf
keinen Fall verloren geht.
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Wir bredhen an dese Stelle &; denn esbeginnt nunein
allgemeinesPhanomen: Will man ein Problem mdgli chst gut
|0sen, dann mussman de gezifischen Eigenheiten des
Problemsin den LAsungsdgorithmus anfli el3en lassen! Man
untersucht also keine breit einsetzbare Methoden mehr, sondern
konzentriert sich auf problemspezifische Fragen. Solch eine
Speaalisierung gehdrt aber nicht mehr zur Vermittiungdes
allgemeinen Badktracking-Prinzips, sondern sie wird entweder
In Spezialveranstaltungen (Fachpraktikum, Studienarbeit usw.)
oder erst nach Beendigung der Ausbildung gelehrt und gelernt.

Das ®Ill Sie aer nicht hindern, den Algorithmus vollstandig
auszuformulieren, in eine Programmiersprache zu Ulertragen,

auszutesten undan geeigneten Beispielen genau zu urtersuchen.

Ende desKapitels 5.
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