Kapitel 6: weitere algorithmische Vorgehensweisen I

e Wiederholung Graphdefinition und Dijkstra-Algorithmus

e zweitklrzeste Wege in einem Graphen:
Algorithmen von Pollack und Hoffman & Pavley
(algorithmusverandernd)

e zweitklrzeste Wege in einem Graphen.
Algorithmus von Azevedo (graphverandernd)

e Verallgemeinerung auf dritt und
k-kUrzeste Wege

e Ausblick: Wegeverbote
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Graphentheoretische Definitionen

Ein (gerichteer) (directed)Graph G = (V, E) bestehtauseinerKnotenmengV
undeinerKantenmeng E 1V xV xIN. ZweiKanten(u,,v;,n,) (u,,v,,n,) heissen
Multikanten, wennu, = u, undv, = v,. Ein Graphhei3tmultikantenfrei, wennE 0V xV.
Im FolgenderseiG multikantenfrei.

Eine Kanteheil3tbidirektional (ungerichet),wennzu(u,v) OO Eimmer

auch(v,u) L] E existiert;sonstheif3tsieunidirektional (gerichte). ®-
EineKantederForm (u,u) hei3tSchlinge. Ein n Tupel (u.,v.)UE

| =1.n heil3tWeg wennu,,, =V, furi =1 .. n-1gilt (Kantenfolge).
Ein Graphheif3t(kanten) gewichtet, wenneineAbbildung

B :E - IR (im FolgendenR ) definiertist.

Die Abbildung 8 kann(intuitiv) auf Wegeerweitertwerdendurch

0 :{Wege} - IR mit o ((u,v,),..,(u,,v,)) = 2 B (u.,v.).

g

d:VxV = IR mit d(uyv) : =min{o((u,v,),.., (u,,v))}. duu) :=0

®
®

S

Ein Wegheil3tZyklus wennu, =v.
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Graphentheoretische Definitionen I

Ein Graphist im Folgendenmmer multikantenfrei undgerichtet.
SeineKnotenmeng@ heil3tV, die Kantenmeng E.
SeineKantensind mit Gewichtsfunktion 5 gewichtet.

B(uv) = 0fur alle(u,v) JE

0 (Weg)gibt die LangedesWegesan=Summeder Kantengewchte
d(u,v) = LangedeskirzestenWegesvonu nachv.

Usr/local/wwwiifi/fk/menschen/schmid/kkw.ppt 3




Usr/local/wwwiifi/fk/menschen/schmid/kkw.ppt 4

Der Dijkstra Algorithmus (Greedy - Algorithmus) I

Wir konstruieenschrittwesedenkirzeste WegebaunvoneinemStartknota saus.
0.Schritt: B, :={s}. d(s,s):=0.

Die MengeallerkiirzesterWWegevoneinemKnoten aus hatBaumstruktrr. ()

| : Schritt: SeiB, derkurzeste Wege- Baumnachdemi tenSchritt. )

Im1 +1tenSchritt wrd derKnotenv.,, [1B. indenB,, aufgenomme,

derzusdeni +1klrzesterAbstandhat.

Die MengeN, ={vOV | O(uyv) O Emitu O B, , vO B, }heiRtNachbarschaftsliste
Wir sucheralsodenKnotenv.,, derderfolgenderBedingungyenigt

d(sv,, )= min{d(s,u)+ Bu,v)| (u,v)OE,uDB ,vON, }
B, =B U {Vi+1}

Beweisgehtindirektmit vollstandigendnduktion.Der AufwanddesAlgorithmus liegt
beiO((V| + |E|) og |V|) wenndie NachbarschftslistealsHeaporganisiet wird.




Minimierung des Abstandes zur Wurzel I

6+3=d (1,6) + B(6,8) <
@ d(1,7)+ B(7,8)=8+2

0

/d(S,B)+ B(B,E) +(E,N) <d(S,N) (Annahme)

= d(S,A) + B(A N)
<d(S,B) + B(B,E)
(Algorithmus)

Widerspruchzudo(A,B) =0
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Beispiel fur die Anwendung des Dijkstraalgorithmus I

d(1.2)+B(23)=6

B(12)=2 < d (1,5 + B (54)=10

< B(1,4)=13 < d (1,5 + B (53)=12
d(1,2):=2 < B(1,4)=13
d(1,3):=6

d(1,2)+B(25 =5

6 <d(1,2)+B(23)=6

< ((1,4) =13
d(1,5):=5

d (1,5)+ B (54) =10
. <d(1,3)+8(34)=12
< B(1,4) =13

d(1,4):=10




Definition fur k - kiirzeste Wege

GegebegeieinGraphG := (V,E)sowieeinStartknote sundein Zielkmtenz
Ein Wegnvheildtzyklenfrei= keinKnotenkommtin wmehrfach er.

SeiW dieMengealler Wegeonsnachz (dieskénnerbiszulV -1|! zyklenfret Wegesein).
Ein Wegn, heil3tklirzestenWegvonsnachz: = o(w)=o(w, ) furallew [0 W
(diesersti.a.nichteindeutig)Seiw, [1W festgewahlt,

dannheif3tw, zweitkirzeter Wegvonsnachz: = o(w)=0(w,) furallew [0 W\{w, }.

Ein Wedheil3k - kiirzeer Wegvonsnachz: = o(w)=0d(w, ) furallew O W\{w,,..,w,_}.

'@Y:Vﬂ
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Zweitklrzeste Wege in einem Graphen - (einfihrende Beispiele) I

‘o9
¢ .

‘o @ @ 9«&
® ® ®

® 6 o 09 09
® ® ® ® ® ®
"o 0 0 ‘o -0 0 °

e Gesucht ist der zweitklirzeste Weg von s nach z
e Dijkstra ist dem Problem zweit kiirzester Wege nicht gewachsen
e Algorithmus oder Graphveranderung ist notwendig
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Algorithmus von Pollack I

e Dynamisches algorithmusveranderndes Verfahren
e Berechne den kirzesten Weg zwischen Start und Zielknoten (m Kanten)

e Entferne jewells eine Kante (g ,..,e ) des kirzesten Weges und berechne

In dem neu entstandenen Graph wieder den kiirzesten Weg W' zwischen
Start und Zielknoten (m Berechnungen)

e Der klrzeste Weg dieser m Berechnungen ist der zwelitklrzeste Weg
zwischen Start und Zielknoten

.—b.—b‘—b‘—b
.?Q—b‘—b‘\ c 7‘
> @ > @

—0—0 0 0
Kante 1 oder 2 wird weggelassen — kein kiirzester Weg wird berechnet
e Kante 3 wird weggelassen — drittklrzester Weg wird berechnet
e Kante 4 — 8 wird weggelassen — zweitklrzester Weg wird berechnet

>
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Der zweltklrzeste Weg von 1 nach 4 I

Damitist derzweitkirzesteWegw, =w, =w;

mit o(w, )= 12 > 10=LangedeskirzestenNeges
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e, = (25)
W§ =(1,2),23),(34)
5(wZ) =12

& =(54)
w; =(1.2),(23),(34)
o(w;) =12




Der Algorithmus von Pollack findet keine Schleifen I

I AR ¢
® ®
® 6 0
® ®

/00

W= = =

Seim, (< M —1) dieAnzahlderKantendesklrzeste'Wegessoliegt der Aufwandfiir den

Der Algorithmus berechnetlen
orangeneWegalszweitklrzeten

Weg(alsw; undw,). Diesist abemur
derzweitklrzeteschleifenfeie Weg.

WederzweitklrzesteWegmit
StartoderEndschleiénoch
der Wegnmit innererSchleife
werdengefunden.

(e

> o o
® o
o: o: o
e 4

C/, ®—0

zweitkirzsen Wegbeim, [Dijkstra=0O(m, O((V|+|E|) log V|)) < O(V|O((V|+|E]) og V).
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Der Algorithmus von Hoffman & Pavley I

DerzweitklrzeteWegwirdalsUmwegleskiirzestemMegegesehel
Berechnalle kirzesteWegezumZielknot@& hin.Der 7 ’

klrzestéVegw: = ((s, V;),(Vy,Vs),e oV, z))vonvo: =S
nachv,,,: = zwird damitebenfall®erechnet.

NimmvonjedemKnoten v, vonw jedeKante(v. ,u) mit

(O u#v,, undberechndenzweitklirzeten Weaals

n+1

W, = n_]inmuin{d(s,vi )+ B((v ,u)+ d(u z)|u# viﬂ}

DerzweitkirzeteWegist also Vi

W,: = ((s Vy),eeeoVoo s Vo )eo(Vo, U), KUrzesteWegvonu nachz)
DieserAlgorithmusfindetauch Wegmit Zyklen
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Der zweltklrzeste Weg von 1 nach 4 I

w, =1,23/4 w, =1,251254 W, =W, <W;, <W, <W,

S(W2) =12 S(W2) =16 mito(w,) = 12 > 10
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Schleifenbeispiel fur den Algorithmus vo n Hoffman & Pavley I

@«

g

S

1. Die Kanten des klrzeste Wege Baumes zum Zielknoten hin sind violett

2. Die kurzesten Wege von den Endknoten der Kanten 1 und 2 werden betrachtet
3. Algorithmus erschafft zweitkirzesten Weg mit einem Zyklus
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Gesuchtst wiederderzweltklrzeste Wegzwischensundz
Betrachtes = v,. Die Kante(v,,v, ) erfullt die

S, SV, V,, Vs, Z

beiderMinimumbildungberucksicligt undwird automatish
zweitkurzester Weg.o(w, ) =5. Wennmandavonausgeht,
dal3v._,, (undefiniet) #v_,, ist,sowird auchder Weg

SV, Vy, Vs, 2, 2

gefundengderebenfallzweitklrzester Wegst.

JedeKnotenkannim kiirzestemegvorkommerkannundalleKnotenkbnnen
untereinader verbudensein DamitliegtderAufwanddesVerfahrengei

=
o—0—>0—>0—>

e

Usr/local/wwwiifi/fk/menschen/schmid/kkw.ppt 15

Schlingen am Anfang oder Ende und Aufwand I

Eigenschaf([) u # v.,, nicht,dennv, # v,.Damit wirdder Weg

o(V|iv|) + O(Dijkstra) =O(V["),dalE|<M[*  O(V|") < O(V|D((V|+|E|) tbg |V|)) (Pollack)




Verfahrensvergleich I

Pollack

Dynamisches Verfahren
Berechne den klUrzesten Weg w

zwischen s und z

Lasse eine Kante e von w weg.

Berechne den klrzesten Weg im
Graphen ohne die Kante e

Minimiere Uber die so entstandenen

klrzesten Wege

Klrzester Weg ist gesperrt

Nur schleifenfreie Wege werden

gefunden
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Hoffman & Pavley
e Dynamisches Verfahren

e Berechne den kirzesten Weg w
zwischen s und z

e Nimm jede Kante e deren
Anfangsknoten ein Knoten von w ist
und selbst keine Kante von w ist

e Berechne den kirzesten Weg vom
Endknoten von e nach z und addiere
den Weg nach s.

e Minimiere Uber die so entstandenen
klrzesten Wege

e Zweitklrzester Weg wird als Variante
des kiirzesten Weges gesehen

e Auch Wege mit Schleifen werden
gefunden




Algorithmus von Azevedo modifiziert von Schmid I

O e Statisches Verfahren (verandert nur den Graph — ®
"\ nicht aber den kiirzeste Wege- Algorithmus) "\
e Azevedo verwendet die Methode Pathdeletion
4 /‘ (Wegeverbote). ®e i‘
, 1. Erschaffe einen neuen Startknoten und einen ’/’
neuen Zielknoten (spater).

4 _
N

Verdopple den klrzesten Weg ohne erste und
letzte Kante bzw. Knoten. (Wegeverdopplung)

Weise der ersten Kante einen neuen Endknoten
zu. (Umleitung)

4. Ziehe alle Kanten Uber die der klrzeste Weg
verlassen werden kann. (Verbindung mit dem
Ausgangsgraphen)

@
g

K.

o—0
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Beispiel fur den modifizierten Algorithmus von Azevedo
o —o \o s T :/9
—@

o —0 0 0 0

—0 —0

o—0

—0—0 00

e Der klrzeste Weg ist nicht mehr begehbar. Der zweit und
drittklrzeste Weg sind noch maglich.
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Der zweltklrzeste Weg von 1 nach 4 I

Der verdopelteWegist blau
Die Verbindungmit dem
Ausgangsa@phergrun.

Die Kanten(2',5)und(5',4)

werdemichtgezogenDie Kante

(1,2)wir zur Kante(1,2".
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Beispiel fur zweitktirzesten Weg mit Schlinge

R AR ¢ 9
® ® ®
® 00

® ® ®
o0 0 00

<«
_>‘

e Der zweitklrzeste Weg ist nicht der vermutete (grtine) Weg, sondern

der rote Weg, der sich vom klrzesten Weg nur durch eine Schlinge
unterscheidet.

e Lange des roten Weges = 6 < 8 = Lange des griinen Weges
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Der erste Schritt I

Problem:

Der Algorithmus von Azevedo kann in dieser Form einen
zweitklrzesten Weg der Form

Schlinge - (alter) klirzester Weg oder

(alter) kuirzester Weg — Schlinge nicht erkennen.

Losung:

e Erschaffe einen neuen Startknoten und einen neuen
Zielknoten

e \Verbinde den neuen Startknoten mit dem alten
Startknoten durch eine Kante der Lange 0.

e Verbinde den alten Zielknoten mit dem neuen
Zielknoten durch eine Kante der Lange O.
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Beispiel fur einen erweiterten Graphen incl. 1 Schritt

Der zweitkirzeste Weg (rot) beinhaltet die Schlinge beim Startknoten
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Aufwand des Verfahrens von Azevedo I

Derkirzest&Vegzwischen2 KnotenkannmaximalV| KnotenundV|-1Kanten

beinhalterDie Anzahlder vonklrzesteMegwegweisemenKantenst
maxima]E\ — 2. DamitistdieAnzahlderneuerschaffeenElementenaximal
V| Knotenund |E| -2 KantenDerPlatzbedérkannsichalsofast verdppeln.
DerAufwandfiir dieGrapherwéerungst O(V| +|EJ).

DerAufwand,denzweit- klirzesteWegzuberechnen,
kannalsobeiAnwendungdesDijkstra- Algorithmus zwel
malsolangedauern widieBerechnungles klirzesten

2
Weges DiesistalsoO((V| +|E|) og)V|) sofern |E|< ’V ‘

log V|

Azeveda=O((V|+|E|) dog|V|) < Hoffman= O(Mz)
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Drittktrzeste Wege nach Pollack I

Berechnundesdrittklrzesten WegeBerechnundesdrittkirzesten Wege:
BerechndenkirzesteWegw, = (€, ... elml) unddenzweiltklrzeten Weg

w, = (€, ... eriz) zwischersundz SperrgeeinPaar(g',e’) aus(w; xw,)

berechndenkiirzestewWegw,’ undbildedanndasMinimum

w, = minfo(wi

1]

o—>0—>0

o0 0
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k klirzeste Wege nach Pollack I

Berechnundesk +1kirzesteWeges
Berechnéiek kiirzesteWegew, = (e, ... elml),...,wk = (e, ... er';()

zwischersundz Sperrgeeink Tupel(ei1 e qk) aus(w, X..xXWw,).

berechnéenkiirzesteWegw: " undbildedanndasMinimum

w = minplw " }

Il ,-.,Ik

k+1
).

k
DerAufwandliegtbeiO(/7 m ) JO(Dijkstra) < oV
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Drittktrzeste Wege nach Azevedo

Erschaffeinenneuertartknota undeinenneuen ZidnotenBerechnéen
kirzesteWegw, unddenzweitkiirzeten Wegv, = (€, .. ,erf]z ). Dergemeinsame

maximaleAnfangswege =€, € =€, ... ,& =e’) muBnicht verdppelt weden.

EswerdemurdieKanten(e’,,, .. ,erf]z_l) unddiedazugehoégenKnoten

verdoppelDie Kanteejz+1 UberdiederklrzestaVegverlassemwird, bekommt

einenneuen
EndknotenZiehealle

—@ . .
4’ o—0 —0 —©0 Kanteniberdiew,
f velassen welenkann.
@0

o —0 0 -0 0

—0 0 0
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Drittktrzeste Wege nach Azevedo
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k - klirzeste Wege nach Azevedo I

Berechnungesk +1kiirzesteWeges
Erschaffeeinenneuertartknota undeinenneuen ZidnotenBerechndie

k -kirzesteWegw, ,..,w, (mitw (e, .. ,en‘q )). Dergemeinsammaximale
Anfangswede, =€, €, =€, ... ,€ =€) mitl <k, j maximalmuRnicht

verdoppeltverdenEswerdemurdieKanten(e,,, .. ,er:‘k_l) unddie

dazugehogenKnoten veadoppeltDie Kanteej“+1 Uberdiew verlassen
wird, bekommeinenneuerEndknotenZiehealleKantentiberdiew,

verlassemerderkann.

DerAufwandliegt (vermutlid) beiO((|E| +|V|) O(k-1) dog V|)).
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Der schliimmste Fall I

GegebeseieinGraphdernuraussinemzyklusbestehiDerk - kiirzestéVeg
vonsnachzergibtsichausdemkirzesteegunddemanschliesnden
k-1lmaligerDurchlaufa deskomplettenGraphen.

LI _

‘Q%%$

® ®
® ®

®
;o
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Beweis des Algorithmus von Azevedo I

e Jeder Weg im erweiterten Graphen ist auch ein Weg im
Ausgangsgraphen (die zeigt man tber kanonische
Projektionen = inverse Abbildung der Wegeverdopplung).

e Alle Wege (aul3er Wegen, die die k-klrzesten Wege enthalten) im
Ausgangsgraphen, sind auch Wege im erweiteten Graphen (man
konstruiert den Verlauf eines gegebenen Weges im erweiterten
Graph).

Genau die k-klrzesten Wege sind verboten.
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