Kapitel 6: weitere algorithmische Vorgehensweisen |

Wiederholung Graphdefinition und Dijkstra-Algorithmus

e zweitklrzeste Wege in einem Graphen:
Algorithmen von Pollack und Hoffman & Pavley
(algorithmusverandernd)

e zweitklrzeste Wege in einem Graphen.
Algorithmus von Azevedo (graphverandernd)

e Verallgemeinerung auf dritt und
k-kirzeste Wege

e Ausblick: Wegeverbote

Graphentheoretische Definitionen I

Ein (gerichteer) (directed)Graph G := (V, E) bestehtauseinerKnotenmengV
undeinerKantenmeng E OV xV xIN. Zwei Kanten(u,,v;,n;) (u,,v,,n,) heissen

Multikanten, wennu, = u, undyv, =Vv,. Ein Graphhei3tmultikantenfrei, wennE OV xV.

Im FolgenderseiG multikantenfrei .

Eine Kanteheil3tbidirektional (ungerichet), wennzu(u,v) O Eimmer

auch(v,u) O E existiert;sonstheiRtsieunidirekti onal (gerichte). ~— 00
Eine Kanteder Form (u,u) heiRtSchlinge. Ein n Tupel (u,,v,) O E

i =1.n heil3tWeg wennu,,, =V, firi =1.. n-1gilt (Kantenfolge).

Ein Graphheif3t(kanten) gewichtet, wenneineAbbildung

B :E - IR (im FolgendenlR ;) definiertist. <+>@

Die Abbildung 8 kann(intuitiv) auf Wegeerweitertwerdendurch l

0 :{Wege} - IR mit o ((u,v,), .., (u,.v,)) = i B (u,v,).

d:VxV - IRmit d(uy) : =min{d(uV,), .., (u,v)}. d(uu):=0

Ein WegheiRtZyklus wennu, =v,
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Graphentheoretische Definitionen I

Ein Graphistim Folgenderimmer multikantenfrei undgerichtet.
SeineKnotenmeng heil3tV, die Kantenmeng E.
SeineKantensind mit Gewichtsfunktion 3 gewichtet.

B(u,v) = 0fur alle(u,v) O E

o0 (Weg)qgibt die LangedesWegesan=Summeder Kantengewchte
d(u,v) = LangedeskirzestenWWegesvonu nachv.

Der Dijkstra Algorithmus (Greedy - Algorithmus) |

Wir konstruieenschrittwesedenkirzeste WegebaunvoneinemStartknote saus.
0.Schritt: B, :={s}. d(s,s):=0.
Die MengeallerkiirzesterWWegevoneinemKnoten aus hatBaumstrukar. ()

i : Schritt: SeiB, derkurzeste Wege- Baumnachdemi tenSchritt.

Imi +1tenSchritt wird derKnotenv,,, O B, in denB,,, aufgenomme,

derzusdeni +1kurzesterAbstandhat.

Die MengeN; := {vDV| O(uyv) O Emitu O B, , v B }heiBtNachbarschaftinste.
Wir sucheralsodenKnotenv,,, derderfolgenderBedingunggentgt

d( ,VM)Z: min{d(s,u)+ B(u,v)| (u,v)D E,ulB, ,vON., }

B.,=B 0O {Vi+1}

Beweisgehtindirekt mit vollstindigernduktion.Der AufwanddesAlgorithmusliegt
beiO((\V| +|E|) Dog |V|) wenndie NachbarscéftslistealsHeaporganisiet wird.
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Minimierung d es Abstandes zur Wurzel I

6+3=d(1,6)+ 3(6,8) <
d(@1,7)+p(78=8+2

4

d(S,B) + B(B,E) + 6(E,N) <d(S,N) (Annahme)
=d(S,A)+ B(AN)
<d(S,B) + B(B,E)
(Algorithmus)

Widerspruchzud(A,B) =0

Beispiel fir die Anwendung d es Dijkstraalgorithmus |

d(1,2)+B(23)=6

B(1,2)=2 < d(15)+B(54)=10

< B(1,4)=13 < d(15)+B(53) =12
d(1,2):=2 <p(14)=13
d(1,3):=6

d(1,2)+B(25)=5

2 6 <d(1,2+B(23)=6

<pB(1,4) =13
d(1,5):=5

d(1,5)+B(54)=10

s <d(1,3)+p(34)=12

< B(1,4)=13
d(1,4):=10




Definition fir k - kiirzeste Wege I

GegebeseieinGraphG := (V,E) sowieeinStartknote sundein Zielkmtenz

Ein Wegwheil3tzyklenfrei- keinKnotenkommtin wmehrfach er.

SeilW dieMengealler Wegeons nachz (dieskonnerbiszulV 1! zyklenfree Wegesein).
Ein Wegw, heil3tkiirzesterWegvonsnachz: = d(w) =d(w, ) furallew 0 W
(dieseisti.a.nichteindeutig)Seiw, W festgewabhlt,

dannheiBtw, zweitkirzeter Wegvonsnachz: = o(w)=d(w,) furallew O W\{w, }.

Ein WedheiBtk - kirzeter Wegvonsnachz: < d(w) =d(w,) furallew 0 W\{w,,..,w_,}.

Zweitkirzeste Wege in einem Graphen - (einfihrende Beispiele) I
z z
l z
S S S

e Gesucht ist der zweitklirzeste Weg von s nach z
e Dijkstra ist dem Problem zweit kiirzester Wege nicht gewachsen
e Algorithmus oder Graphveranderung ist notwendig
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Algorithmus von Pollack I

e Dynamisches algorithmusveranderndes Verfahren
e Berechne den kurzesten Weg zwischen Start und Zielknoten (m Kanten)

e Entferne jeweils eine Kante (e ,..,e,) des kirzesten Weges und berechne
in dem neu entstandenen Graph wieder den kiirzesten Weg w,, zwischen
Start und Zielknoten (m Berechnungen)

e Der kiirzeste Weg dieser m Berechnungen ist der zweitkiirzeste Weg
zwischen Start und Zielknoten

o—>eo—>0—>0—0—0—0—0—o0
€ € & € & & € &

e e’

e Kante 1 oder 2 wird weggelassen — kein kirzester Weg wird berechnet
e Kante 3 wird weggelassen — drittklirzester Weg wird berechnet
e Kante 4 — 8 wird weggelassen — zweitkurzester Weg wird berechnet

9

Der zweitkirzeste Weg von 1 nach 4 I

e, =(29)
w; =(12),(23),(34)
o(w;) =12

& =(54)
w; =(12),(23),(34)
5(w;) =12

Damitist derzweitkiirzesteWegw, =w; =w}

mit d(w,) = 12 > 10=LangedeskirzesteiNeges
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Der Algorithmus von Pollack findet keine Schleifen |

Der Algorithmus berechnetlen Q ® ®
orangeneWegalszweitkirzesten
Weg(alsw? undw;). Diesist abemur o
l derzweitkurzesteschleifenfeie Weg.

o ®o: O: ©
Wederzweitkirzeste Wegmit
StartoderEndschleié noch °
der Wegnmit innererSchleife I
werdengefunden. C/’

W =W = W5 =W

Seim, (< M —-1) dieAnzahlderKantendeskirzestenNegessoliegt der Aufwandfir den
zweitkiirzéen Wegbeim, [Dijkstra=0(m, O((V|+|E)) log V)< O(V|O((V|+|E|) dog |V))).

Der Algorithmus von Hoffman & Pavley |

DerzweitkurzeteWegwirdalsUmwegleskiirzestemVegegesehel
Berechnalle kirzesteWvVegezumZielknot@ hin.Der z @
kirzestaVegw: = ((s, V,),(Vy ,V,),eee oV, z))vonvo: =s
nachv,,,: = zwirddamitebenfallberechnet.

NimmvonjedenKnoten v, vonw jedeKante(V, ,u) mit
(O u#v,,, undberechndenzweitkiirzeten Wegls

w, = rinminfalsy J+ 8l 0)+ o) usv)

DerzweitkirzeteWegistalso
W,: = ((s,vl),...,(vmin_l,vmm),...,(vmin,u), kiirzestewegvonu nachz)
DieselAlgorithmisfindetauch Wegmit Zyklen
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Der zweitklrzeste Weg von 1 nach 4 |

Wi =14
3(w;) =13

) o(w;) =18

W, =1234 W, =1251254 W, =W, <W; <Ws <w,
o(wy) =12 o(W) =16 mito(w,) = 12 > 10

Schleifenbeispiel fir den Algorithmus von Hoffman & Pavley I

<@ +—@+—0

4

1. Die Kanten des kiirzeste Wege Baumes zum Zielknoten hin sind violett
2. Die kiurzesten Wege von den Endknoten der Kanten 1 und 2 werden betrachtet
3. Algorithmus erschafft zweitkirzesten Weg mit einem Zyklus
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Schlingen am Anfang oder Ende und Aufwand |

Gesuchtist wiederderzweitkirzeteWegzwischemnsundz
Betrachtes = v,,. Die Kante(v,,V,) erfullt die

Eigenschaf(D u # v,,, nicht,dennv, # v, . Damit wirdder Weg
S, SV, V,, Vg, Z

beiderMinimumbildungberucksickigt undwird automatish
zweitklirzeter Weg.d(w,) =5. Wennmandavonausgeht,
dafv,,,
SV, V,, V,, 2, Z
gefundenderebenfallzweitkiirzester Wegst.

(undefiniet) Z v, ,, ist,sowird auchder Weg

JedeiKnotenkannim kiirzesteWegvorkommerkannundalleKnotenkénnen
untereinader verbudensein DamitliegtderAufwanddesVerfahren$ei

o(V|iv)) + O(Dijkstra) =0O(V|*),dalE|<|V|"  O(V|’) < O(V| (V| +|E]) tog V])) (Pollack)

Verfahrensvergleich I

Pollack Hoffman & Pavley

e Dynamisches Verfahren e Dynamisches Verfahren

e Berechne den kirzesten Weg w e Berechne den kirzesten Weg w
zwischen s und z zwischen s und z

e Lasse eine Kante e von w weg. e Nimm jede Kante e deren

Anfangsknoten ein Knoten von w ist
und selbst keine Kante von w ist

e Berechne den kiirzesten Weg vom
Endknoten von e nach z und addiere
den Weg nach s.

e Minimiere Uber die so entstandenen
kiirzesten Wege

e Berechne den kiirzesten Weg im
Graphen ohne die Kante e

e Minimiere Uber die so entstandenen
kirzesten Wege

e Zweitklrzester Weg wird als Variante
des kirzesten Weges gesehen

e Auch Wege mit Schleifen werden

e Nur schleifenfreie Wege werden gefunden
gefunden

e Kiirzester Weg ist gesperrt




Algorithmus von Azevedo modifiziert von Schmid |

e Statisches Verfahren (verandert nur den Graph — )
nicht aber den kirzeste Wege- Algorithmus) '\
Azevedo verwendet die Methode Pathdeletion Py ®
(Wegeverbote).

1. Erschaffe einen neuen Startknoten und einen

neuen Zielknoten (spater). l T
2. Verdopple den kiirzesten Weg ohne erste und o
A

letzte Kante bzw. Knoten. (Wegeverdopplung) |
3. Weise der ersten Kante einen neuen Endknoten .
zu. (Umleitung)

4. Ziehe alle Kanten Uber die der kirzeste Weg e
verlassen werden kann. (Verbindung mit dem ®
Ausgangsgraphen)

o0 >O%\>‘..7.

Beispiel fir den modifizierten Algorithmus von Azevedo |

e Der kirzeste Weg ist nicht mehr begehbar. Der zweit und
drittkirzeste Weg sind noch méglich.




Der zweitkiirzeste Weg von 1 nach 4 I

Der verdopelteWegist blau
Die Verbindungmit dem
Ausgangsgphergrin.

Die Kanten(2',5)und(5',4)
werdennichtgezogenDie Kante
(2,2) wir zur Kante(1,2").

Beispiel fur zweitkiirzesten Weg mit Schlinge |

e Der zweitklirzeste Weg ist nicht der vermutete (griine) Weg, sondern
der rote Weg, der sich vom kirzesten Weg nur durch eine Schlinge
unterscheidet.

e Lange des roten Weges = 6 < 8 = Lange des griinen Weges
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Der erste Schritt |

Problem:

Der Algorithmus von Azevedo kann in dieser Form einen
zweitkirzesten Weg der Form

Schlinge - (alter) kiirzester Weg oder

(alter) kurzester Weg — Schlinge nicht erkennen.

LAsung:

e Erschaffe einen neuen Startknoten und einen neuen
Zielknoten

e Verbinde den neuen Startknoten mit dem alten
Startknoten durch eine Kante der Lénge O.

e Verbinde den alten Zielknoten mit dem neuen
Zielknoten durch eine Kante der Lange O.

Beispiel fur einen erweiterten Graphen incl. 1 Schritt |

S

Der zweitkirzeste Weg (rot) beinhaltet die Schlinge beim Startknoten

ppt 22
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Aufwand d es Verfahrens von Azevedo

DerkiirzestaVegzwischen2 Knotenkannmaxima) | KnotenundV/|-1Kanten
beinhalterDie Anzahlder vonkirzestemWegwegweisetienKantenst
maxima|E| —2.DamitistdieAnzahlderneuerschaffeenElementenaximal

V| Knotenund |E| -2 KantenDerPlatzbed#rkannsichalsofast verdppeln.
DerAufwandfir dieGrapherwéerungst O(V|+|E|).

DerAufwand,denzweit- kiirzestemVegzuberechnen,
kannalsobeiAnwendungdesDijkstra- Algorithmus zwei
malsolangedauern widieBerechnungleskiirzesten

Weges DiesistalsoO((V| +|E|) log|V|) sofern |E|< %&/'.
AzevedeO((V| +|E|) Obg|V|) < Hoffman= O([\/|2)
. < Pollack=O(V| (V| +|EJ) Tog\V|)

Drittkurzeste Wege nach Pollack

Berechnundeddrittkiirzesten Wege®Berechnundesdrittkiirzesten Wege:
BerechneenkirzestewWegw, = (€, ... elml) unddenzweitkiirzeten Weg

w, = (€, ... erfb) zwischersundz SperrgeeinPaal(g,e) augw, xw,)

berechneenkiirzesteWegw,' undbildedanndasMinimum

w = i}

*—0 0 -0 -0 0

24
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k kiirzeste Wege nach Pollack |

Berechnundesk +1kirzestewWeges
Berechndiek kiirzesteWegew, = (e, ... elml) s W, = (€5 L. e:k)

zwischersundz Sperrgeeink Tupel(el1 ) e q“) aus(w, X..xw,).

w = i)

i i

K+
).

k
DerAufwandiegtbeiO(77 m ) HO(Dijkstra) < oV

25

Drittkurzeste Wege nach Azevedo |

ErschaffeinenneuerStartknota undeinenneuen ZiddnotenBerechnéen
kirzestewegw, unddenzweitkiirzeten Wegv, = (€, .. ,enfz ). Dergemeinsame

maximaleAnfangswege! =€, € =€, ... .€ =€) muBnicht verdppelt weden.
EswerdemurdieKanten(e?,, .. ,enfz_l) unddiedazugehdgenkKnoten

verdoppeliDie Kantee’, tiberdiederkiirzestdVegverlassemwird, bekommt
einenmneuen
EndknoternZiehealle
Kanteniberdiew,
velassen welenkann.

26
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Drittkiirzeste Wege nach Azevedo I

27

k - kiirzeste Wege nach Azevedo I

Berechnundesk +1kirzesteiWeges
ErschaffeinenneuerStartknota undeinenneuen ZidnotenBerechnédie

k-kirzestewegw, ,..,w, (mitw (e, .. ,er; )). Dergemeinsammaximale
Anfangswege =€, €, =€}, ... .€ =€) mitl <k, j maximalmuBnicht

verdoppeIWerdenEswerdemurdieKanter(ejﬁz, .. ,eni_l) unddie

dazugehogienKnoten vedoppeltDie Kanteej"+1 Uberdiew; verlassen

wird, bekommeinemeuerEndknotenZiehealleKanteniberdiew,
verlassemerderkann.

DerAufwandiegt (vermutlid) beiO((E|+V|) O(k-1) dog [V|)).

28
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Der schlimmste Fall

GegebeseieinGraphdernurauseinemzZyklusbestehtDerk - kiirzestaVeg
vonsnachzergibtsichausdemkiirzesteWegunddemanschliesenden

k-1maligenDurchlaufa deskomplettenGraphen.
[

29

Beweis des Algorithmus von Azevedo

Ausgangsgraphen (die zeigt man Uber kanonische
Projektionen = inverse Abbildung der Wegeverdopplung).

e Jeder Weg im erweiterten Graphen ist auch ein Weg im O

e Alle Wege (auBer Wegen, die die k-kiirzesten Wege enthalten) im
Ausgangsgraphen, sind auch Wege im erweiteten Graphen (man
konstruiert den Verlauf eines gegebenen Weges im erweiterten
Graph).

Genau die k-kiirzesten Wege sind verboten.

30
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