Erganzungen zu: Komplexitat von Algorithmen

Die ldee Komplexitat ist der Aufwand an Zeit t, (w) oder

an Platz s,(w), den ein Algorithmus A bei der Eingabe w
bendtigt, um sane Berechnung duchzufthren. (t kommt
von "time complexity” undsvon"space omplexity".)

Genauer: Sal A ein Algorithmus A. Eine Berechnungfir die

Eingabe w ist eine Folge von elementaren Anweisungen (leere

Anweisung, Wertzuweisung) und Abfragen.

t,(w) = Anzahl der elementaren Anweisungen undAbfragen,
die A bel Eingabe w durchlauft, bis e anhalt,

Sx(w) = Anzanl der Speicherplatze, auf die A bel Eingabe vonw
zugreift, bis @ anhdlt.
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In der Praxis wichtig: nicht die Eingabefolge w, sondern
nur ihre Lange. Daher definiert man:

Etwas konkretere |dee:

Es se A en Algorithmus, w sind Eingabefolgen.
t,(n) = Max {t,(w) | die Lange vonw ist n},
Sx(n) = Max {s,(w) | dieLangevonw ist n}.

DieseDefinition setzt voraus, dassder Algorithmus A fur
all e Eingaben anhdlt; dennfalls der Algorithmus A flr eine
Eingabefolge w der Lange n nicht anhalt, dannwaren t,(n)
[undeventuell auch s, (n)] unendiich grof3 undsomit fur
Anwendungen unnteressant.
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Bezachnung:

Es se A en Algorithmus, der fur alle Eingaben w anhélt.
Dann definieren wir:

t,(n) = Max {t,(w) | die Langevonw ist n},

Sx(n) = Max {s,(w) | dieLangevonw ist n}.

t, unds, sind also Abbildungen vonIN, nad IN,.

Hinweis. Man muss egentlich ein Masdinenmodell
zugrunce legen, z.B. eine Grammatik, eine Turing- oder
eine Registermasaine. Siehe dter.
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Beispiel: Multiplikation zweier Zahlen

X, Yy, z: Natural;
Get (X, Y);
z:. =0;
while y > 0 | oop
I1f (y nod 2 = 0) then

y:=y div 2;
X: =X+X;
el se
y:=y-1;
Z.=7Z+X;
end 1 f;
end | oop;
Put (z);

DiesedProgrammstlck berechnet die Multiplikation zweier
natlrlicher Zahlen. Wie grof3ist der Aufwand?
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Get (x, y); 2Schritte

z: =0; 1 Schritt
while y > 0 |oop  1Schritt m+1 mal
if (y nod 2 = 0) then 1Schritt
y:=y div 2; _
X: =X+X: 2 Schritte
el se
yi=y-1  oder: »mma
Z.=Z+X; 2 Schritte
end 1 f:
end | oop; )

Put (z); 1 Schritt

Zusammen: 4m + 5 Schritte. Aber wasist m?
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Die Schleife wird durchlaufen, sy = 0 ist. Spatedensin
jedem zweiten Schritt wird y halbiert. Also wird de Schleife
mindedens log(y) mal undhdchstens 2 log(y) mal
durchlaufen. Also glt log(y) < m< 2log(y).

Die Eingabewerte seien de natUrlichen Zahlen aund b.Die
Eingabelange ist dann n=1og(a) + log(b) + 2. (Das"+2"
kommt daher, dassman ein Trennzeichen zwischenaund b

undein Zeichen fur dasEnde der Eingabe bendtigt.)
m kann daher durch nnach oben abgesdatzt werden.

FUr unseaen Multiplikationsdgorithmus A gilt also:
t,(n) = Max {t,(w) |dieLangevonw ist n} <8n+5.

Man braucht drei Speicherplatze fur x, y undz, folglich qgilt:
S,(n) = Max {s,(w) | dieLangevonw ist n} = 3.
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Aber: Ist dies ane "richtige”" Aufwandsberechnung?
Warum geht zum Beispiel nur die Lange der zweiten Zahl b,
diey zugeordnet wird, und ncht auch de der ersten Zahl a,
diein x steht, in de Komplexitat ein??

..... well wir jede Wertzuweisung undede Abfrage
behandeln, alsobsiein einem Schritt ausgefthrt werden kann.

In der Praxiswirde die Anweisung X:=x+x nicht einen Schritt,
sondern so viele Schritte bendtigen, wie der Wert von xlangist
(ungefahr log(x)); denn so lange dauert die ziffernweise Addi-
tion, wennman sie wiein der Schule elernt durchfhrt.

Falls wir nichts Uber die Zahldarstellungwissen, miusgen wir
wie folgt absdatzen:
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Get (X, VY); log(a) + log(b) = n Schritte
z: =0; 1 Schritt
while y > 0 loop <log(b) Schritte <2log(b)+1 mal
if (y mod 2 = 0) then <log(b) Schritte
y: =y div 2; <log(b) Schritte

X: =X+X; log(a)+log(b) Schritte bis zu
el se >2'|09(b)
y:=y-1; log(b) Schritte mal
Z. =Z+X; log(a)+log(b) Schritte
end I f;
end | oop; _/

Put (z); log(a)+log(b) =n Schritte

Zusammen: < (2 log(b)+1) (4 log(b)+log(a))+2n+1 < ca. 8(n+1)? Schritte.
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Stellt man de Zahlen zur Bags 2 dar, dann kannman de
Komplexitat desAlgorithmus verringern. Die Operationen
bendtigen dann nu noch folgenden Aufwand:

y mod 2=0 1 Einhat: Prife, obletzte Ziffer von y O ist.
y:=ydyv?2 1 Einhealt: Streiche dieletzte O von v

X =X+X 1 Einheit: Fligeeine'0" an x an.

y.=y-1 Day hier ungerade ist, mussnur die letzte

Ziffer (die 1 san musg gedrichen werden.

Z.=2+X Dieskostet bis a1 log(@)+log(b) = n Schritte.
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Wasist mit der Abfragey>0 ?
y>0 Kann s a1 log(b) Schritte kosten.

Wirklich? Nicht, wennman z.B. etwasUber die Lange des
aktuellen Werts von ywel (3.

Man sdzt eine Variable L beim Einlesa von bauf den Wert
L=0, falls die Eingabe nur die Ziffer O war, undanderenfalls
auf L =111...110wobel L genau so viele Einsen erhdlt, wie
b Stellen hat. Die Bedingung y0 ersdzt man dann duch
(Erste Ziffer vonL ist 1) or else (letzte Ziffer vony ist 1).

In der Schleife wird nadh der Anweisung y.=y div 2 de
Anweisung L:="L ohnedie aste Ziffer" eingeflgt.

Es senun bl=(ErsteZiffervonL ist 1)
und b2 = (letzte Ziffer von yist 1)
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Cet (X, Y); n Schrittefir die Eingabe

Setze L w e angegeben; <log(b)+1 Schritte

z. =0; 1 Schritt

while bl else or b2 loop <2log(b)+2 Schritte
1f (y nod 2 = 0) then <2log(b) Schritte

y.:=y div 2; < log(b) Schritte
L: =L ohne erste Ziffer: <log(b)Schritte
X: =X+X; < log(b) Schritte

el se
y:=y-1; <log(b) Schritte
71 =24% < log(b)(Iog(a)+log(b))

end if: (= nlog(b) Schritte)

end | oop;

Put (z) ; log(a) + log(b) = n Schritte
Zusammen: < 9log(b) + n-(log(b)+2) + 2n+4 < n?+ 11n Schritte.
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Bezaichnung:

Beredhnet man de Komplexitét t,(n) bzw. s,(n) so, dassjede
elementare Anweisung undjede Abfrage genau einen Schritt
dauern, bzw. dassjede Zahl genau einen Speicherplatz belegt,
so spricht man von aer uniformen Komplexitat.

Beredhnet man de Komplexitéten so, dassjede Operation so
viel Zeit kostet, wie die zeichenweise Ausflhrungerfordert,
bzw. dassWerte 0 viel Platz belegen, wie se Zeichen haben,
so spricht man von aer logarithmisdhen Komplexitéat.

In der Praxis berechnet man stets auinadst die uniforme
Komplexitat: Sie gibt meist eine hinreichend genaue

Orientierung tber den zu erwartenden Aufwand. Erst fur
eine genaue Absaatzung bzw. bal der Programmierung

betrachtet man de logarithmische Komplexitét, die den
tatsachlichen Aufwand wesantlich genauer wiedergibt.
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Die hier definierten Komplexitatsfunktionen t,(n) unds,(n)
erfassa den schledtesten Fall, der bei der Lange n auftreten
kann. Man bezeichnet dieset, (n) und s,(n) daher auch als
worst casecomplexity.

Eine andere Mogdlichkeit, die Komplexitat zu definieren,
bedeht in der Mittelung Uker die Komplexitétswerte fur alle
Eingaben der Lange n. Es se E die Menge aller Eingaben
undflr jede nattirliche Zahl 1 sei E; die Menge der Eingaben
der Langel. Insbesondere gilt
E=E,0E0EO0OEOE,O....= m E;.

1=0

Der mittlere Wert, die average casecomplexity, lautet dann:

W= g ZDEtAWv) nd 5,00= 2 Zm ESA(W).
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Im Allgemeinen ist E =2 fUr en geeignetesAlphabet 2,
und de E; sind de Tellmengen aus Wortern der Lange.
Dann lauten die definierenden Formeln flr die average cae

complexity:
— _ 1 . _ 1
(N = o taW)  und  Si(n) = = S, (W).
2| . =] )
wLI2 wLI2
w| =n w| =n
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Eine "bessee" Definition der Komplexitét, ware daher:

Es se A an Algorithmus, der fur alle Eingaben anhalt, undw
eine Eingabe. Eine Berechnungly, ,, 3,5, By .-, §, VONA
bel Eingabe w ist die Folge aus m Bedingungen und elemen-
taren Anweisungen, de A bel Eingabe vonw bis aim
Anhalten durchlauft.

Jede Bedingung lzw. elementare Anweisung 3moge in genau
((¥) Zeiteinheiten ausgefuhrt werden. Dann dcefiniere fir allew

m
t'\ (W) = Z ((3,;) asden Zeitaufwand vonA fir
1=1 Eingabewdrter w.

Hinweis. In ( ist die Masdiine enthalten, die den Algorithmus
abarbeitet.
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Dieworst caseZeitkomplexitat t, : IN, — IN, von A st dann:

t,(n) =Max {t',(w) | dieLange vonw ist n}
und de average caseZeitkomplexitéat |autet:

t,(N) = % V%ZE'A(W)

w|=n

Auf die Platzkomplexitat, die gwas stwieriger zu
behandeln ist, kommen wir spéter zurlck, siehe
handsdriftliche Folien in Kap. 1 undKap. 7.
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Esist klar, dassder Aufwand an Zeit, an Platz usw., den ein
Programm bendtigt, besonders wichtig fur die Informatik ist.
Eine zantrale Aufgabe ist esdaher, zu einer Funktion (bzw. zu
einer Spezifikation) einen realisierenden Algorithmus (bzw. ein
Programm) zu sdreiben, dess@ Komplexitdt moglichst gering
ISt.

Als Beispiel betrachten wir die Multiplikation zweier natlrlicher
Zahlen. Wir haben oben gesdnen, dass es enen Algorithmus gibt,
der die Multiplikation mit einer Zeitkomplexitét von hdchstens
n°+11n realisiert, mit n = Lange der eingegebenen Zahlen.

Gibt es enen sanelleren Algorithmus?

Oder kann man beweisen, dass ekeln schnelleresVerfahren
geben kann?
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Vorbemerkung: Wenn man zwei naturliche Zahlen (undeich
Null), die jewell sk bzw. m Ziffern lang sind, miteinander
multi pliziert, so entsteht eine Zahl, die (k+m-1) oder (k+m)
bestzt.

Da dso dasErgebnis der Multiplikation nu so lang san kann,
wie die beiden Multipli kanten zusammen, konrie es eentuell
sogar einen Algorithmus geben, der die Multiplikation
propational zu n duchfuhrt.

Doch deswdirde bedeuten, dassman de Multiplikation s auf
einen korstanten Faktor genau so sanell ausfuhren konre wie
die Addition.

Dasglaubt eigentlich niemand. Denncch ist esbisher keinem
gelungen zu bewelsen, dassdie Multipli kation deutlich mehr
Zeit alsdie Addition erfordert.
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Nunwollen wir ein Verfahren vorstellen, welches deutlich
schneller als mit der Zeitkomplexitat O(n?) multipliziert.

Gegeben selen also zwel k-stellige natlrliche Zahlen x undy;
die Lange k sa eine gerade Zahl. Setze p=k/2. Dannlass@& sich
X und ysawrelben in der Form:

X=A2°+B undy=C2 +D,
wobel A, B, C, D mindegens O undecht kleiner als 2° sind.
Dann glt

Xy = (A2 +B)(C2° + D) = AC2%® + (AD + B-C)-2° + B-D.

Man kannalso de Multiplikation zweler k-stelliger Zahlen
durchfihren, indem man sie auf 4 Multiplikationen von ralber
Lange k/2 zurtckfhrt. Dies &gibt jedoch wiederum eine
guadratisahe Zeitkomplexitat. Kommt man vielleicht mit
weniger asvier Multiplikationen halber Lange aus?
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Esqilt: (A-D + B-C)=(A-B)(D-C) + AC+B-D,
wie man duch Ausrednen leicht nadhprift.

Somit erhalten wir aus obiger Gleichung
X -y=AC2®+(AD+BC)2°+BD
=AC2°°+ ((A-B)(D-C) + AC+BD)2?+BD
wobel A, B, C, D mindegens O undecht kleiner als 2° sind.

Nun heben wir esgesdafft: Auf der rechten Seite dehen nu
noch drel verschiedene Multiplikationen, namlich:

A-C, BD und (A-B){(D-C)

Beachte: Die Multiplikation mit 2P bzw. 2P ist keine echte
Multiplikation, sondern nur ein Anhangen vonp bzw. 2p
Nullen.
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Somit haben wir die Multi plikation zweler k-stelli ger Zahlen auf drel
Multi pli kationen von k/2-stelli gen Zahlen zurtckgefuhrt. Der Preis,
den wir dafur bezalen missen, sind zwei zusétzli che Subtraktionen
zweler k/2-stelli ger Zahlen und zwel zusatzliche Additionen zweler k-
stelli ger Zahlen. Da aer die Zeit fir die Addition urd die Subtraktion
propational zur Lange der Zahlen ist, misden wir dennoch schneller
fertig werden. Wir prifen dies nun nadh.

Wennt(k) die Anzahl der durchzuflhrenden Operationen fir die
Multiplikation zweier k-stelliger Zahlen nach diesem Verfahren
Ist, dann erhalten wir also folgende Gleichung:

t(k) = 3t(k/2) + 4k + 2(k/2) mit t(1)=1

SN N

Rekursion 4 Additionen 2 Subtraktionen I\Zw;téfhzﬁtéfg
k stelliger Zahlen| |k/2 stelliger Zahlen
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Wie lautet die Losungdiese& Gleichung?

Probieren wir es ais. Ersetzen vont(k/2), t(k/4) usw. entspre-
chend der Rekursionsformel t(k) = 3t(k/2) + 5k ergibt:
t(k) = 3t(k/2) + 5k

= 3(3t(k/4) + 5k/2) + 5k

= 33t(k/4) + 35k/2 + 5k

= 33t(k/4) + 5k-(1 + 3/2)

= 33(31(k/8) + 5k/4) + 5k(1 + 3/2)

= 333t(k/8) + 5k(1 + 3/2 + 9/4)

= 333(3t(k/16) + 5k/8) + 5k(1 + 3/2 + 9/4)

= 3333t(k/16) + 5k(1 + 3/2 + 9/4 + 27/8)
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Die allgemeine Form nach i Schritten lautet offensichtlich:

t(k) = 3't1(k/2) + 5k(1 + 3/2+ 9/4 + ... + 3-1/2"-)
= 34(k/2') + 10k((3/2) - 1)

Beachte die geometrische Relhe

aml-1
a-1

l+a+a+ad+..+an=

In unserem Fall ist a= 3/2.
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Diese Ersetzungen kann man vornehmen, bis k = 2' geworden
ist, also bisi = log(k). Dann ist t(k/2!°9K)) = t(1) = 1. Wir setzen
dies ein und erhalten:

t(k) = 31090.t(k/210909) + 10k-((3/2)'09®) - 1)
= klog(3) + 1().k.(klog(1,5) _ 1)
= 11kl9®@ - 10k =11kL585-10k E O(k18)
Beachte hierbel die Formeln:
log ist hier der Logarithmus zur Basis 2,
goa(b) = ploa@ nd
k_klog(1,5) — k1+log(1,5) — klog(2)+|og(1,5) — klog(2-1,5) — klog(3)
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Satz:

Die Multiplikation zweier k-stelliger Zahlen lasst sich in
propartional zu k>8> Schritten durchfihren.

(Unse Verfahren, aber auch die Schulmethode bendtigen k?
Schritte.)

Geht esnoch schneller? Ja Der bede derzeit bekannte Algorith-
mus, der Algorithmus nach Schonhege und Strassa (1971), der
sich all erdings nur fur riesge Zahlen eignet, bendtigt

O(k-log(k)log(log(k))) Schritte.

Diesist sdhon relativ dicht an der Groffenordnung O(k), so dass
man vielleicht einesTagesdoch einen Algorithmus finden wird,
der die Multiplikationin O(k) Schritten - und damit ungefanr so
schnell wie ane Addition - durchfhrt?
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Anmerkung Ab wannlohnt sich desesrekursive Verfahren?
Der Algorithmus aus unserem Beispiel bendétigte hochstens k2 + 11-k
Schritte.

Dannlauft die Frage, ab wann sich de rekursive Methocde lohnt, auf
die Frage hinaus, ab welchem k gilt: 11k1°85- 10k < k? + 11k? Dies
trifft leider erst fir Werte von kzu, die grof3er als 200sind. Es missen
also schonspeazell e Probleme sein, bel denen es sch lohmt, diese
Methode enzusetzen.

Dies war aber nur eine tberschlagige Beredanung Eine genaue
Analyse misde alle auftretenden Operationen einbezehen, z.B. auch
die Funktionsaufrufe und de Speicherung von aktuellen Parametern.
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Auf den letzten Folien trat dasSymbol O(...) auf, dasSie aus der
"EinfUhrungin die Informatik I" bereits kennen. Diesist das ®
genannte Landau-Symbol (nadh dem deutschen Mathematiker
EdmundLandau, 18771938. Es besdreibt die Grol¥enordnung
einer Funktion. Hierbel werden multipli kative und additive
Konstanten vernachlassigt und nu der Term in Abhangigkeit von
K, der fir k - oo alesandere Uberwiegt, berticks chtigt.

Formal gesshen handelt es sch bal O(f) um die Definition einer
Funktionenklassan Abhangigkeit von einer Funktionf. In O(f)
sind ale Funktionen Uber den reellen Zahlen enthalten, de
"sanliefdich vonf dominiert" werden.

Um die Grolenordnung vonFunktionen zu besareiben,
verwendet man folgende funf Klassa O, 0,Q, wundO:
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Definiti on: "grol3 O", "klein O", "grofl Omega’, klein Omega’, "Theta"

Es séf:IR" - IR" eine Funktion (ber den pasitiven redlen

Zahlen IR'O IR (oft wird diese Definition auf die nattirli chen
Zahlen eingesarankt, also auf Funktionen f: IN — IN ; unten
mussdannnur g: IR" — IR" durch g IN — IN ersezt werden).

O(f) :={g:IR" = IR’
off) :={g: IR" = IR'
Q(f) :={g IR - IR*
o) :={g IR" = IR'
o) :={g: IR" - IR'

OcOIR™ On,OIN On=n,: g(n) < cf(n)},
OcOIR™ On,OIN On=n,: cg(n) < f(n)},
OcOIR™ On,OIN On=n,: f(n) < cg(n)},
OcOIR" On,OIN On=n,: ¢f(n) < g(n)},
(c,,c,0IR" O, OIN On=ny;

¢, f(n) < g(n) < ¢, f(n)}.
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Erlauterungen: Es «i f: IR" — IR’

g liegt in O(f), wenn g h@hstens 9 stark wachst wie f, wobel
Konstanten ncht zénlen. Statt g ist hochstens von der
GréBenordnung f, sagen wir, g ist gro3-O von f, und meinen damit,
dassgJO(f) ist.

Wenn eine Funktion gzusazlich echt kleiner fur gleiche Werte
von nwadst als f, wenn also zusatzlich gilt:

o)
lim oy =0

dann sagen wir, g ist von echt kleinerer GréBenordnung als f oder
g ist klein-o von f, und meinen damit, dassgllo(f) ist.
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Erlauterungen (Fortsdzung): Es si f: IR® - IR

Die Klassa Q undw (grol3 Omega und Kein Omega) bilden de
"Umkehrungen” der KlasseO und a Eine Funktion gliegt genau
dannin Q(f) bzw. in w(f), wennf in O(g) bzw. in o(g) liegt.

In Q(f) liegen also die Funktionen, die mindestens o stark
wadsen wief, undin w(f) liegen de Funktionen, de aisatzlich
bzgl. nedt starker wadhsen.

In der Klasse®(f) liegen de Funktionen, de sch hbis auf
Konstanten im Wadstum wie f verhalten. Wenn gJO(f) ist,
dann sagen wir, g ist von der gleichen Grd®nordnung wie f oder

g ist Theta von f. Dain desan Fall g in O(f) undf in O(g) liegen
mussan, folgt unmittelbar die Glaeichheit O(f) = O(f) n Q(f).
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Schreibweisen: Es i f: IR" - IR’

Statt gLIO(f) sareibt man manchmal auch g=O(f), um
auszudricken, dassg hachstens von der Groféenordnungf ist.
Dasgleiche gilt flr die anderen vier Klassa.

Anstelle der Funktionen gbt man meist nur deren
formelmaldige Darstellung an. Beispiel: Statt

O(f) fur die Funktionf mit f(n) = n? fir alle nJIN
schreibt man einfach O(n?).

Man sdreibt auch "Ordnungs-Gleichungen”, die aber nur von
links nadh rechts gelesan werden dirfen, z.B..

3n3+ 12n° + 8nlog(n) + 6/n = 3n + O(n?) = O(nd).

Korrekt misde man herfur beispielsweise streiben:

3n®+ 12n° + 8nlog(n) + 6/n O O(3n3) O O(n*+nlog(n)) = O(n3).

26.4.02

Kap.A.1, Theorielll, SS02 31



In der Praxis betrachtet man in der Regel folgende Funktionen:
O(1): konstante Funktionen.

O(log n): haochstens logarithmisdh wadisende Funktionen; wenn
die Lange elner Darstellungwichtig ist, kommt oft der
Logarithmus ins Spiel.

O(nY%): héchstens mit einer k-ten Wurzel wacdhsende
Funktionen.

O(n): lineare Funktionen.

O(n log(n)): Das $nd Funktionen, die "fast unmerklich" starker
as linear wadhsen.

O(n?): héchstens quadratische Funktionen.

O(n*): héchstens polynomiell vom Grad k wacdhsende
Funktionen.

O(2™): hochstens exponentiell (zur Basis 2) wadisende Funktionen.
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2n

nX n log(n

log(n)
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Hilfssatz: Es gelten folgende Aussayen (der Beweisist einfad):

o(f) O O(f), «(f) O Q(f), O(f) =0(f) n Q(f).

Far alle g O O(f) gelten O(f+g) = O(f) und df+g) = o(f).
Fir dleg O Q(f) geten Q(f+g) = Q(g) und w(f+g) = w(Q).
Fur alle g O O(f) gilt ©(f+g) = O(f) = ©(Q).

Prifen Sie sébst nach, ob folgende Formeln gelten:
o(f) O O(f) = Q(f) ?
O(f) - o(f) = O(f) ?
off) n w(f)=07
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In der Regel sind Funktionen duch dese Klas®n nicht
vergleichbar. Zum Beispid gilt fur die Funktionen

-

f 1, fUr geradesn n, flr geradesn

f(n) =1 g(n) = -
n, flr ungeradesn

1, flr ungeradesn

\

weder f[1O(g) noch gtO(f).

\

Wir werden var allem mit den Klase€n O und®© bei der Unter-
suchung as Zeit- und Platzaufwands redchnen. Oft interessert
uns namlich nu die Groleenordnungder Komplexitét und nicht
der genaue Wert von Konstanten.

26.4.02 Kap.A.l, Theorielll, SS02 35



