Denotationale Semantik

Ein Beispiel:
in (X,Y);

while X#0 do X:=X-Y; Y:=Y-X od;
out (Y)

Aufgabe: Berechne speziell die Bedeutung von

whilebdocod mit b = X#0
und ¢ = X:=X-Y:Y:=Y-X

15. Juli 2002



GrundsatzlichesVorgehen:

- eln paar Beispiele durchredinen,

- die Funktion cesRumpfesder whil e-Schleife berechnen,

- Eigensdhaften Uber sie natieren (sofern moglich),

- f4, 5, f3 mOglichst formal berednen,

- endlichen Aussdnitt aufsareiben, um etwas a1 ,,erkennen”,
- Hypothesen Uber dierealisierte Funktion aufstellen

- und Bewelsefuhren.



Eingabe (0,1) Ausgabe 1

Eingabe (0,a) Ausgabe a
Eingabe (2,2) Ausgabe 2
Eingabe (a,a) Ausgabe a
Eingabe (3,2) Ausgabe 1
Eingabe (6,4) Ausgabe 2
Eingabe (8,5) Ausgabe 1

Terminiert die whil e-Schleife immer?

Leider nein, z.B. nicht bei Eingabe (1,0).
Man probiert aus undstellt fest, dassdie while-Schleife
fUr die meisten Werte a1 dvergieren scheint.




f=? X:=X-Y;Y:=Y-X liefert: f(ab)=(ab,2b-a)

Bemerkung: f_ist injektiv,
d.h.,aus f(ab)=f.(x,y) folgt a=x und b=y.

Der Beweisist einfach,

denn f_(ab) =f(x,y) bedeutet (a-b,2b-a) = (x-y,2y-x), aso
ab=x-y und 2b-a=2y-x,d.h., b+ (b-a)=y+ (y-x).
Einsetzen ergibt b=y und a=x.



f.(ab) = (a-b,2b-a) asunendich grol¥e Funktionstabell e:

Y=..-3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 77 8
X
-3 -+ 10,-3|-1,-1-2,1|-3,3| -4,5|-5,7|-6,9| -7,11| -8,13| -9,15| -10,17-11,19 ***
-2 ... 11,-4/0,-2/-1,0/-2,2| -3,4| -4,6| -5,8| -6,10| -7,12| -8,14| -9,16| -10,18 - - -
-1 ... 12-5/1,-3/0,-1/-1,1/-2,3|-3,5/-4,7| -5,9| -6,11| -7,13 -8,15/ -9,17 - - -

0 3,-6|2,-4/1,-2| 0,0|-1,2|-2,4|-3,6| -4,8| -5,10| -6,12| -7,14 -8,16 - - -
1 4,-7/3,-5/2,-3/1,-1| 0,1|-1,3|-2,5| -3,7| -4,9| -5,11| -6,13 -7,15 - -
2 5,-8/4,-6/3,-4/2,-2| 1,0/ 0,2|-1,4|-2,6|-3,8| -4,10| -5,12 -6,14 - - -
3 ... |6,-9/5,-7/4,-5|3,-3|2,-1| 1,1| 0,3|-1,5/-2,7|-3,9| -4,11| -513 ---
4
5

7-10/6,-8|5,-6/4,-4/3,-2| 2,0| 1,2| 0,4|-1,6| -2,8| -3,10 -4,12 ...
8-11| 7,-9|6,-7/5,-5/4,-3/3,-1| 2,1| 1,3/ 0,5/|-1,7/-2,9|-311 ...




Betracnte nun: I’ .(f) = cond (X#0,f-f,id)

Hinwels zur formalen Korrektheit:
X bedeutet die Projektion auf die erste Komporente;
id ist hier die Identitét auf 9x9, also auf der Menge der Paare ganzer Zahlen.

Esgilt also fir alle ganzen Zahlenaund h

Iy (f)(@b) = cond (X#0,f-f_,id)(a,b)

~ f(a-b,2b-a) ,fallsa#0
a (a,b) , fallsa=0

Hinweis zur formalen Korrektheit: ' . (f) ordnet der Speicherbelegung
X > aY - b fiura#0 de Speicherbelegung X - ab,Y - 2b-a
undanderenfalls unverandert die Speicherbelegung X - a, Y - b zu.



Man sdze gemald cer dencotationalen Semantik:

fO — fm (= die Uberal undefinierte Funktion f(a,b) = (0,0) fur alle aund b)

fon =Ty (f) fir allei >0

und terechnevonT’, . den Keinsten Fixpunk fix(I'y, ), also
fix (Ty.)= lim f; .
, i L 0o

Diesist die Bedeutung der while-Schleife.



FUr unser Belspiel erhalten wir:
fo =Tfg (= dietiberall undefinierte Funktion f(ab) = (0,0) fiir alleaund b)

f, =TI (fo) = cond (X#0,fg°f,id), d.h. HabE9:

fo(a-b,2b-a) = (0,00) ,fallsaz0
f1(@b)= { (@b) fallsa=0

f, =T .(f1) =cond (X#0,f,°f.id), d.h. abBE9:

_ f,(a-b,2b-a) , fallsa#0
aP)=1  (ab) fallsa=0
f,(a-b,2b-a) = (L1,1]) ,fallsa-b#0
:{ (a-b,2b-a) fallsa-b=0 J Undao
(ab) fallsa=0



f3=1.(f2) =cond (X#0,f,°fid), d.h. a,bE9:

fg(a, b) — {

f,(a-b,2b-a)
(a,b)

f,(2a-3b,5b-3a)
(2a-3b,5b-33a)
(a-b,2b-a)

(a,b)

(4, 0)

(0, 5b-3a)
(0, 2b-a)
(0, b)

 fallsa#0
fallsa=0

, falls 2a-3b#0, a-b#0,
, falls 2a-3b=0, a-b#0,
, fallsa-b=0und az0
, fallsa=0

, falls 2a-3b#0, a-b#0,
, falls 2a-3b=0, a-b#0,
, fallsa-b=0und az0
, fallsa=0

az0
az0

az0
az0



M an rechnet weiter nach:

_ f;(a-b,2b-a) , fallsa#0
@b)=1  (ab) fallsa=0

(0, 0 , falls 5a-8b#0, 2a-3b#0, a-b#0, az0
(0, 13b-8a) , falls5a-8b=0, 2a-3b#0, a-b#0, a#0
(0, 5b-3a) , falls2a-3b=0, a-b#0, az0

(0, 2b-a) ,fallsa-b=0und az0

(0, b) , fallsa=0

USW.

, Seht” man etwas? Eine Regel méaldigkeit? Die Koeffizienten

scheinen aufeinander folgende Fibonaacizahlen zu san?!
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in (X,Y); while X#£0 do X:=X-Y; Y:=Y-X od; out (Y)

Y=...3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8

X

-3 01,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 4,0 0,0 0,0 0,0 4,0
-2 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 4,0 0,0 &,0 4,0
-1 L1,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,00 0,0 G0 &,0) 0,0 0,0 4,0
0 01,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 4,0 0,0 0,0 0,0 4,0
1 01,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 4,0 0,0 0,0 0,0 4,0
2 L1,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,00 0,0 G0 &,0) 0,0 0,0 4,0
3 01,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 4,0 0,0 0,0 0,0 4,0
4 01,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 4,0 0,0 0,0 0,0 4,0
3}

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0

1,0
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f,=Ty(fo)  in(X,Y); while X0 do X:=X-Y; Y:=Y-X od; out (Y)

Y=...3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8
X
-3 - 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 4,0
-2 - | 0,00 0,0 0,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,00 4,0
-1 - 0,0 00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 4,0 4,0

0) 0,-3/0,-2/0,-1/0,0|0,2 (0,20,3|04 (0,5(0,6|0,7 0,8
1 01,00 0,0 4,0 0,0 0,0 4,0 0,0 0,0 4,0 0,0 0,0] 4,0
2 1,00 00,00} 0,00 00,0 O, 0] O,00) 0,0 0,0 O,0) 0,0 0,0] O,
3 | 0,00 0,0 4,00 0,0 0,0 O,0) 0,0 0,0 O,0) 0,0 O,0] 4,0
4
)

01,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 4,0 0,0 0,0 4,0 4,0
L0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,00 0,0 G0 G,0) 0,0 U0 4,0




f,=Tpc(f)  in(X,Y); while X£0 do X:=X-Y; Y:=Y-X od; out (Y)

Y=...3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8
X
-3 -+ 1 0,-3| 1,0 4,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 4,0
-2 -« | 4,0/ 0,-2) 4,0 0,0 0,0 0,00 0,0 0,0 0,0 4,0 4,0 4,0
-1 -+ | 0,01 0,000,-1 4,0 b,0] 4,0 0,0 0,0 0,0 0,0 4,0 0,0

0 0,-3/0,-2/0,-1/0,0(0,1/0,2/0,304|05|0,6|0,7(0,8
1 01,0 0,0 4,0, 0,0 0,1 | 4,0 0,0 0,0 4,0 0,0 0,0] 4,0
2 01,00 0,00 0,00 0,0 0,0 0,2 | 0,0 U,0] U,0] U,0] U,0] U,
3 | 0,0 0,00 4,0 0,0 0,0 4,0, 0,3 | 0,0 U,0) 0,0 O,0] U,
4
)

0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0, 0,4 | 0,0 0,0 4,0 4,0
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0, 0,0 0,0, 40,00 0,5 | U,4) 0,0 0,0




fa=Ty(f)  in(X,Y); while X0 do X:=X-Y; Y:=Y-X od; out (Y)

Y=...3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X
-3 -+ 10,-3]0,-1| 1,00 U, 010) 00,00} 00,00} 00,00y 4,00 1,0 4,0 0,0 0,0
-2 .- | 0,0] 0,-2 0,00 U, 0] 4,00} 040,00 0,0 4,40 4,0 0,00 0,0 0,0
-1 -+ | 0,0 0,010,-1 U,0] b,0] 4,00 0,0 4,0 1,0 0,0 4,0 0,0

0 0,-3/0,-2/0,-1/0,0(0,1/0,2/0,304|05|0,6|0,7(0,8
1 01,00) 0,00 0,00 0,0, 0,1 | U1,0) 01,00 01,00 U,0] 0,0 U,0] U,
2 01,00 0,00 0,00 0,0 0,0 0,2 | 0,0 U,0] U,0] U,0] U,0] U,
3 | O, 0] O, 0] O, 0] O,0) G, 0,1 10,3 | U, 0} U, 0 U, 0} O, 0] O, 0
4
)

1,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,4 | 0,0 U, 0] 1,0 0,0
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0, 0,0, 0,0, 40,000,5 | 4,4 0,0 0,0




fix (o) in(X,Y); whileX#0do X:=X-Y; Y:=Y-X od; out ()

Y=...3 -2 -10 1 2 3 4 5 6 7 8
X
-3 -+ 10,-3/0,-1| 1,00 U, 1) 00,00} 00,00} 00,00y 4,00 L, 0] 4,00 0,00 0,0
-2 .- | 0,0] 0,-2 0,00 U, 0] 4,00} 04,00 0,0 1,40 4,0 0,00 0,0 0,0
-1 - | 0,0 0,010,-1 U,0] b,0] 4,00 0,0 4,0 L,0] 0,0 4,0 0,0

0 0,-3/0,-2/0,-1/0,0(0,1/0,2/0,304|05|0,6|0,7(0,8
1 01,00) 0,00 0,00 0,0, 0,1 | U1,0) 01,00 01,00 U,0] 0,0 U,0] U,
2 01,00 0,00 0,00 0,0 0,0 0,2 | 0,0 U,0] U,0] U,0] U,0] U,
3 | O, 0] O, 0] O,0) O,0) 4,0, 0,1 10,3 | U, 0} U, 0} U, 0} O, 0] O, 0
4
)

1,00 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,4 | 0,0 U, 0] 1,0 0,0
0,0 0,0 0,0 0,0 0,0, 0,0, 0,0, 40,000,5 | 4,4 0,0 0,0




Hypothesan aufstellen (nadh einigem Probieren)

Betradhte die Fiboraccizahlen:
Fo= 0,F,= lLundfiralei=0:F,,= F,, +F.

Fo=0,FK=1F=1F=2F=3,FK=5F=2_5,
F-= 13,Fg= 21,Fg= 34,F = 55, F;;= 89,F,= 144, ...

Die while-Schleife terminiert zum Beispiel fur die Eingaben
(0, und(1,1) und(F,,, Fyr.1) und(-F,, -F,.1) fur ale
natUrlichen Zahlen k. Auch fur deren Vielfache. Aber andere
Beispiele findet man nicht ??
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Setzt man F_; = -1, dann erhdt man folgende Hypothese:

Das Programm ter miniert genau fur alle Eingaben
(a-Fay,aFyq)

fur alle ganzen Zahlen aund alle naturlichen Zahlenk =0

und liefert dann als Ausgabe die Zahl a.

Selbst versuchen, dieszu beweisan.

DassdasProgramm hierfur terminiert, sient man leicht en;
dassdie while-Schleife nur fir diese Eingaben terminiert,
erkennt man aus der Folge (X,Y) - (X-Y, 2Y-X).
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Hinwels. Wenn de while-Schlelfe fur (X,Y) = (a-Fy,a-Fy 1)
terminiert und dasErgebnis (0,a) liefert, dann betradte die
Anfangswerte (X,Y) = (a-Fy.0,a-Fo1). Nadh einem
Schleifendurchlauf hat sich deseVariablenbelegung dann
geandert zu (beachte: Fy, ,»-Fori1=Fao):
(X-Y, 2Y-X) = (& Fouo-a For, 28 Fopeq -a Foyn)

= (@ F a-Foger-a (Fokea-Faker)

= (aFy, aFyui-a-Fy)

= (aFy,aFy),
d.h.,auch mit diesan Eingabewerten terminiert die while-
Schleife und liefert ebenfalls dasErgebnis (0,a).

Alle anderen Eingaben dvergieren gegen +(o,-o).

18



