Die Anzahl C, der
binaren geordneten Baume
mit n Knoten.

Ein binarer geordneter knotenmarkierter Baum,

- dess@ Knotenmarkierung Elemente aner geordneten
Menge snd und

- In dem fur jeden Knoten gilt, dass sine Markierung
grof¥er asale Markierungen im linken Unterbaum ist
und Keiner oder gleich zu allen Markierungen im redhten
Unterbaum ist,

hel[3t (bindrer) Suchbaum.



Beadte: Jade srtierte Folge a; a, a; ... a, kann man in jeden
bindren geordneten Baum mit n Knoten auf genau eine Weise ®
einfligen, dassdie srtierte Folge exakt die inorder-Reihenfolge ist.

Beispie (fur n=5):
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Wenn man einen besonders guten (z.B. elnen "optimalen”)
Suchbaum zu einer Folge mit n Elementen (und eventuell
weiteren Attributen) ermitteln will, dann kraucht man also
nur alle bindren geordneten Baume mit n Knoten durchzu-
probieren und das Maimum auszuwahlen, alerdings nur,
wenn deren Anzahl nicht allzu grof3ist.

Wieviele lcher bindrer geordneter Baume gibt es?



Die Anzahl C, der Suchbaume mit n Knoten.

Die Wurzd desbindren geordneten Baums (= Suchbaums) ist
hier grau dargedellt.
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Durch Ausprobieren Sel C,, die Anzahl diesr

erhélt man einige Werte: Suchbaume mit n Knaten,
" Anzal dann glt:
1 1 Co = 1, undfiralen>1:
2 2 n
3 5 C. = C 1-Cn
4 14 n zl -1 ~n-
) 42
wegen
6 132 =
7 429 O 1 Knoten (Wurzel)
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Knoten n-l
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Satz: C. = n+1 2n) Catalansche Zahlen

N&dherung: C, = 40
(n+1) V- n

Wir beweisen nu den Satz. Die Naherungergibt sich drekt aus dem
Satz unter Verwendung a Stirlingschen Formel flr die Fakultat.

Die Anzahl C, der Suchbdume ist gleich der Anzehl der
Maodlichkelten, um n , Klammer auf und n, Klammer zu* wiein
korrekt geklammerten Ausdriicken aneinander zu reihen. Z.B. gibt es
genau 5korrekte Klammerungmaogli chkeiten fir n = 3, namlich:

(0, CO0), (OO, OO, OO0.



Behauptung: Die Anzahl C, der Suchbaume ist gleich der
Anzahl der Mogdlichkeiten, um n ,Klammer auf* und n

, Klammer zu* wie in korrekt geklammerten Ausdriicken
aneinander zu rethen:

(€0))). OO )OO0, 000,

Wir geben diesen Zusanmenhang [razise an:

1. Jader korrekt geklammerte Ausdruck fangt mit " (* an.

2.Esgibt zu diese "(" genau eine aigehorige )", namlich die
erste "Klammer zu", bel der die Anzahl der "Klammer auf"
und"Klammer zu" gleich sind (von links nadh redhts gezahlt).

3. Also hat jeder Klammerausdruck die Form (u)v, wobel sowohl
u as auch v korrekt geklammerte Ausdriicke sind. u und v
sind eindeutig bestimmt.



4.0rdne () den einknotigen Baum zu: O

5.0rdne dannrekursiv dem Ausdruck (u) v folgenden Baum zu:

/Q\

B B

u

wobel B, der zu u undB, der zu v gehodrige Baum ist.

\Y

Umgekehrt gewinnt man aus diesem Baum den Ausdruck (u) v.

Auf dieseWeise |lass sich jedem korrekt geklammerten
Ausdruck umkehrbar eindeutig ein bindrer Baum zuordnen.

Folglich ist auch die Anzahl der korrekten Klammerungen
aus n Klammerpaaen gleich C..

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Wieviele korrekt geklammerte Ausdrtcke gibt es?

Man mussn "Klammer auf" auf 2n Positionen vertellen.

Hiervon gibt esgenau [ZnnJ Mdoglichkeiten.

Von des& Anzahl mussman de a&ziehen, die zu
keinen karrekten Klammerungen fuhren. Diese bestzen
eine erste Position, bis a1 der mehr "Klammer zu" als
"Klammer auf" stehen; sie haben also de Form:

X)Yy
wobel x korrekt geklammert ist und ygenau eine "Klammer auf"
mehr begstzt als"Klammer zu".

Ersetze nunin yjede"(" durch")" und umgekehrt. So moge die
Klammerfolgey' entstehen. Fir X ) y'  gilt dann:
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X moge k Klammerpaae bestzen (0< k <n).

Dann kestzt y n-k "Klammer auf" und nk-1"Klammer zu".
Dann kestzt y' n-k-1 "Klammer auf" und nk "Klammer zu".
Also bestzt x)y' n-1"Klammer auf" und nt1 "Klammer zu".

Weiterhin gilt: Geht man vonzwel versdiiedenen unkarekten
Klammerungen aus, so erhdt man auch zwei verschiedene
Ausdrucke der Form x)y'. Ware namlich x)y' = x,)y,', dann
MusSX=X, sein (dax und X, beide korrekt geklammert sind und
")" an der ersten Position steht, an der die Anzahl der "Klammer
zu" die Anzahl der "Klammer auf" Ubersteigt) und ebenso muss
dann y =vy,' san (dadie Langen der beiden Ausdriicke gleich
lang sind, rémlich 2n) und folglich gilt auch y=y,.

Wir haben also gezeigt: Jader unkarekten Klammerung von n
Klammerpaaen lass$ sich eindeutig eine Folge von n-1
"Klammer auf" und n+1 "Klammer zu" zuordnen.
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Die Umkehrung glt aber auch.

Wenn eine Folge aus n-1 "Klammer auf" und ntl "Klammer zu"
gegeben ist, so muss esgenau eine aste Stelle geben, an der die
Zahl der "Klammer zu" die Zahl der "Klammer auf" erstmals
Ubersteigt. Die Folge hat also de Form x)y', wobei in x toerall
die Anzahl der "Klammer auf" grof3er oder gleich der Anzahl der
"Klammer zu" bis a1 diese Stelleist. x ist also ein korrekt
geklammerter Ausdruck. In y gibt es dann eine "Klammer auf"
weniger, as es'Klammer zu" gibt. Wandenun y inen yum,
Indem jede " (" durch")" ersetzt wird undumgekehrt. So erhalt
man eine Folge x)y, die gleich viee "Klammer auf" und
"Klammer zu" besitzt und de nicht korrekt geklammert ist.

DieseZuordnungist off enbar ebenfalls eindeutig. Also glt:
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Daher qilt:

Jader unkarekten Klammerung von nKlammerpaaen lasst sich
umkehrbar eindeutig eine Folge von n1 "Klammer auf" und
n+1"Klammer zu" zuordnen. Und:

Die Anzahl der unkorrekten Klammerungen mit n
Klammerpaaren ist gleich der Anzahl der Folgen von n-1
"Klammer auf" und n+1" Klammer zu" .

Deren Anzahl ist aber [ﬁrﬂ

Wir haben also gezeigt:

C, = 2n_fanf_ 1 f2n .Damit ist der Satz bewiesen.
n n-1) n+l( n
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Folgerung:
Cn+1 - Cn '

42
n+2

Diese Formel kannman zum enen das eporentielle
Wastum entnehmen, dasin der Naherungsformel
ausgedrickt wird. Zum anderen las®n sich hiermit die
Catalansdhen Zahlen, ausgehend van C, =1, leicht iterativ
berechnen.

Hinweals. Aus dem Satz las$ sich schlief3en:

Der Binomialkoeffizient [Zn”

Unter welchen Bedingungen auch aurch n+2?

Man erhalt oft solche "nebensadlichen" Realltate.

J ISt stets durch n+1 tellbar.
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