6.5 Streuen und Sammeln

Sortiere Werte, die in einem festen Intervall [UNT, OB] liegen: a;, &, ..., &, mit
UNT < & < OB. O.B.d.A sgien die g natirliche Zahlen und UNT = 0 und OB = m-1.
Bucketsort: Verteile ("streue") die n Elemente A(1..n) auf m nacheinander angeord-
nete Facher bucket(0..m-1) ("Eimer", daher "bucketsort"), hole sie anschliellend in
der Reihenfolge der Fadher wieder heraus undlege sieim Feld A ab.

Aufwand: O(n+m). Programm zum Sortieren (Listenbeabeitung selbst hinzufiigen):

... Ar array (1..n) of integer; bucket: array (0..m-1) of "liste voninteger"; ...

begin

for j in 0..m-1 loop bucket(j) := "lea™; end loop;

foriin1.nloop -- streuen
bucket(A(i)) :="hange A(i) an bucke(A(i)) an"; end loop;

i:=0;

forjin0..m-1loop -- sammeln

whil e "bucke(j) nicht leg" loop
i :=i+1; A(i) := "erstes Element von bucke(j)";
bucket(j) :="bucke(j) ohne das erset Element"; end |oop;
end loop;
end

© V. Claus fur diese Kurseinheit
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6.6 Paralleles Sortieren

Das Sortieren von nElementen kostet mindestens nlog(n)
Vergleiche, wenn nu ein Prozesor vorhanden ist. Ein schnell er
Redhner kann heute enige Milli onen Vergleiche pro Sekunde
durchfihren, sofern man 32 stelli ge Zahlen als Schltis=l
verwendet. Fur die Umspeicherungen usw. setzen wir den
Faktor 10 an. Will man maximal eine Stunde auf das Ergebnis
warten, so lasen sich aso 1@ Vergleiche ausfihren, womit
man urgefahr 40.000.@0 Elemente sortieren kann (voraus-
gesetzt, sie passen alein den Arbeitsgeicher).

Solche Grolenordnungen sind selten, so dassim Prinzip das
Sortieren heute kein Problem mehr darstellen soll te. Allerdings
entstehen Probleme, wenn eine Sortierung sehr schnell erfolgen
muss weil sicherheitskritische Systeme hiervon abhéngen, ocer
aus anderen Grinden.

11.7.02
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Will man also schnell er sortieren, so kann man entweder auf
noch schnell ere Rechner warten oder man kann eine
Beschleunigung des Sortierens durch parall eles VVorgehen
erhoffen. Wir stellen hierzu zwei ,einfache” Verfahren vor.
(Weitere Verfahren finden Sie in dem Buch vonl. Wegener,
"Effiziente Algorithmen fr grund egende Funktionen”,
Teubrer-Verlag.)

Verfahren 1
Lineae Kette mit n Prozessoren.

Verfahren 2
Divide and Conquer Verfahren mit (1/4)-nlog?(n) Prozessoren.
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Verfahren 1: Lineare Kette

Hierzu betradhten wir einen Prozessor, der

zwei Speicherplétze fur Zahlen,
einen Eingang (links) und

einen Ausgang (redts)
besitzt:
51 51
— > — — — —

96

Grundhaustein, Grundhaustein Grundhaustein
lea mit einer Zahl mit zwei Zahlen

(Die Zahl darf auch unten stehen.)
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Der Grundhaustein kann nu folgenden Befehl ausfihren:

1.Falser zwei Zahlen besitzt, gibt er die grolere der beiden
nadh redhts aus.

2. Fals eine Zahl vonlinks kommt, legt er siein einen seiner
freien Speicherplétze.

Die Befehlsteile 1. und 2werden gleichzeitig ausgefthrt!

Wenn de Bedingung in 1.oder in 2.zutrifft, dann muss
der Befehl auch ausgefihrt werden.

Befehl 33
33 —» — ) — —
ausfuhren
11.7.02 © Kap.6.6, Paralleles Sortieren, Inf
Befehl
33 —» 2 — ) — 2 —
ausfuhren 33
Befehl
33 —» a0 _96, ) — ol —
96 ausfihren 33
Befehl
91 —» o 1 ) — e —
33 ausfuhren 33
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Nun koppeln wir n=5 solche Grundbausteine zu einer Kette
aneinander:

Wir verlangen, dassall e n Bausteine synchron arbeiten. Nun
geben wir in =5 Takten de Zahlen 8, 4, 5, 1, &onlinksein:

8—» — — — — —
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4 8

—_—> e e e e e

5 8

e e e e e e
4

1 5 8

—_— > e e e e e
4

6 1 8

e e e e e e
4 5
1 4 8

Die Eingabe ist beendet. Die Kette abeitet noch weliter, bisin
jedem Baustein genau eine Zahl steht.
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1 4 8

— — . — c — — —
1 4 6 8

— — — c — — —
1 4 8

— — — c — s — —
1 4 8

— — — c — e — —

Nad 2n1 Takten endet das Verfahren undjeder Baustein gibt
im 2n-ten Takt seine Zahl aus. Diese Folgeist sortiert.
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Wieviele Schritte benttigt dieses Verfahren?
Off ensichtlich sind nElemente nach 2n-1 Schritten sortiert.

Hierfir bendtigt man nProzessoren.
Fir grof3e Werte von nist dies eine deutliche Verbesserung
gegenuber den hisherigen O(nlog(n))-Verfahren.

Gibt es bessre Verfahren? Mogli chst solche, dieviel
schneller alsin O(n) Schritten arbeiten - dafUr durfen sie
dann auch mehr as O(n) Prozessoren besitzen ...
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Verfahren 2: Divide and Conquer Ansatz

Der Divide-and-Conquer-Ansatz lautet:
Zerlege das Problem in z.B. zwel Teil probleme, 10se diese und
setze aus den Teill 6sungen de Gesamtldsung zusammen.

Wir gehen nun vonreiner allgemeinen Struktur aus, bei der
die zu sortierenden Elemente nicht nacheinander, sondern
parall el zueinander eingegeben werden. Dies bedeutet, dass
wir mit mindestens O(n) Grundhausteinen rechnen missen,
um n Elemente zu sortieren.
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Als Grundhaustein verwenden wir einen elementaren
Sortierbaustein sort fir zwei Werte:

X ——> ——— Min(x, y)

sort

y — » — Max(x,y)

Hiermit kann man beispielsweise n = 4 Werte wie folgt sortieren:

a sort > sort > Sortierte
b — —

c >< | o Folge der
d sort .| sort » ab,cd

11.7.02 © Kap.6.6, Paralleles Sortieren, Inf 11



Beispiele:

2—» > 4 > 1
sort sort
1—» —3— > 2
4, 2 st |
3 sort | , 4| sort [ R
2 2. 1 »
4—> sort | = 7] sort | > 1
22— }4{: 22— ot — 2
33— » |3 —> 3

4 Elemente werden in 3 Schritten mit 5 Bausteinen sortiert.

11.7.02

n Eingabewerte
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Divide and Conquer Ansatz fiir n Eingabewerte:
SORT (n)

SORT (n/2)

Mischen (n)

SORT (n/2)

VYVIVVIV VVVVVIVY

I IR 1111Y

12

n sortierte Ausgabewerte

11.7.02
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Genauer: Gegeben sind n Eingabewerte X, X,, ..., X,.
Wir erhalten 2 sortierte Folgen mit je m Elementen:
&, &, ....,a, und Q, b, ...,b, (M=n/2)

und nsortierte Ausgabewerte z;, z,, ...z,  goRT n)

X
14> = -—> Z
X 4 » —» % 4 » z;
§3 T - 85 T— Z;
4 > —> - 7
X I2| SORT(M2) 1% T %
Xg > ™ .0 — Z
X7 1> —» 4 z?
Xg > = &, . >
8 Z
Xg 1 » =+ b, Mischen (n) 4+ 7
X101> - b, > Zy
T—> -+ b e B—
| SORT (n/2) Bl 1
B T —
T —> -
X, > b -— Zz,
11.7.02 © Kap.6.6, Paralleles Sortieren, Inf 14

Die Rekursion sorgt daflir, dassdie Folgen a;, &, ...,a, und
b, b, ..., I, sortiert sind (m=n/2).

Wenn es einen "guten” Baustein Mischen (n) gibt, dann lasg
sich hieraus auch ein "gutes" Sortierwerk fir n = 2s
Eingabewerte, fir jede natirliche Zahl s, konstruieren.

In der Tat gibt es eine Technik, um zwei sortierte Folgen
parallel in relativ wenigen Schritten zu einer gemeinsamen
sortierten Folge zu mischen.

Diese Technik nennt sich "odd-even-merge" (dtsch.: gerade-
ungerad-Mischen) undwird ebenfall s rekursiv definiert.

11.7.02
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Definition: odd-even-merge "Mischen(2m)"

Gegeben: zwei sortierte Folgen (fir m = 2k fir eine natirliche
Zahl k=0) a, &, ...,a,und Q, b, ..., .

Ergebnis: die zugehdrige sortierte Folge z,, z,, ..., Z,, -

Vorgehen zur Durchftihrung von "Mischen (2m)":

m = 1. Vergleiche mit dem Baustein "sort"; fertig.

m> 1

(1) Mischerekursiv die ungeraden Glieder der & und cer b-
Folge sowie die geraden Glieder der a und der b-Folge,
d.h.,mische die sortierten Folgen a, a;, &, ...,8,.; und
b,, bs, b, ..., i, ; zur sortierten Folge u,, W, Ws,..., U,
und mische die sortierten Folgen &,, a,, &, ..., &, und
b,, by, bg, ..., i, zur sortierten Folge v,, Vs, vs,..., i, .

(2) z, =uy, z,,, = V,, undfihre paralel m-1 Vergleiche durch:
Zy = Min(U,q, Vi), Zyy = Max(u,,4, V) firi=1,2,..m-1.

11.7.02
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Wir konstruieren zunadhst das Mischen fur einige Werte vonm.

Der Fall m=1 bendtigt genau einen Sortierbaustein:

sort

Diesist der Baustein Mischen(2).

16
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m = 2: (beadte, dass a;, &, bzw. b, b, sortiert sind))

a. ' .

1 ™ Mischen(2) > 7

o < e[
________ SOor

b 1 1 —> Z

b | Mischen(2) "Y1 3

2 I __ I V2 g Z4

=N > > 7,
sort
D I
Sor
b2 B — > Z,
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Wir kirzen diesen Baustein duch Mischen(4) ab:

=N Y A
sort
3 — [ 2
< e
SOor
b2 —_— > 7,
Mischen(4)
r ____________________ bl
a4 — — 7
& — — 7,
|
b2 ', jl—» Z,
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Mischen(4)

\4

sort

sort

sort

Mischen(4)

\4

11.7.02

m = 4. Bereinigung der Verbindungen ergibt:
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|

sort

\4

sort

L L &P

sort

\J

[y

sort

o O T
N

w

|

sort

sort

A 4

sort

sort

\J

sort

\4

Beadte: a, &, a;, 8, bzw. by, b,, b;, b, sind sortierte Folgen.

20

11.7.02

© Kap.6.6, Paralleles Sortieren, Inf

21

11



m = 4: Dies klrzen wir erneut ab duch

a —»
& —
a, —n
% —
b, —
b, —
b3—>:
b4—>:

11.7.02
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Wir betrachten nun a&n Gesamtalgorithmus SORT fir n=16:

22

SORT (16)
r--—-—=—=—=-—=-"=—==-"=—"°"=="="=""=""=""=""="=""="=-"=-"=== I
x, —! 1= 2
X, —» > %
X5 —»l 125 5
X4 —™ I Z
X —> 7
5 ™ 5
X7 _>I I— 27
1 %
Xg 7™ I Z
X191 10
10 I— Z
X117 11
X12_>| 1— le
X13—> 1= 7213
X1z —l 13 Zis
X16— 1> Zi6
e e e e e e e e e e = — a
11.7.02 © Kap.6.6, Paralleles Sortieren, Inf 23
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Rekursives Ersetzen fur SORT(16) ergibt:

e e e e e e e e e e e — == - — - 1
r——T-~—T-=—==—= Tttt == 1
X1 8 —i Mischen(16) i Z
Xz —h»l a,— it 7,
2
X3 —t» a;— > Zg
Xy —» SORT(8) — > Z,
X5 — 85— E:%
X iz
Xt 1) & Ty
8™ B it» Zg
I b 1 ™ 29
11 I
§9 e b,— ':—> Zip
10" T b,— Ly 7
X711 —77 3_| 1l 11
X3 — b,— 0> Z12
x;5—» SORT(8) 51 i Z3
X1 —L»] b >z
Xig—'* b7:'. > 75
Xi6—H» 8 .L:" Zip
e e m e e e e e e e e e = = ———
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Einsetzen vonMischen(16) ergibt die Struktur:

X; — SORT(8)

U_|><
PP DL,

A WN P

x2_3| SORT(8)

(oejojegojonogey

o ~No g

Setzt man alle kleineren schonkonstruierten Bausteine an, so erhalt man
den aufihrbaren Algorithmus (selbst durchfihren, vg. dann Folie 55).
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Zusammenfasaung der rekursiven Struktur des parall elen Sortierens:

SORT(n)
n/2
— | SORT(n/2) n Ausgange
Mischen(n)
2_y|| SOrRT(n/2)

Anzahl G(n) der Bausteine sort: G(2) = 1 undfir n=2k, k>1:
G(n) =2G(n/2) + M(n),
wobei M(n) die Anzahl sort in Mischen(n) ist.

Mischen(n) ist ebenfall srekursiv definiert (néchste Folie):
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Mischen(n)

AN
= H>
N—r

_>
g i
3 >
- H>
=

_>

_>
N >
A
s >
D i
< >
!
s —> >

Anzahl M(n) der Bausteine sort im Algorithmus Mischen(n):
M(2) =1 undfir n>2: M(n) = 2M(n/2) + n/2-1.

26
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Nacdhdem der Aufbau des parall elen Sortieralgorithmus Klar ist,
mussen wir beweisen, dassdie Technik "odd-even-merge” die
beiden geordneten Folgen a,, &, ...,a, und Ry, b,, ..., i,
tatsadhlich zu der geordneten Folge z,, z,, ...,Z,, 1, Zom
zusammenmischt.

Satz:

odd-even-merge sortiert die geordneten Folgen a,, &,, ...,a,, und
b,, b, ..., I, zur geordneten Folge z;, z,, ...,Z,, 1, Zom

Bewels:
Wennm=L1 ist, dannwerden zwei Zahlen duch den
Sortierbaustein sort geordnet und der Satz ist richtig.
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Sei daher m>1. Gegeben sind zwei sortierte Folgen a;, &, ..., a,
und R, b,, ..., ,. Nadh Definition von oddeven-merge werden
die sortierten Teilfolgen mit jewells m/2 Elementen

&, 8, &, ...,a,, und by, by, b;, ..., i, zur sortierten Folge

U, U, Us,..., Y, bzw. &, a,, &, ...,a, und B, b, b, ..., I, zur
sortierten Folge vy, V,, Vs,..., i, rekursiv gemischt.

Die Ergebnisfolge ist definiert durch z,=uy, z,,,=V,,, und

zeigen, dessdie z-Folge hierdurch korrekt sortiert ist.

u, mussdas Minimum der beiden Folgen sein, da g und b die
Minimader a bzw. b-Folge und keide Elemente in der u-Folge
sind. Analog glt, dass v,, das Maximum der Ergebnisfolge sein
muss Also sind z; undz,,, richtig bestimmt worden.

28
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Um zu zeigen, dassz, =Min(u,,,,V;), Z,,; =Max(u;,4,V;) richtig
festgelegt wurden, genligt es zu zeigen, dass s$ch das Element
U, IN der sortierten Ergebnisfolge an der Position 2 oder 2i+1
befinden muss(analog mussman des fur das Element v, nadh-
weisen). Wir beweisen diesin adt Schritten (a) bis (h).

Wir betrachten u,, fir eini zwischen 1 undm-1. O.B.dA.
nehmen wir an, dassdieses Element aus der a-Folge ssammtund
dasj-te Element der Tellfolge mit den urgeraden Indizesist,
d.h.,esgibteinjmit 1<j<m/2 mitu,, =a;,.

(8) Wieviele der Elemente der a-Folge sind Keiner asu,,,?
Genau 2j-2 Elemente;

dennweil U, = &, ist, misen de Elemente g, &, ..., &y, der
geordneten a-Folge kleiner asu,,,; sein.

11.7.02
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(b) Wieviele der Elemente der b-Folge sind Keiner asu,,,?
Mindestens 2i-2j+1 Elemente. Beweis hierfir:

Wegen y,; = &;; undwegen 3 < &< & < ... < &3 misen sich
unter den ersten i Elementen uy, W, ...,u; der u-Folge genau dese
(1-1) Elemente aus der a-Folge befinden. Folglich missen unter
diesen ersten i Elementen der u-Folge genau i-(j-1) =i-j+1
Elemente der b-Folge sein. Dain der u-Folge aer nur die
Elemente mit ungeradem Index sind, missen desgenau de
Elemente by, b, b, ...,by;.1).1 Sein. Dadieb-Folge sortiert it,
mussen daher mindestens die Elemente by, by, by, ..., By .1y
kleiner asu,, sein. lhre Anzahl ist 2i-2j+1.

(c) Folglich stehen in der sortierten Ergebnisfolge mindestens
2j-2 + 2i-2j+1 = 2i-1 Elemente vor u;,,, d.h.,in der
Ergebnisfolge kann y,, frihestens das Element z,; sein.
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(d) Wieviele der Elemente der a-Folge sind groféer alsu,,,?
Genau m-2j+1 Elemente,

dennwegen Y, = &;.; MUseNn &, &y, ..., &, grofder asu;,, sein.

(e) Wieviele der Elemente der b-Folge sind g0fr alsu,,,?
Mindestens m-2i+2j-2 Elemente. Beweis hierfur:

Wegen (b) muss Uy, < by 1), SEIN; denn sonst ware u;,,; nicht
das (i+1)-te, sondern ein spéteres Element der u-Folge. Also
mUssen mindestens die Elemente  byj.qy41, Bojeryezs -0 By

groler asu,,, sein. lhre Anzahl ist m - (2i-2j+3) + 1 = m-2i+2j-2.

(f) Folglich stehen in der sortierten Ergebnisfolge mindestens
m-2j+1 + m-2i+2j-2 = 2m-2i-1 Elemente hinter u;,,, d.h.,
in der sortierten Ergebnisfolge mussu,,, spatestens das Element

Zom-(2m-2i-1) — Loi+1 SEAN.
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(9) Nunfiihre man genau die gleiche Untersuchung fir v; durch.
Auch hier erhélt man, dassy;, frihestens das Element z,; und
spétestens das Element z,,,, in der Ergebnisfolge sein kann.
(FUhren Se diesen Beweis slbst andog zu (a) bis (f).)

(h) Aus (f) und(g) folgt nun, dassdie Elementeu,,, und v sich
an den Positionen 2 und 2+1 der z-Folge befinden missen.
Daher muss z, =Min(u,4,V,), Zy,, =Max(u,,,,V;) fur die sortierte

Ergebnisfolge z;, z,, ..., Z,,, gelten.

Damit ist der Satz bewiesen.

32
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Skizze zum Beweis: O.B.dA. s&i Uy, =3y ;.

Es snd Keiner alsu,,, Es sndgrofer dsu,,,

A< B< .. <8, % =B = =8y
~— <u < ——
_— =M+l =~
by < B, < ... < byjiays By ja1ye1 S Pogijunya < - <

Z1, 2y, s Zyigy Zyig Zy  Zyiyg Zisp1 Zoj4zs -1 Zom

[Wenn u,; = &, ist, soist v; = by ). Beide missen an den
Positionen 2i oder 2i+1 in der sortierten z-Ergebnisfolge stehen.
Esist nur noch zu pridfen, oba,;_; kleiner oder grofer als by .4
ist. Folglich gilt z,; =Min(u;,1,V;), Zyi., =Max(U;,1, Vi) ]
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Nun zur Komplexitat:
Wiegrol3,wie breit undwietief ist dieser parallele
Sortieralgorithmus?

"Grofe" soll ein Mal3 fur die "Herstellungskosten” sein,
wenn man den Algorithmus hardwaremaldig redisiert:
G(n) = Anzahl der Bausteine sort in SORT (n).

"Tiefe" soll die Laufzeit des Sortierens angeben:
T(n) = Lange des langsten gerichteten Weges durch
Bausteine sort in SORT (n).

"Breite" soll die Anzahl der Mikroprozessoren angeben,

die fur eine Softwarel 6sung bendétigt werden:

B(n) = Minimale Zahl der Bausteine sort, die parall el
zueinander liegen musen, ohredie Tiefe zu
verandern.
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Sehe Folien 26 und 27:

Anzahl G(n) der Bausteine sort: G(2) = 1 undfir n=2k, k>1:
G(n) =2G(n/2) + M(n),
wobel M(n) die Anzahl sort in Mischen(n) ist:

M(2) = 1 undfir n=2k, k>1: M(n) = 2M(n/2) + n/2-1.
Fur dieTiefegilt: T(n) = T(n/2) + "Tiefe von Mischen(n)".

Die Breite betragt B(n) = n/2. Denn vonjedem Eingang X; muss
ein langster Weg ausgehen und de Anzahl der Bausteine, die
unmittelbar hinter den Eingéngen liegen, betragt n/2. Im
weiteren Verlauf der Rekursion kammt man mit dieser Zahl
auch aus, siehe die Formeln fir SORT(n) undftr Mischen(n).
Diesl&sd sich auch formal beweisen, worauf wir hier
verzichten.
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Einige Grofen der Mischen-Bausteine: M(2) =1, M(4) = 3,
M(8) =9, M(16) = 25,M(32) = 65. AusM(n) = 2M(n/2) + n/2-1
gewinnt man durch Einsetzen rasch die Gleichungen:

M(n) = 2M(n/2) + n/2-1

= 2.(2M(n/4) + n/4-1) + n/2-1

= AM(N/4) +2/2-1-2

= 4(2M(n/8) + n/8-1) + 2.2 - 1- 2
8M(/8) +3n/2-1-2-4

= 2100M-LM(2) + (log(n)-1)-n/2 - (21091 - 1)
=n/2+n/2log(n)-n/2-n/2+1
=n/2-(log(n)-1) +1

Esqilt dso M(n) =n/2 - (log(n) - 1) + 1.
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Hiermit kdnren wir nun de "GroRe" G(n) ausrechnen:
G(n) =2G(n/2) + M(n)
2G(n/2) +n/2- (log(n) - 1) + 1
2(2G(n/4) +n/4 - (log(n/2) - 1) + 1) +n/2 - (log(n) - 1) + 1
=4.G(n/4) + n/2 - (log(n) - 2) + n/2- (log(n) - 1) +1 +2
=4(2G(n/8) + n/8 - (log(n/4) - 1) + 1)
+n/2-(log(n) - 2) + n/2- (log(n) - 1) +1 +2
8G(n/8) + n/2- (log(n) - 3)
+n/2-(log(n)-2)+n/2-(log(n)-1) +1+2+4

= 209M-1.G(2) + n/2:(1+2+..+(log(n) - 1)) +1+2+...+2l09(n)-2
= 2109(M-1 + n/41og(n)-(log(n)-1)) + 2lo9()-1- 1
= (n/4)1og(n)-(log(n)-1)) + n - 1.

Ergebnis: G(n) = (n/4)log(n)-(log(n)-1)) + n - 1 O O(nlog3(n)).
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Entscheidend fir den praktischen Einsatz ist die Tiefe T(n).
Hierzu betradhten wir Folie 27:

Die Tiefe von Mischen(n) ist die Tiefe von Mischen(n/2) + 1,
woraus fort die Tiefe log(n) fur den Teil Mischen(n) folgt.

Nadh Folie 26 gilt dann:

T(n) = T(n/2) +log(n)
=T(n/4) + log(n/2) + log(n) = T(n/4) + log(n)-1 + log(n)
= T(n/8) + log(n/4) + log(n/2) + log(n)

.1.'.(2) + log(n/2'°9n)-2) + |og(n/2!09M)-3) + ... + log(n)-1 + log(n)
=1+2+3+..+log(n)
=(1/2)-log(n) - (log(n) + 1).

Ergebnis: T(n) = (1/2) -log(n) - (log(n) + 1) O O(log4(n)).
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G(n) = (n/4)1og(n)-(log(n)-1)) +n -1 Faustformel:

T(n) =(1/2)-log(n)-(log(n) + 1) G(n) = n/2-T(n).
n G(n) T(n)
Eingéange Grofe Tiefe
2 1 1
4 5 3
8 19 6
16 63 10
32 191 15
64 543 21
128 1471 28
256 3839 36
512 9727 45
1024 24063 55
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n G(n) T(n)
Eingange Grole Tiefe

16 63 10

128 1471 28

1024 24063 55

16384 | 1490957 | 105

Mit 24.063Bausteinen sort
kann man also in 55 Schrit-
ten 1024Zahlen sortieren.

Mit etwa 100 Millionen
Bausteinen sort kann man
in nur 210 Schritten rund
1 Million Zahlen sortieren.

Solche Algorithmen sind tedhnisch duchausredisierbar. Sie konren
in Zukurft die Leistungsfahigkeit beim Sortieren deutli ch steigern.
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Durchdenken Sie éne mdgliche Readlisierung weiter, z.B.:

- Gibt es Prableme bel der Hardware-Redisierung? Lassen sich die
vielen Leitungen problemlos verschalten / auf Platten drucken? ...
Jede Leitung in unserer Skizze besitzt eine "Breite", z.B. 64Bits
zuzlglich Kontrollbits.

- Wie kann man den Sortierbaustein sort realisieren? Nehmen Sie
an, dassdie zu sortierenden Schliissal k-stellige 0-1-Folgen sind,
wobei man wegen der vidfaltig mdglichen Schllissel von k=64
ausgehen sollte. Wasist dann de minimale Tiefe (=langster Weg
Uiber Gatter von einem Eingang zu einem Ausgang) von sort?

- Wie kann man Millionen von Daten gleichzeitig an alle Eingange
legen? Wdche Strukturen miisseen die Speicher hierfir besitzen?

11.7.02
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Wie sehen softwaremafige Realisierungen aus?

Bel n Eingabewerten kann man /2 Prozeduren definieren,
die jewell s "den nachsten Gesamtschritt” (= dl e parall el
durchfihrbaren Sortierschritte) ausfhren. Hierfir greifen
sieimmer wieder auf das Feld der zu sortierenden Daten

x: array(1..n) of <Elementtyp> zu, aus dem in jedem Schritt
gelesen undin dasin jedem Schritt geschrieben wird.

Im Algorithmus gibt es Teil e, in denen ein Wert nur
weitergereicht wird. Hierfur flhren wir den zusétzlichen
Baustein "id" (Identit&t) ein, der zwei Werte anliest und
unverandert wieder ausgibt:

id

—_— O

42
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Der Mischbaustein Mischen (4) (siehe Folie 19)

Xp ——» > 2,
sort
sort
Xg —> > Z,

wird dannredisiert durch zwe Prozeduren P1 und P2;
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procedure P1is -- x: array(1..n) of <Elementtyp> ist global

hl, h2 <Elementtyp>;

begin (h1, h) :=sort (x(1), X(3)); x(1) :=h1;x(2):=h2 $
(h1, h3 :=sort (x(2), x(3)); x(2) :=h1; x(3) :=h2

end;
procedure P2 is -- x: array(1..n) of <Elementtyp> ist global

hl, h2 <Elementtyp>;
begin (h1, h2 := sort (x(2), x(4)); x(3) :=h1; x(4):=h2 $
(h1, hd :=id (x(2), x(4)); x(1) :=h1; x(4) :=h2
d
= $ steht fiir "Synchronisation”
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Der Mischbaustein Mischen(8)

Xl —_— P > Zl
sort
Sor Sor
sort
sort Ze
X
5 sort
Xg B . L 7z,
Sor N
X, P »| Sort z,
sort . 7
Xg ——— > Zg

wird dannredisiert durch vier Prozeduren, deihre
Arbeitsweise synchronisieren missen:
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P1

P4

A 4

procedure Mischen8is
procedure P1isbegin ... end,
procedure P2 isbegin ... end;
procedure P3isbegin ... end,

Die Synchronisiation
ist innerhalb der
Prozeduren P1 bis P4

procedure P4 isbegin ... end; :
begin PL: P2: P3: P4: end: sicherzustellen.
11.7.02 © Kap.6.6, Paralleles Sortieren, Inf 47

24



Man erhdlt auf diese Weise @ne "normierte Darstellung":

O
Ee]

EEEEEEEEEEREEEEE]S
Jooooddno e
NEEEENEENENENEEERS
Jooooddno e
EEEEEEEEEEREEEEE]S
EEEEEEEEEEREEEEE]S
Jooooooo |
NEEEENEENENENEEERS

x = Datenschicht, Op. = Operationsschicht. Jeder Operationsbaustein sort
oder id hat zwel einlaufende und zwei ausgehende Verbindungen.
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Jede Operationschicht 1asg sich duch /2 Prozeduren
softwaremal3ig beschreiben; diese Prozedruen kénren wir
beenfall s fur die n&chste Operationsschicht verwenden
usw., so dasswir aus Software-Sicht folgendes Ergebnis
erhalten (die Operationen id kann man rettirlichim
Programm weglassn, nicht aber die Synchronisierung):

Mit n/2 Prozeduren lassen sich nElementein

T(n) = (1/2) -log(n)- (log(n) + 1)

Schritten sortieren, wobei jede der n/2 Prozeduren aus einem
sequentiell en Programmstiick mit bis zu T(n) einzenen
Sortieroperationen sort besteht und T(n)-1 Synchronisations-
anweisungen besitzt.

Diese Prozeduren kdnren automatisch durch ein Programm
erzeugt werden; sie hangen nu vom Parameter n ab.
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Wie miissen Programmiersprachen beschaffen sein, damit der
synchrone Ablauf und de V erzégerungen gesichert werden?

Diese Sprachen miissen in der Regel mehrere Anforderungen
erfullen:

Teile enes Programms miissen urabhéngig voneinander
ablaufen kénren (Nebenlaufigkeit, "tasks").

Es muss Synchroni sationsmedhani smen geben.

Man mussZeitvorgaben (innerhalb von ...Mikrosekunden
fihre durch ...) macdhen kdnren undes mussV erzogerungs-
elemente (delay) geben.

Es mussder parall ele Zugriff auf Daten moglich sein.
Esmuss...

Siehe weiteres Studium, Praktika, Projekte.....
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Zum Abschlussdas vollstandige Beispiel SORT(16)

SORT(8)

Mischen(16)

SORT(8)

11.7.02
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SORT (4)

] Mischen(8) Mischen(8)
| SORT@4) H
| SORT@4) H
] | Mischen(8) Mischen(8)
| SORT@4) H
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SORT(16)
—1| SORT(2) z’% :
—1| SORTO) g i
Mischen(8) Mischen(8)
SORT(4) H
SORT(4) H
] |  Mischen(8)
SORT(4) H
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SORT(16)

SORT(2)

Mischen(4)

SORT(2)

| Mischen(8)
SORT(4) |

SORT(16)

- I-‘Iyll ITI L
- - @E‘-‘MY&E_-‘:’,»-\',-
M EEp A et 1S
0 O 0
e
e i o i
- l-“ﬂi"-#‘ ﬁ'i'-‘-l‘-l

63 Bausteine sort, grol¥e Tiefe: 10, Breite: 8.

T
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