6. Sortieren

Vgl. Skript Plodereder, SS01, Folien 203 bis 317. Dieses Kapitel geht vor
allem auf eine Vorlesung aus dem Jahre 1983 zurlick.

Sortierte Folgen:

Gegeben sai eine endliche oder unendii che Menge mit totaler
Ordning A ={a,, ...,a} oder A ={a, &, &, a,, ...} mit
y<a<ay<g<...

(1) EineFolgev = v,v,...v, mit v, O A (d.h., vOD A") heif}
(aufsteigend) geordnet genau dann,wenngilt v, <v,<...<Vv,.
(2) EineFolgev = v,v,...v, mit v, O A (d.h., vOD A") heif}
invers oder absteigend geordnet = V<V, ;<...<V;.
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Permutati onen:

Es =i n eine natirliche Zahl.

Eine bijektive Abbildung it {1, 2, ..., n1} - {1, 2, ..., n1}
hei 3 Permutation der Ordnurg n.

[ bijektiv = injektiv undsurjektiv, d.h.,

injektiv: zu je zwei Elementeni # j gilt (i) # 1(j) und
surjektiv: zu jedem j existiert eini mit 1i(i) =j.

Eine Permutationist also nur eéine Umordnung der n Elemente.]

Sortieraufgabe:
Ordne ene Folge von nElementen so um, dass $e sortiert ist.

Formal: Finde zu einer beliebigen Folgev = v,v,...v, O A"
eine Permutation Ttder Ordnurg N mit: Vg Vo Vg ist
sortiert.
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Meist hangt ein Sortieralgorithmus ab vonFragen wie:

- Wie sind de Daten gegeben, zu welchen Mengen gehdren sie?
- Wo liegen de Daten? (Hauptspeicher, Platten, Bander, ...?)

- Zuléssge Operationen? (Vertauschen ..?)

- Behandlung deicher Elemente? (O Stabilitét.)

- Nur Zugriffsgruktur oder Gesamtdaten sortieren?

- Gibt es zusétzli chen Speicher oder nicht?

- Sequentiell es, parall eles, verteiltes Sortieren?

- Effizienz im Mittel oder auch im worst case?

- Erkennen oder Beaditen vonV orsortierungen?
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6.0 Uberblick, allgemeine Analyse

Jedes Element v, der zu sortierenden Folgev = v,V,...v, ist
in der Praxis meist ein umfangreicher Datensatz (record).
Die Folge wird nach einem Ordnurgskriterium sortiert.

Fall 1: Dieses Kriterium wird duch eine Funktiong: A - M
beschrieben, wobei M eine geordnete Mengeist (A braucht
in desem Fall gar nicht sortierbar zu sein). g(v;) = k; heil3t
dann der Schlissl von v, der in der Regel im record v
enthalten ist. (Wir kdnnen also stets Fall 2 annehmen.)

Fall 2: Das Ordnurgskriterium bezieht sich auf eine oder
mehrere Komporenten des records. Den Vektor dieser
Komporenten, nach denen zu sortieren ist, bezeichnen wir
als Schlus=l.
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Wird eine Folge v nach mehreren Komponrenten (Schltissin)
nacheinander geordnet (z.B. die Bevolkerung eine Stadt
zunadhst nach dem Alter und cann - bel gleichem Alter - nach
dem Namen), so kann man de Folge zunachst nach dem am
wenigsten relevanten Kriterium (im Beispiel: nach dem
Namen) und dann schrittweise nach dem néchstwichtigeren
Kriterium sortieren. Hierfir mussein Sortierverfahren "stabil
sein.

Definition:

Ein Sortierverfahren S heildt stabil, wenn S die Reihenfolge von
Elementen mit gleichem Schlissel nicht verandert, d.h:

wenn S(vyVy...\) =V, V,,...V, ist, danngilt fur all eV =V,
mit i; <1, stetsj<k.

S heifdt invers stabil, wenn de Reihenfolge der Elemente mit
gleichem Schlissel von S gespiegelt wird.
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Sortieren erfordert in der Praxis viele Umspeicherungs-
operationen. Sind de Elemente sehr grol3,so kostet dies viel
Zeit. Man zieht daher die Schliissl und den Verweis auf den
jewelli gen Datensatz heraus und sortiert nur diese Schlissl-
Verweis-Tabelle. Wir werden also urseren Sortierverfahren
Elemente des Datentyps

recrd key: <Typ des Schlissls>;
zeiger: <Typ der zu sortierenden Elemente>;
endreoord

zugrunce legen. Es genuigt, sich nu auf die Sortierung der
Schlts=l zu beschranken.
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Definition:

Fur eine Permutationt {1, 2, ..., A1} - {1, 2, ..., 1} heildt
1(r) = O (i,j) |1 <j undm(i) > m(j)} I
die Inversionszahl (oder der Fehlstand) von 1t

Analog: Fur eine Folge v,v,...v, hell}
I(v) =X (ij) i <jund y>v;}0
die Inversionszahl (oder der Fehlstand) von v.

Wegen [(VV,...v) + 1(V, Vv, .1..v,) = O (i,j) |1 <j}Ogilt der

Hilfsstz: 1(v,V,...V,) + I(VV,1.-Vy) = ! n(n-1).

Wegenl(123..n)=0folgt I(n n1...21) = ! n(n-1).
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Definition:
Ein Sortierverfahren S heil3t ordnurgsvertréglich =

Je geordneter die zu sortierende Folge bereitsist,

umso schnell er arbeitet S.
Genauer:
Wenn Sfur zwei Folgen v=v,v,...v, undw=w,w,...w, die
Permutationen 1, und Ty, redisiert undwenn de Inversionszahl
vonTy kleiner alsdievon 1, ist, dannist auch deZeit, de S
zum Sortieren von v lendtigt, kleiner as die Zeit zum Sortieren
vonw.
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Wir betrachten de Operation "benachbartes Vertauschen™.
Diese Uberfiihrt eine Folge
ViV oo Mg Vi Vieg Vigo o Vi

in de Folge Vi Voo Vi Vigq Vi Vigy .0V, (FUr ein O<i<n).

Hierflr gilt:
CI(V1Vs.. Vi Vi Vi Viooo.Vy) = T(V V.. Vi Vi ViV, V) O = 1.
Somit haben wir gezeigt:

Hil fsstz:

Ein Sortierverfahren, das auschli ef3lich mit der Operation
"benachbartes Vertauschen” arbeitet, bendtigt im worst case
mindestens ! n(n-1) Schritte.
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Wir betrachten de Operation "Vertauschen”. Diese Gberfihrt
eineFolge (fir 1<i<j<n)

¥ ¥
_ ViVo oo Vg Vi Vigg Vg V) Vigg - Wy
in de Folge ViV Vig V) Vigg Vg Vi Vg o V.

Hierflr gilt:
O0< OI(Vy VoV V) = 1(Ve v )0 < n- 1,

wobei der gréfde Wert n-1 nu erreicht wird, wenn das
kleinste Element am Ende stand und duch die Vertauschung
an den Anfang gebracht wurde bzw. eine hierzu symmetrische
Situation valiegt. Esfolgt:

Hilfssatz: Ein Sortierverfahren, das ausschli efdi ch mit der
Operation"Vertauschen" arbeitet, bendtigt im worst case
mindestens ! n Schritte.
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In der Regel weild man nicht, obman zwel Elemente e@ner
Folge vertauschen soll . Diese Entscheidung wird durch einen
Vergleich getroffen: Falls v; <v; undi > ist, dann vertauscht
man dese beiden Elemente in der Folge.

Wird das Vertauschen durch varher gehende Vergleiche
gesteuert, so dauert das Sortierverfahren mindestens  lange
wie die Anzahl der hierfur erforderlichen Vergleiche.

Eine Folge von Vergleichen hil det einen bindren Baum, der
aus den Knoten undKanten

trifft zu trifft nicht zu

aufgebaut ist.
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trifft nicht zu trifft zu 3
nicht zu

nicht zu
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Hat man all e Informationen zum Sortieren gewonnen,
dannstellen de nul-Zeiger in desem Baum die
Permutationen dar, die zur Sortierung gehoren. Da es n!
Permutationen der Ordnung n gibt, mussder "Baum der
Vergleiche" daher mindestens n! null-Zeiger besitzen.

Ein bindrer Baum mit n-1 Knoten besitzt genau n nul-
Zeiger. Also mussder Baum der Vergleiche

mindestens n!-1
Knoten besitzen.
Die Lange des langsten Weges, also de Tiefe dieses Baums
gibt die Zahl der erforderlichen Vergleiche im worst case
an. Die Tiefe @nes bindren Baums mit k Knoten ist aber
mindestens log(k+1).
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Hilfssatz: Ein Sortierverfahren, das aus<chli efdli ch auf
Vergleichen zweier Elemente beruht, bendtigt im worst
case mindestens

log(n!-1) = nlog(n) - 1,44 n
Schritte.

Hinwels. Wende die Stirlingschen Formel an: Zu jedem n
gibt esein dmit 0<d<1, so dassgilt:

n_ id
n! =[2} V2m el2

Durch Logarithmieren erh@lt man hieraus:
log(n!) = nlog(n) - nlog(e) = nlog(n) - 1,44 n
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Uberbli ck tiber die tibli chen Sortiermethoden:

6.1 Aussuchen/ Auswahlen:

a. Minimumsuche (minimum sort)
b. Hegosort (normal, batom up, Utimativ)

6.2 Einflgen:

a. Einfugen in Listen (Insertion sort)
b. Baumsortieren (mit bindren Baumen, AVL-Baumen, ..)
c. Fachverteil en (radix exchance)

6.3 Austauschen:

a. Benachbartes Austauschen (bubHle sort, shaker sort)

b. Shell sort
c. Quicksort

6.4 Mischen:

merge sort und dverse Varianten
6.5 Streuen undSammeln (bucket sort)
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Sortiermethoden Zeitaufwand zusitzl. Platz
6.1 Aussuchen/ Auswahlen

a Minimumsuche I n? konstant
b. Hegosort < 2nlog(n) konstant
6.2 Einflgen

a Einftigen in Listen | n konstant
b. Baumsortieren < 1,44 nlog(n) O(n)

c. Fachverteilen (im Mittel) O(nlog(n)) O(n)
6.3 Austauschen

a. Benachb. Austauschen ! n23 konstant
b. Shell sort O(n?) < log(n)
C. Quicksort  (im Mittel) < 1,386 nlog(n)|  2log(n)
6.4 Mischen

Verschmelzen (merge sort) O(nlog(n)) n
6.5 Streuen undSammeln O(n) O(n)

276.02

Kap.6.1, Sortieren, Inf 1, SS02

16



