5.4 Analyse der Hashverfahren

Beim lineaen Sonderen steigt die Zeit, die man fir das
Einfligen benétigt, wegen der Cluster mit steigendem Grad der
Auslastung (d.h.,wennsich de Anzahl k der eingetragenen
Schliissel der Zahl p der Plétze in der Tabell e ndhert)
Uberpropartional an. Beim quadratischen Sonderen tritt dies
nicht so stark hervor. Belm Doppel-Hash-Verfahren nach
weniger. (Dafur wird das Léschen jedes Mal schwieriger.)

Wel che theoretischen Ergebnisse gibt es zur Analyse der
Laufzeiten beim Suchen undEinfiigen?
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Fir die Bewelse benétigt man einige Annahmen. Diese fordern
meist die Gleichverteilung der Schlissel und de Unabhéngigkeit
von Ereignissen.

Annahmen:

1.

Die Hashfunktion f ist gleichvertellt Gber die Schlisslmenge,
sie bevorzugt oder benachteili gt dort keine Bereiche.

. Jeder Schliss ist bei beim Suchen und leim Einflgen

gleichwahrscheinlich.

. Erfolgt beim Einfligen eines Schliissels eine Kollision, so

werden bis zu dessen Eintrag auf einen freien Platz nur
paawel se verschiedene Platze besucht.
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Wie lange dauert es unter diesen Annahmen im Mittel, einen
Schlussl in eine Hashtabell e @énzufiigen, in der bereits k von
p Plétzen belegt sind?

Setze

w; = Wahrscheinlichkeit dafir, dassfur dieses Einfligen genau
i Vergleiche durchgeftihrt werden (1 <i < k+1).

Wegen der Annahmen gilt: Mit der Wahrscheinlichkeit k/p
trifft man beim ersten Mal auf einen belegten Platz, mit der
Wahrscheinlichkeit (k-1)/(p-1) beim zweiten Mal, mit
(k-2/(p-2) beim dritten Mal usw. So erhalten wir die Formeln:

25.6.02 Informatik I, SS02

w, =1-kip

w, = (k/p)-(1 - (k-1)/(p-1)) , algemein:

i = (K/p)-(k-1)/(p-1)-(k-2)/(p-2)-.. (k-i+2)/(p-i+2)-(1 - (k-i+1)/(p-i+1))
k-(k-l)-(k-2)-...-(k-?+2) (1- k-i+1 )
P(p-1)-(p-2)-...(p-i+2) p-i+1

Dannlautet die mittlere Zahl der Vergleiche E, ., beim Einfligen
eines (k+1)-ten Schlisslsin eine Hashtabell e der Grole p:

W,

k+1. p+1 1 _
Bl = Z W, =...= p+1K = 1 mit A = k/(p+1)
1=

A ="Auslastungsgrad” k/p

(Dieses Ergebniswird an der Tafel in der Vorlesung ausgerechnet.
Versuchen Se es auch selbst einmal.)
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Satz: (Beadite die Annahmen drel Folien zuvor.)

Um den (k+1)-ten Schliis=! in eine Hashtabell e der Grofe p
. " . . p+1 1 .

einzufligen, werden im Mittel pHi-k = 1A Vergleiche

(mit A = k/(p+1)) bendtigt.

o : y _ _ptl

Einige Funktionswerte fir E,,, = ik
A Ek+1 A Ek+1 A Ek+1
0,1 1,11 0,5/2,00 0,85| 6,67
0,2| 1,25 0,6 2,50 0,88| 8,33
0,3| 1,43 0,7/3,33 0,90(10,00
0,4| 1,67 0,8/5,00 0,95|20,00

25.6.02

Informatik 11, SS02

Wie lange dauert bei "idealen Hashfunktionen” die
erfolgreiche Suche im Mittel undwie lange die nicht
erfolgreiche Suche?

Die nicht-erfolgreiche Suche entspricht dem Einfligen eines
neuen Schltssls, siewird also duch E, ., beschrieben.

Es s S, die Zahl der Vergleiche, die benctigt werden, um
einen Schliss zu finden, der in einer Hashtabell e der
Gro6e p mit dem Auslastungsgrad k/p steht.

Die erfolgreiche Suche kann man dann duch folgende
Formel beschreiben:
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k-1
1
S< = k% Ei+1 1
1=

denn der gesuchte Schltissel mussin einem der Schritte
1, 2,3, .., KndeTabelle engefligt worden sein, und
nach der Annahme 2 kénnen wir den Mittelwert der Zahl
der Vergleiche nehmen. Durch Auswerten deser Formel
erhalt man:

(Dieses Ergebniswird in den Ubungen ausgeredhnet.)
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Satz: (Beadite die Annahmen sedhs Folien zuvor.)
Fur die erfolgreiche Suche nach einem Schllissel in einer
Hashtabell e der Grofe p werden im Mittel g:iwmﬁx)
Vergleiche (mit A = k/(p+1)) bendtigt.

1 1 1 .

Man beadite, dass 5 In(l_)\ ) < in ist wegen
e =S X siaxmit x= A fir a<1
= T X mit x= - flr :
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Experimente haben ergeben, dassDoppel-Hash-Verfahren recht gut
den Wert S, anndhern. Wie wirken sich Kolli sionen aus?

Es =i Slin, die mittlere Suchzeit fir die efolgreiche Suche, dann
kann man mit einigem Aufwand beweisen (ohre Beweis hier):

A
i = 177 Einige Werte zu S, und
M =775 Slin, mit A = k/(p+1):
A S Slin,
Fu_rlc_jlePraX|s§od|<(ajme|St 0,50| 1,39 1,50
mit lineaem Sonderen 0,75 1.85 250

arbeitet, folgt hieraus: Man 0.80| 2.01

begrenze den Auslastungs- 090756 | 510
grad mogli chst auf 80%. 0.95 3’15 10’ 50
0,99| 4,65 | 50,50
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5.5 Rehashing

Was mussman tun, wenn der Auslastungsgrad tber 80%
hinausgeht oder gar den Wert 1 erreicht? Man mussdie
Hashtabell e verlangern (also p duch eine Zahl p' > p ersetzen),
die neue Hashfunktion festlegen und dnn eine Umorganisation
der neuen Hashtabell e, in der die bisherigen Schitissl in den
Platzen von 0 s p-1 stehen, varnehmen.

Diesen Vorgang der Umorganisationinnerhab der bestehenden
Hashtabell e bezeichnen wir als "Rehashing”. Dieses Verfahren
wird auch verwendet, wenn man Schltissl, statt sie zu |6schen,
nur als "gel6scht” markiert, wodurch im Laufe der Zeit der
Auslastungsgrad zu gro3wird undeine Umorganisation mit
dem gleichen p nawendig wird.
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0 0 .
Alle Worter
1 1 . y
e ) ) mussen uber-
tragen werden.
JAN 3 3
FEB 4 I 4 Neue Hashfunktion:
APR | 5 MAE | 5 f'(0,0,..0,)=
MAI 6 APR 6  (¢(a)+d(as)) mod13,
7 Lineaes Sondieren.
p=7 FEB | 8 Von olen nach
Worter: MAI 9 unten duch- _
JAN, FEB, MAE, APR, MAI. 10 gehenund ?’be'
AN | 11 Umsortieren!
Hashfunktion: f(a,0, ...a,) = 12 Wir fangen also
(9(01) +2 9(015)) mod7. , mit MAE, dann
Lineaes Sondieren. p=13 JAN USw.
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In desem Beispiel haben wir die Worter JAN, FEB, MAE,
APR, MAI in deser Reihenfolge in de neue Tabell e mit
p'=13 eingetragen. Dies entspricht aber nicht dem
gewlnschten "Rehashing’, well beispielsweise

f'(MAE) = 5ist, aber auf Platz 5 steht APR und deses Wort
wirde hierbel Giberschrieben werden. Faktisch haben wir
also nicht innerhalb der neuen Tabell e umorganisiert,
sondern wir haben neben die dte Tabelle mit p=7 Plétzen
eine neue Tabelle mit p'=13 Pldtzen gelegt und de Worter
dorthin entsprechend der neuen Hashfunktion f' umge-
speichert. Wir brauchten also insgesamt p+p'=20 Plétze.

Unser Rehash-Verfahren soll jedoch auf der verlangerten
Ausgangstabell e abeiten, also mit insgesamt p' Platzen
auskommen.
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Rehashing: Durchlaufe die neue Tabelle von 0 bs p-1:

0

a —

e

Hil fspuffer
p-1
p-1 Die dte Tabelleist der
Neue Tabelle Teil von 0 bsp-1 der

mit p' Platzen neuen Tabelle.
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Erinnerung.  (vgl. Anfang von Abschnitt 5.3)

type Eintragtyp isrecord
belegt: Bodean; geloescht: Bodean;

kollision: Boolean; behanddlt: Bodean;
Schluessdl: Schluessltyp;
Inhalt: Inhalttyp;

dreoord;

type hashtabelleis array(0..p-1) of Eintragtyp;

A: hashtabell g;

13
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Erinnerung.  (vgl. Anfang von Abschritt 5.3)

Ganz zu Anfang wurde gesetzt:
forjin0..p1loop A(j).belegt:=false; A(j).kolli son:=false;
A(j).geloescht:=false; A(j).behandelt: =false; end loop

Waéhrend des Aufbaus von Tabelle A wurden A(j).besetzt,
A(j).kollision und A(j).geloescht eventuell verandert.

Rehashing:
Puffer, Hilfspuffer: Eintragtyp;

Beredhne p' a's neue Gréle von A. Die Hashtabelle A mbge
nun de Grenzen von O lis p-1 besitzen.
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Vorgehensweise: Fiihre (1) bis (3) vona=0 hisa=p-1 durch.
(1) A(a).belegt andnat A(a).gelbscht andnat A(a).behanddlt:

(2) Beredhne mit der neuen Hashfunktionf' den neuen Index a.,

kopiere A(@) in den Puffer undsetze A(a).belegt auf false.

wohin das Element des Puff ers hingehort.

(3) Unterscheide folgende Félle:

not A(a,,.,)-belegt or A(a,,,,)-0el oescht: Kopiere den Puffer
nad A(a.,); Setze A(a,,,)-belegt undA(a,,,).behandelt auf
true. Erhohe a Weiter bei (1).

nat A(a,,)-behandalt andA(a,,).belegt: Kopiere A(a,g,) in
den Hilfspuffer; kopiere den Puffer nach A(a,,); setze
A(8,q,)-behandelt undA(a,,).belegt auf true. Kopiere dann
den Hilfspuffer in den Puffer. Weiter bei (2).

Sonst, d.h: A(a,,,).behandlt: Setze A(a,,)-kollision := true,

beredhne den Index a.,, neu, weiter bel (3).

15
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Programmstiick zum Rehashing

-- adurchléuft die Adressen von 0 s p-1

-- i z&hlt die Zahl der auftretenden neuen Kolli sionen

-- aneu gibt die Adresse an, wohin der Eintrag in der neuen
--  Tabelegehort

forain0..p-1]oop
if A(a).geloescht then "l6sche den Eintrag A(a)"
elsif A(a).belegt and not A(8).behandelt then
Puffer := A(a); Puffer.belegt := true;
A(a).belegt :=fase;
i:=0;
-- nunf' auf Puffer anwenden undAdresse aneu beredhnen,
-- auf Kolli sionen mit schon kehandelten Eintragen achten
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whil e Puffer.belegt loop

aneu ;= f'(Puffer.schluessdl, i); i:=i+1,;

if not A(aneu).belegt or A(aneu).geloescht then
A(aneu) := Puffer;
A(aneu).geloescht = false; A(aneu).belegt = true;
A(aneu).behanddt := true; A(aneu).kolli sion:=false;
Puffer.belegt:= false;

elsif not A(aneu).behandelt then
Hilfspuffer := A(aneu); Hilfspuffer.belegt := true;
A(aneu) := Puffer; A(aneu).behandelt :=true;
Puffer := Hilfspuffer;
i:=0;

else A(aneu).kallision:=true; endif;

endloop

endif; endloopa;
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