4.4 Digitale Suchb&ume

Der O—l—BaumA:/Qx‘
S

3% &8 d%

In eéinem unendli chen Baum, dessen Kanten mit O ocer 1
markiert sind, hat jede 0-1-Folge seinen eindeutigen Platz.
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Digitaler Suchbaum:

Gegeben sind Schlussl, die 0-1-Folgen sind. Fur jeden
solchen Schltissel durchlaufe man den 0-1-Baum und
platziere den Schliissl auf den ersten freien Knoten.

Bedingung: Die Lange aufeinander folgender 0-1-Schlissl
darf nicht kirzer werden!

FIND, INSERT und DELETE verhaten sich dann
wie bal bindren Suchbdaumen.

Vorteil e vor allem, wenn man auf Maschinenebene
programmiert oder die Binardarstellung von
Schlussin varliegt.

186.02 Kap.5, Hashing, Inf Il, SS02



Suche nach dem Knoten mit Schltissl v

hilf1: NodeRef; b: integer := maxb;
begin hilfl:=,Verwesauf den dgitalen Suchbaum® ;
while hilf1 /= null andthe hilf1.key /= v |oop

if bits(v,b,1) = O then hil f1:=hil f1l;

esehilfl:=hilfl1.r; endif;

b:=b-1;
endloop
end;

Der Datentyp Node hat Komporenten
key und de Nadhfolgerzeiger | undr.

186.02 Kap.5, Hashing, Inf I, SS02

: RPN L C oy < Ab Knoten x nach Schlis=l
function digitali nsert (v: integer; x: NodeRef) " suchen el ol el

return Noderef is Der Verweis auf den Knoten
hilf1, hilf2: NodeRef; b: integer := maxb; mit dem Schltssel v wird
zuruickgegeben>

begin hilfl:=x; hilf2:=null;

while hilf1 /= null and then hilf1.key /= v loop
hilf2 := hilf1;
if bits(v,b,1) = 0 then hilf1:=hilf1l;

esehilfl:=hilflr; endif;

b:=b-1;

endloop

if hilf1 =null then -- neuen Knoten einfligen
hilf1 := new Node'(key =>v, | => null, r => null);
if bits(v,b+1,1) = O then hilf2. := hilf1,

elsehilf2.r:=hilf1; endif;

endif;
return hilf1;



5. Hashing (gestreute Speicherung)

Vgl. auwch Kript Plodereder, SS 01Folien 178 ks 202

Grunddee

Gegeben sai eine Menge B undeine Zahl p <<|B|.

Finde éne Abbildungf: B - {0, 1, ..., p1}, sodassesin einer
zufdlli g ausgewdhlten Tellmenge A = {a,, ...,a} O B im Mittel
nur wenige Elemente a#g gibt mit f(g) = f(g). Realisiere A in
einer geagneten Datenstruktur, mit der die folgenden drel
Operationen sehr "effizient” durchgefiihrt werden kénren:

- Entscheide, ob bin A liegt (undgib ggf. an,wo). FIND
- Figebin A ein. INSERT
- Entferneb aus A. DELETE

186.02 Kap.5, Hashing, Inf I, SS02

Zusatz (vgl. Anfang zu Kapitel 4): Schonwére es, wennauch de
folgenden Operationen leicht ausfihrbar wéren.
- Gib de Elemente von A; geordnet aus. SORT

- Vereinige A; undA,,. UNION

- Bilde den Durchschnitt von A, undA.,. INTERSECTION
- Entscheide, obA, lea ist. EMPTINESS

- Entscheide, obA; = A, ist. EQUALITY

- Entscheide, obA, O A, ist. SUBSET

Die Abbildungf: B - {0, 1, ..., p1} sollte surjektiv und
gleichverteilt sein, d.h.,fir jedes 0 < m < p sollte die Menge
B,, = {b O B | f(b) = m} ungefahr |B|/p Elemente enthalten.
Weiterhin mussf schnell berechnet werden komen.

Solch eine Abbildung f heif3t Schllisseltransformation
oder Hashfunktion.

186.02 Kap.5, Hashing, Inf I, SS02



Nehmen wir an, wir hétten eine solche Abhildung

f:B - {0, 1, ..., p1}, dannwirden wir zur Speicherung
von Teilmengen vonB ein Feld deklarieren:

A: array (0..p-1) of <Datentyp fur die Menge B>

Jedes Element b [0 B speichern wir unter der Adresse f(b):
A(f(b)) :=b.

Um festzustellen, obein Element b in der jeweili gen
Tellmenge liegt, braucht man nu zu prifen, wasin A(f(b))
steht. Doch es entstehen Probleme, wennin der Teilmenge
mehrere Elemente mit gleichem f-Wert enthalten sind.

Wie sieht es mit den Operationen INSERT undDELETE
aus? Wir schauen urs zunddst eine Skizze und cannein
Beispiel an.
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Folgende 6 Elemente b, bis b sollen gespeichert werden:

0

1 p=13

2

3

4

5

.

8

9

10 Dgsarray

11 hei (3t
Hash-

12 Tapdle.

Hier ist f(b,) = f(b,) = 6. Was nun?

186.02 Kap.5, Hashing, Inf Il, SS02



5.1 Beispiel "modulo p’

Das Problem héngt wesentlich von dr Menge B ab.

In der Praxisist B oft ein freies Monad, d.h.,es sel

B =" = die Menge dler Folgen Uber einem s-elementigen
Alphabet Z ={a4, a,, ...,04.

Wir legen dese Menge X (oder eine gedgnete Teilmenge)
fUr das Folgende zugrunde.

Weiterhin sei p eine natirliche Zahl, p>1.

Eine nahe liegende Codierung ¢: = - {0, 1, ...,s-1} ist
¢(a;) =i modp. AlsAbbildung f: " - {0, 1, ..., p1} kann
man dannwahlen (fir ein gmit0< g <r):

q
fla,a,-00,) = (D () ) modp.
j=1

186.02

Kap.5, Hashing, Inf I, SS02 9

Wir probieren des am lateinischen Alphabet aus, wobel wir
nur die grof¥en Buchstaben A, B, C, ... verwenden. Als Codie-
rung ¢ wahlen wir die Stell e des Buchstabens im Alphabet:

Als abzubil dende
a4 _a 9@ 2 6@ Menge A wahlen
Al 1 J | 10 S| 19 wir die Monats-
B 2 K| 11 T | 20 namen:
c| 3 L | 12 Ul 21 A= {JANUAR
D| 4 M| 13 V| 22 FEBRUAR
E 5 N | 14 W| 23 MAERZ,

F| 6 0| 15 X | 24 APRIL, MAI,

G| 7 Pl 16 Y | 25 JUNI, JULL,

H| 8 Q| 17 Z | 26 AUGUST,

| 9 | 18 SEPTEMBER,
OKTOBER,
NOVEMBER,
DEZEMBER}.

186.02
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Wir erhalten fur g =1, 2,3, 4 undfir "1. und 3", "2.und 3! die Werte:

Monatsname =1 0g=2 qg=3 0g=4 143 243
JANUAR 10 11 25 46 24 15
FEBRUAR 6 11 13 31 8
MAERZ 13 14 19 37 18
APRIL 1 17 35 44 19 34
MAI 13 14 23 23 22 10
JUNI 10 31 45 54 24 35
JULI 10 31 43 52 22 33
AUGUST 1 22 29 50 8 28
SEPTEMBER 19 24 40 60 35 21
OKTOBER 15 26 46 61 35 31
NOVEMBER 14 29 51 56 36 37
DEZEMBER 4 9 35 40 30 31
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Wir verwenden nu die Spalten "g=2", "g=3" und"2.43.", wahlen als p
die Zahlen 17und22 underhalten:

Monatsname g=2 g=3 2+3. gq=2 =3 243
p=17 p=17 p=17 p=22 p=22 p=22
JANUAR 11 8 15 11 3 15
FEBRUAR 11 13 7 11 13 7
MAERZ 14 2 6 14 19 6
APRIL 0 1 0 17 13 12
MAI 14 6 10 14 1 10
JUNI 14 11 1 9 13
JULI 14 9 16 9 21 11
AUGUST 5 12 11 0 7 6
SEPTEMBER 7 6 4 2 18 21
OKTOBER 9 12 14 4 2 9
NOVEMBER 12 0 3 7 7 15
DEZEMBER 9 1 14 9 13 9

186.02 Kap.5, Hashing, Inf I, SS02



Eine andere Abbildung f erhd@lt man, indem man nicht die
ersten qBuchstabenwerte addiert, sondern indem man eine
eine Teilmenge der Indizes{1, 2, ...,r} auswéhlt und de
zugehdrigen Buchstabenwerte aufsummiert. In der Tabelle
auf den vorherigen Folien sind des die Teilmengen

{1, 3}, bezeichnet durch 1.+3. sowie

{2, 3}, bezeichnet durch 2.+3.

Die Abbildungen, dein den Spalten angegeben sind, sind
untereinander nicht "besser”" oder "schledhter”, sondern sie
sind nu von urterschiedlicher Qualitét fir unsere spezielle
Menge A der Monatsnamen. Wir wéhlen nunirgendeine
dieser Funktionen undfiigen mit ihr die Monatsnamen in
eine Tabelle (= @n array A = Hashtabelle A) mit p
Komponrenten ein.

186.02
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Als Abbildung verwenden wir g=2 und p=22; wir wahlen also
(will kdirlich!) die Hashfunktion

fon, i, -0) = (9(@i,) + (a,) ) mod 22.

Die Werte dieser Abbildung finden Siein der entsprechenden
Spalte fur g=2 und p=22in Folie 12.

Die Monatsnamen tragen wir in ihrer jahreszeitli chen Reithen-
folge nacheinander in das Feld A ein. Wir nehmen an, dassdie
Worter der Menge B hichstens die Lange 20 haben (kirzere
Worter werden durch Zwischenraume, deren ¢-Wert O sai,
aufgefillt) und deklarieren daher die Hashtabell e:

A: array (0..p-1) of String(20);

186.02
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©Coo~NOOOPM~WNEO

JANUAR

____ Fugedas Wort JANUAR
mit f(JANUAR) = 11 ein:

Flge das Wort FEBRUAR
mit f(FEBRUAR) =11 ein:

/ Konflikt! Verschiebe
FEBRUAR UM &inen
Platz nach hinten.

Flge das Wort MAERZ

FEBRUAR

MAERZ

MAI

APRIL

AUGUST

SEPTEMBER

OKTOBER

NOVEMBER

JUNI

JULI

JANUAR

FEBRUAR

DEZEMBER

MAERZ

MAI

APRIL

? mit f(MAERZ) =14 ein:
Flge das Wort APRIL mit

f(APRIL) =17 ein:

Flge das Wort MAI mit

f(MAl)=14ein:

Konflikt! Verschiebe

MAI um einen Platz
nad hinten.

Flge nunweiterhin de

Worter JUNI, JULL,
AUGUST, SEPTEMBER,

OKIORER NOVEMBER,

Die zugehdrigen f-Werte
lauten: 9, 9,0, 2,4, 7, 9.

Es entstehen wieder ein
Konflikt bel JUNI, JuLl

o und DEZEMBER. JULI

mussum einen, DEZEM-
BER um zwei Platze
verschoben werden.
Dabel entsteht ein Kon-
flikt mit JANUAR, d.h.,
man MUSSDEZEMBER
bis Platz 13 verschieben.



©CooOo~NOOOUPM~WNEO

©Coo~NOOOPM~WNEO

AUGUST

SEPTEMBER

OKTOBER

NOVEMBER

JUNI

JULI

JANUAR

FEBRUAR

DEZEMBER

MAERZ

MAI

APRIL

AUGUST

SEPTEMBER

OKTOBER

NOVEMBER

JUNI

JULI

JANUAR

FEBRUAR

DEZEMBER

MAERZ

MAI

APRIL

Diesist die Hashtabelle
nach Einfugen der 12
Namen.

Suchen:

Gesucht wird APRIL. Es
ist f(APRIL) = 17.Man
prift, obA(17) = APRIL
ist. Diestrifft zu, dsoist
APRIL in der Menge.

Gesucht wird JULI. Esist
f(auLl) = 9. Man prift, ob
A(9) =JuLl ist. Diestrifft
nicht zu, also pruft man,
obA(10) = ULl ist. Dies
trifft zu, alsoist JULI in
der Menge.

Gesucht wird DEZEMBER. Es
ist f(DEZEMBER) = 9. Man
prift, obA(9) = DEZEMBER
ist, dannfir A(10) usw. hbis
man entweder auf DEZEMBER
oder auf einen leeren Eintrag
trifft.

Gesucht wird CLAUS. Esist
f(cLAUS) = 15. Man priift, ob
A(15) = cLAuUS st Diestrifft
nicht zu, also geht man zu
A(16). Diesist aber ein leaer
Eintrag, also ist CLAUS nicht in
der Menge der Monatsnamen.

Wie léscht man? (Spéter!)



Wie viele Vergleiche braucht man, um einen Namen zu finden,
der in der Menge liegt?

JANUAR:
FEBRUAR:
MAERZ:
APRIL:
MAI:
JUNI:
JULI:
AUGUST:

SEPTEMBER:

OKTOBER:
NOVEMBER:
DEZEMBER:

insgesamt

1 Vergleich
2 Vergleiche
1 Vergleich
1 Vergleich
2 Vergleiche
1 Vergleich
2 Vergleiche
1 Vergleich
1 Vergleich
1 Vergleich
1 Vergleich
5Vergleiche

19Vergleiche

Im Mittel braucht man
aso

19/12= 1,6 Vergleiche,
falls der gesuchte Name
in der Mengeist.

186.02

Kap.5, Hashing, Inf I, SS02

19

Wie viele Vergleiche braucht man, um fir einen Namen, der nicht
in der Menge liegt, dies festzustellen? Gehe jede Komporente des
Feldes hierzu durch (f soll gleichverteilt sein, Folie 2):

H

QUONIURARWNEOQ

2 Vergleiche
1 Vergleich
2 Vergleiche
1 Vergleich
2 Vergleiche
1 Vergleich
1 Vergleich
2 Vergleiche
1 Vergleich
8 Vergleiche
7 Vergleiche

Gesamt:

11
12
13
14:
15:
16:
17
18:
19:
20:
21

6 Vergleiche
5 Vergleiche
4 Vergleiche
3 Vergleiche
2 Vergleiche
1 Vergleich
2 Vergleiche
1 Vergleich
1 Vergleich
1 Vergleich
1 Vergleich

55Vergleiche

Im Mittel braucht
man also 5521

= 2,6 Vergleiche,
fall s der gesuchte
Name nicht in der
Mengeist.

186.02
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Vergleich mit einem mogli chst gleichverzweigten Suchbaum:

JUNI

/\

FEBRUAR NOVEMBER

N\ DN

AUGUST JANUAR MAI OKTOBER

NN/ \

APRIL DEZEMBER JULI MAERZ SEPTEMBER

Mittlere Anzahl der Vergleiche fir Elemente, diein der Menge

sind: (1+2+2+3+3+3+3+4+4+4+4+4) [ 12= 3,1 Vergleiche.
Fall s das Element nicht in der Mengeist (13 nul-Zeiger):
im Mittel 49/13= 3,8 Vergleiche.

Wir vernachlassgen hier, dassman an jedem Knoten eigentlich zwei Vergleiche durchfihrt: auf "Gleichheit" undauf "Grofer”.

186.02
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Zeitbedarf: Die Hashtabell e ist deutli ch glinstiger. Man
mussaber die Berechnung der Abbildung f hinzu z&hlen,
die dlerdings nur einmal je Wort durchgeftihrt wird.

Speicherplatz: Wir benttigen 22statt 12 Bereiche fur die
Elemente der Menge B. Daflr sparen wir die Zeiger des
Suchbaums. Es hangt also vaom Platzbedarf ab, den jedes
Element aus B braucht, um abschétzen zu konren, ob sich
diese Tabell endarstellung mit der Abbildung f [ohrt.

Sie &nen es £hon Hashtabellen sindin der Regel
deutlich glinstiger als Suchbdume. Allerdings darf man de
Tabell e nicht zu sehr fullen, dadann de Suchzeiten,
insbesondere fur Worter, die nicht in der Tabelle sind,
stark anwadhsen. Erfahrungswert: Mindestens 20% der
Pléatze sollten standig frei bleiben (vgl. Abschnitt 5.4).

21

186.02
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5.2 Hashfunktionen

Aufgabe: Elemente @ner Menge B solleninein

array (0..p-1) of ... inirgendeiner Reihenfolge engeflgt,
gesucht und dat wieder geldscht werden. Benutze hierfir eine
Hashtabell e mit einer Hashfunktion.

In der Praxis verwendet man oft folgende Hashfunktion:
Divisionsverfahren (p sollte hierbei eine Primzahl sein)

1. Fasse den hisherigen Schlissl als Zahl auf (jedes Datum ist
binér dargestellt und kann daher as Zahl aufgefasst werden).

2. Bilde den Rest der Division duch de Zahl p
f(w) =w modp.

186.02
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Umgekehrt kann man p auch mit einer Zahl zwischen 0 und 1
multiplizieren. Dies fuhrt zum Multipli kationsverfahren,

wobei man eine Zahl B mit 0 < 3 < 1 fest wahit (hierflr eignet
sich z.B. die Zahl (v5-1)/2=0,618033.,.vgl. Fibonacdzahlen):

1. Fasse den hisherigen Schltissl als Zahl s auf.
2. Beredhne 3-sund nmm den Nachkommateil v dieser Zahl.
3. Setze f(s) = ganzzahliger Anteil von pvy.

Beispiel: Seien p=22 undp = 0,624551Dann glt fur s= 34
B-s=21,234734,v,=0,234734,
f(s) = ganzzahliger Anteil von pv = [5,1641481= 5.

186.02
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Wenn Zeichenfolgen als Schllisseimenge B = X* vorliegen,
wahlt man gerne a@n Teilfolgenverfahren (hier bzgl. der
Division vagestellt; analog: bzgl. der Multi pli kation):

1.Codieredie Buchstaben: ¢: = - {0, 1, ...,s-1}, z.B. ASCII.

2.Wahlefest eine Teilfolgei, i, ... 1.
3. Waéhle ds Hashfunktionf: 2" - {0, 1, ..., p1}

:
flaw,..a) = () o(@;)) mod p
j=1

oder verwende dlgemein ene gewichtete Summe mit
irgendwel chen geschickt gewahiten Zahlen a;, &, ..., 3,

g
flaw,.a) = () 3 ¢(a;)) mod p.
=1

186.02
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Eine Hashfunktion heif3t perfekt bzgl. einer Menge A B
von Elementen, wenn f auf der Menge A injektiv ist,
wennalso fir alle Elemente a# a aus A stetsf(g) # f(g)
gilt.

Wenn man einen unweranderli chen Datenbestand hat (etwa
gewisse Worter in einem Lexikon oder die reservierten
Worter einer Programmiersprache), so lohrt es sch, eine
Hashtabell e mit einer perfekten Hashfunktion einzusetzen,
dadann de Entscheidurng, obein Element b in der Tabelle
vorkommt, durch eine Beredhnung f(b) undeinen weiteren
Vergleich getroffen werden kann.

Durch Ausprobieren lassen sich oft solche perfekten
Funktionen finden. Suchen Sie z.B. eine fur
A ={JANUAR, ... ,DEZEMBER} und p=15.

25
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Eine L6sung lautet fur A = {JANUAR, ... , DEZEMBER} und p=15:
faya, .ar) = (70(ay) +5(az) +2 ¢(a5)) mod15.

JANUAR 13
FEBRUAR 11
MAERZ

. ) APRIL
Diesesfist MA

tatsamll ch JUNI

injektiv: JULI
AUGUST
SEPTEMBER
OKTOBER
NOVEMBER
DEZEMBER

=

-
O NUIlOoO O P~ OOOW
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In eine Tabelle von pPléatzen sollen nun kElemente aus B mit
Hilfe @ner Hashfunktion f: B - {0, 1, ..., p1} eingetragen
werden. Eine Hashfunktion f soll die Elemente aus B mog-
lichst gleichméafdig auf die p Zahlen abhil den. Wie groRist die
Wahrscheinlichkeit, dassunter k verschiedenen Elementen
mindestens zwei Elemente b, undb, sind mit f(b;) = f(b)?

0
1
2

186.02 Kap.5, Hashing, Inf Il, SS02 28
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Beredhne die Wahrscheinlichkeit, dassunter k verschiedenen
Elementen mindestens zwei Elemente b, und iy sind mit f(,)=f(b,).
Diesist 1 minus der Wahrscheinli chkeit, dassall e k Elemente auf
verschiedene Werte agebil det werden:

1 2 k-1

1-(1-—)-(1-25)- .. (-

( p) ( 0 ) ( 0 )

k-l k(k-1)

=1- |_| e P = 1-e &
i=1

i
Beadte hierbei: (1-i/p) =€ P
186.02 Kap.5, Hashing, Inf Il, SS02 29

Wann bketragt die Wahrscheinli chkeit 50%, dassmindestens
zwel Schlissl auf den gleichen Wert abgebil det werden?
__k(k-1)
1-e 2 =% liegtvorbe

(%)= -“452 , d.h.,esgilt ungefahr

k=vVp-2In(2) mit2In(2)=1,386 und/2In(2)=1,1777.

Tragt man gleichverteilte Schlissel nacheinander in eine
Hashtabell e der GréRe p ein, so mussman nach 1,1777-Vp
Schritten damit rechnen, dass"Kolli sionen” eintreten, dass
also zwei verschiedene Schltissl auf den gleichen Platz
eingetragen werden wollen.

186.02
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Wie vidle verschiedene Pléatze der Hashtabell e werden im
Mittel durch f(b) angesprochen, wenn man k verschiedene
Schlissl b nacheinander betrachtet?

Hierzu 16sen wir zunadst die Frage, wie grol3 de
Wahrscheinlichkeit ist, dassein Platz hierbei nicht besucht
wird. Diese Wahrscheinli chkeit ist:

k
(1-Up)k=e P =¢?
mit A = k/p "Auslastungsgrad” der Tabelle.

Fur A = 1 wird jeder Platz also mit der Wahrscheinli chkeit
(1-e1) = 0,63212... bsucht. Das heil3t, wenn man p
Elemente nacheinander in eine Hashtabell e der Grole p
einfugt, so werden hierbei nur 63,212% verschiedene
Tabellen-Indizes beim Ausrechnen der Hashfunktion
beredchnet. Estreten also viele Kolli sionen auf.

186.02
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Aufbau einer Hashtabelle (mit externer Kollision)

Alle Schltus=l, die den gleichen f-Wert haben, werden in einer
lineaen Liste gespeichert. In der Hashtabelle A steht an der
Stelle A(i) der Zeiger auf die Liste der Schltssel b mit f(b) = 1.

Auf diese Weise entstehen keine Kolli sionen in der Hashtabell g,
sondern deses Problem wird in de Haldenverwaltung verlagert,
diediebiszu pListen zu organisieren het.

Erfahrung: Nach einiger Zeit wird der Umorgani sationsauf-
wandin der Halde relativ grof3,es =i denn, man spendiert viel
freien Platz in der Halde. Daher verwendet man in der Praxis
meist andere Verfahren, var alem das "offene Hashing".

186.02
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Skizze: Wir greifen ein friheres Bil d einer Hashtabell e auf:

p=13

12

Uberlaufprobleme miissen mit der Haldenverwaltung gel 6st werden!

18.6.02 Kap.5, Hashing, Inf 11, SS 02

5.3 Offenes Hashing

Die Schltiss=l werden in der Hashtabell e selbst gespeichert.
Wenn eine Kolli sion auftritt, wird ein neuer Platz gesucht. Es
erfolgt nuneine Kolli sionsdrategie. Wird dabei der zweite
Schlussel auf dem ersten freien ("offenen) Platz, den man
nach deser Kolli sionsdrategie erreicht, abgelegt, so spricht
man von" off enem Hashing'.

Das Suchen geht in der Regel schnell, sofern mindestens
20% der Plétze des array frei gehalten werden.

Das Einfligen madt meist keine Probleme. Jedoch lass&n
sich Schlissl nur im Falle des Linearen Sonderens (s.u.)
einigermal3en leicht 16schen.

18.6.02 Kap.5, Hashing, Inf I, SS02
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Datentypen festlegen (die Bodeschen Werte brauchen
wir erst spater):

type Eintragtyp is record
belegt: Bodean; geloescht: Bodean,
kollision: Bodean; behandelt: Bodean;
Schluessdl: Schluessltyp;
Inhalt: Inhalttyp;

endreord;

type hashtabell eis array(0..p-1) of Eintragtyp;

INSERT: Der Einfigedgorithmus lautet dann:

186.02
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L _ INSERT
A: hashtabellg; i, j: integer; -- p sei global bekannt
k: integer :=0; -- k gibt die Anzahl der Schlissel in A an

foriin0..p1loop A(i).besetzt:=fa se; A(i).kolli son:=false;
A(i).geloescht:=false; A(i).behandelt: =false; end loop

whil e "es gibt noch einen elnzutragenden Schliissel b" loop
if k <pthen
k :=k+1; j :=1(b); --jistdie Adresein A firb
if not A(j).besetzt or A(j).gel oescht then A(j).besetzt := true;
A(j).Schlues=l :=b; A(j).inhalt :=...;
else A(j).kallision:=true;
"Starte @ne Kolli sionsdrategie”;
endif;
else"Tabelle A ist voll, starte @ne Erweiterungsdrategie fir A",
endif;
endloop
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FIND: Das Suchen erfolgt dhnlich:

Um einen Eintrag mit dem Schlissel b zu finden, berechne
f(b) und pfe, obin A(f(b)) ein Eintrag mit dem Schlissel b
steht. Fallsja, ist die Suche efolgreich beendet, falls nein,
prife A(f(b)).kalli sion. Ist dieser Wert false, dannist die
Suche afolglos beendet, anderenfall s gehe mit der
verwendeten Kolli sionsdrategie (s.u.) zu einem anderen Platz
A(j) und pufe eneut, ob der Schliissl b dat steht, falls nein,
welchen Wert A(j).kolli sion hat usw.

Wir wenden urs nun cen Kolli sionen undihrer Behandung
Zu.

186.02

Kap.5, Hashing, Inf I, SS02

Definition: Sei f: B - {0, 1, ..., p1} eine Hashfunktion.

Gilt f(b) = f(b') fir zwei einzufligende Schlissel b und B, so
spricht man voneiner Primarkolli sion. In desem Fall mussder
zweite Schlissl b' an einer anderen Stelle A(i) gespeichert
werden, fur diei # f(b") gilt.

Ist f(b") =i und kefindet sich auf dem Platz A(i) ein Schltiss=l b
mit f(b) # i, so spricht man voneiner Sekundarkolli sion.

Wenn man eine Strategie zur Behandung von Kolli sionen
festlegt, so kann man sich gegen die Primarkolli sionen nicht
wehren, aber man kann versuchen, de Sekundirkolli sonen
klein zu halten.

37
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Beispidl: Sei
A = {JANUAR, FEBRUAR, MAERZ, APRIL, MAI, JUNI, JULI,
AUGUST, SEPTEMBER, OKTOBER, NOVEMBER, DEZEMBER} mit

f(oy0,..0,) = ((¢(ay) +d(a,) ) mod14. Drei Schliissl
werden in der Reihenfolge JANUAR, FEBRUAR, OKTOBER
eingegeben. Es gilt:

f(JANUAR) = 11, f(FEBRUAR) = 11, f(OKTOBER) = 12.

Wir tragen JANUAR im Platz A(11) ein.

Der Schlissel FEBRUAR fuhrt zu einer Primérkollision. Die
Strategie moge lauten: Gehe von Platz j zum néchsten Platz
j+1. Dannwird FEBRUAR in dem Platz A(12) gespeichert.

Der Schlissel OKTOBER gehort in den Platz A(12), doch hier
steht ein Schliissl, der dort durch eine Kolli sion hinverschoben
wurde. Folglich fihrt OK TOBER zu einer Sekundérkolli sion.
OKTOBER wird dann auf Platz A(13) eingetragen.

186.02
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Definition: Kolli sonsgrategien

Wenn auf Platz j eine Kolli sion statt findet, so versuche man,
den Schlissl b auf dem Platz G(...) einzuftigen. Es i i die
Zahl der versuchten Zugriffe. cist eine fest gewahlte Konstante;
man kann her stets c=1 wahlen; wichtigist ggT(c,p)=1.

G(j) = (j+c) modp heild "lineare Fortschaltung' oder
"lineares Sonderen" oder "Lineaes Hashing".

G(b,i) = (f(b)+i%) modp heil}t "quadratische Fortschaltung"
oder "quadratisches Sondieren”.

186.02
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imérkolli sion 10
b 11
6 f(by) =f(by) =f(bg) =2 12

f(by) = 4,1(b)) = 3,f(by) =6

186.02 Kap.5, Hashing, Inf Il, SS02

Beim quadratischen Sondieren wird zunacdst versucht, den
Schlussl b auf Platz f(b) abzulegen. Ist dieser Platz besetzt, so
probiert man den nachsten Platz (f(b) + 1); ist auch dieser
Platz besetzt, so geht man drei Platze weiter zum Platz
(f(b)+4), danach funf Platze weiter zum Platz (f(b) + 9) usw.

Hierdurch vermeidet man de sog. "Clusterbildung”, die
typisch fir das Lineare Sonderen ist. Ein "Cluster" ist
hierbei eine Folge von besetzten Plétzen, von ar eine
Tellfolge bis zum letzten Platz durchlaufen werden muss
wenn man mittels f(b) auf irgendeinen der Pldtze des
Clusters am Anfang zugreift. Die Clusterbil dung entsteht
durch daslineae Fortschalten.

41
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Clusterbil dung bei lineaem Sonderen

Es mdge die nebenstehende Situation mit
dem Cluster A(3) bis A(7) entstanden sein.

Es Il nunein weiterer Schlissl b
eingefugt werden. Ist f(b) einer der Werte
3,4,5, 6 0dr 7,sowird bbel lineaem
Sonderen mit c=1 in A(8) gespeichert.

Die Wahrscheinlichkeit, dassim nadsten
Schritt A(8) belegt wird, ist daher 6/13,
wahrend fUr jeden anderen Platz nur die
Wahrscheinlichkeit 1/13gilt.

Cluster haben aso eine hohe Wahrschein-
lichkeit, sich zu vergrofern. Genau dieser
Effekt wird in der Praxis beobadtet.

186.02

Die Clusterbildungen beruhen auf den Sekundérkolli sionen.

Kap.5, Hashing, Inf I, SS02

Diese werden beim quadratischen Sonderen vermieden.

AlsBeispiel betrachten wir erneut A = { JANUAR, FEBRUAR,
MAERZ, APRIL, MAI, JUNI, JULI, AUGUST, SEPTEMBER,
OKTOBER, NOVEMBER, DEZEMBER} mit p=22.

Als Abbildung verwenden wir dieses Mal die Hashfunktion
f(00, ..0,) = (20(a;) + d(a,)) mod17.

43
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FEBRUAR

APRIL

JANUAR

AUGUST

JUNI

JULI

SEPTEMBER

MAERZ

MAI

NOVEMBER

DEZEMBER

OKTOBER

Quadratisches Sondieren:
Wir fligen de Worter ein
JANUAR, FEBRUAR,
MAERZ, APRIL, MAI,
JUNI, JULI, AUGUST,
SEPTEMBER, OKTOBER,
NOVEMBER, DEZEMBER .

Die zugehdrigen f-Werte
lauten: 4, 0,10, 1, D, 7, 7,
6,9,7,913.

Tragen Sie die Worter
ein. Esergibt sich de
nebenstehende Tabelle.

186.02
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Wir missen urs nun Ulerzeugen, dassbei den
Kolli sionsdrategien keine zu kleinen Zyklen duchlaufen
werden. Wenn c und pteil erfremd sind (ggT(c,p)=1), dann

durchlauft die Folge der Zahlen (j+¢) modp (furj=0, 1, 2, ..)

ale Zahlen von 0 ls p-1, bevor eine Zahl erneut auftritt.

Wir wollen nunzeigen, dassman beim quadratischen
Sonderen nicht in "kurze" Zyklen geraten kann, sofern peine
Primzahl ist. Wir fragen daher: Wann tritt in der Folge der
Zahlen

(f(b)+i2) mod p

fur i =0, 1,

erstmals eine Zahl wieder auf?

2,3, ..

45
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Wenn eine Zahl erneut auftritt, so musses zwei Zahlen i
undj gebenmiti#j,i>0,j =0 und

(f(b)+i?) modp = (f(b)+j?) modp,
d.h. (i%}?) mod p = (i+j)-(i-j) mod p = 0.

Wenn peine Primzahl ist, dann muss(i-j) oder (i+]) durch p
teil bar sein. Wir nehmen an, dasswir héchstens p mal das
quadratische Sonderen durchfuhren, d.h., @ssO<i<p-1
und 0<j<p-1 geten.Dannist-p<(i-j) <p und wegen

I # ] kann daher p nicht (i-)) teilen. Also mussp de Zahl (i+))
teilen. Das geht aber nur, wenn mindestens eine der beiden
Zahlen grof3er als die Halfte von ptlist. Also gilt:

Beim quadratischen Sondieren kann frihestens nad (p+1)/2
Schritten eine Zahl erneut auftreten, sofern p eine Primzahl ist.

186.02

Kap.5, Hashing, Inf I, SS02 47

Tritt beim lineaen oder beim quadratischen Sonderen eine
Primérkolli sion (= zwei verschiedene Schliissl haben den
gleichen Hashwert) auf, so wird fir das Einfligen des jewells
letzten Schlissels die gesamte Kette der Kollision, die die
friheren Schlissel mit gleichem Hashwert durchlaufen haben,
ebenfall s durchlaufen.

Will man desen Eff ekt vermeiden, so mussman eine zweite
Hashfunktion g hinzunehmen, de mogli chst unabhéngig von f
ist, d.h.,fur f undg sollte auf jeden Fall gelten:

Bmn ={b OB [f(b) = mundg(b) = n} enthdlt fur alemund n
ungeféhr |B|/p? Elemente.

Diesfuhrt zu "Doppel-Hash"-Kolli sionsverfahren:

186.02
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Definition: Kolli sionsdrategien (Fortsetzung)

Es sien f undg zwel unterschiedliche Hashfunktionen. Sel i die
Zahl der Zugriffe. Die Kolli sionsdrategie

G(i,b) = (f(b) +i-g(b)) modp heildt "Doppel-Hash-Verfahren".

Es smienf,, f,, f5, f,, ...eine Folge von mdgli chst unterschied-
lichen Hashfunktionen. Die Kolli sionsdrategie

G(i,b) = f,(b) heift "Multi-Hash-Verfahren".

Hinweis: In der Praxis hat man mit Doppel-Hash-Strategien
gute Erfahrungen gemacht.
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DELETE: Zum L6schen in Hashtabdll en:

Der einfachste Weg ist es, das Loschen durch Setzen eines
Booleschen Wertes zu redli sieren: Wenn cer Eintrag mit dem
Schlissel b gel 6scht werden soll, so suche man diesen
Eintrag A(j) auf undsetze A(j).geloescht ;= true.

Beim Eintragen behandele man desen Eintrag A(j) dannwie
einen freien Platz, siehe Programm auf Folie 36.

Nadtell: Wenn dt geloscht wird, dannist die Tabell e schnell
voll undmussmit groferem Aufwand reorganisiert werden,
vgl. Abschnitt 5.5. Dennoch ist dieses Vorgehen in der Praxis
gut einsetzbar.
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Hat man sich jedoch fir das lineare Sonderen entschieden,
dann kann man das Loschen korekt durchfihren: Man sucht
den Eintrag A(j) mit dem zu l6schenden Element auf und
geht dann de Eintrage A(j+c), A(j+2c), A(j+3c) solange
durch, s man auf einen freien Platz stof}. In deser Kette
kopiert man alle Eintrdge um ¢, 2c, 3c usw. Plé&tze zurtick,
aber niemals Uber den Platz k hinaus mit f(b)=k.

Detail s: selbst tiberlegen!
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