4.3 AVL-Baume

Unter der Balance a@nes Knotens versteht man ein Verhdtnis, in
dem seine beiden Unterbaume zueinander stehen.

Es =i uein Knoten undes wien UB;,,c UndUB, s Seine beiden
Unterbdume. Dann bezeichnet |V g, | die Anzahl der Knoten
im linken Unterbaum von u und |V yg,, . | + [V ug,od die Anzahl
aler Knaten, de sich urterhalb des Knotensu befinden. Wie
ublichsael h(T) die Hohe eines Baums T. Dann kann man z.B.
Folgendes betrachten.
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Definition:

Es =i a eine Zahl ausdem redlen Intervall (0, %).
Ein Knoten u heil3t a-gewichtsbalanciert, wenn gilt

q< |VUB|inks| *

< <l-a
IVUBIinksI + |VUBrechts| +2

|VUB|inks| +1
IVUBIinksl + |VUBrechts| +2

nennt man auch de Gewichts- oder Wurzelbalancevon u.

Den Ausdruck B(u) =

Die Anzahlen der Knaten in den Unterbdumen werden hier
jeweilsum 1 erhoh, weil die Unterbdume lea sein konren.
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Beispiel: Anjeden Knoten wird de Zahl der Knoten in dem
Unterbaum, dessen Wurzel er ist, angegeben. Bestimme an

geeignetes a. .
Am Wurzelknoten gilt:

Dieser Baum 0<4/10<1-aunda <6/10<1-a
ist also V3 9/

gewichts- /O\

balanciert. 03 OS

O1 O1 O1
An desem Knoten: C5/
a<2/4<1-a 1 O1
unda<2/4<1-a Andesem Knoten gilt:
a0<2/6<1-a usw.
unda<4/6<1-a
11.6.02 4.3, AVL, Inf I, SS02

Fur a-gewichtsbalancierte B&ume T mit n Knoten gilt an der
Wurzel u:

<——— <1-qa,dh:
A/ n<@-a)(n+1)-1<(l-a)n-a

n, Knoten
n, Knoten

Beahte: Gesamtzahl der Knoten im Baum
n=n+n,+1
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Dies gilt auch fur das néchste Level, d.h:

Anzahl der Knoten in einem Unterbaum zwel Level tiefer
<(@-a)n-a
<@-0)((1-a)n-a)-a=(1-a)’>n-a((1-a)+1)

Anaog weiter einsetzen! Dies ergibt (beatite a > 0):
Anzahl der Knoten in einem Unterbaum k Level tiefer
<(L-a)n-a(@-a)%t+ (1-0)%2+ (1-0)t+ (1-a)9)
=(1-a)n-a(l-(1L-a)/(1-(1-a))
=(1-a)kn-(1-1-a)k

<(1-a)n

Wenn (1 - a)kn < 2 geworden ist, gibt es htchstens noch
einen Knoten und deser mussdann ein Blatt sein.
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Aus (1-a)kn<2folgt mitz:=2/(1- a):

n< 2z d.h.,log(n/2) < klog(z) = - klog(1-a)

Suche das kleinste k, fur das diese Ungleichung zutrifft:
k=1-(log(n)-1)/log(l-a) 0 O(log(n)).

Diesesk ist eine obere Schranke fir die Hohe des Baums.
Somit haben wir gezeigt:

Die HOhe in einem a-gewichtsbal ancierten Baum mit n
Knatenist hochstens 1 - (log(n) - 1) / log(1-a) ,

d.h., deHdoheist von der Gréfenordnung O(log(n)).

Je mehr a sich der Zahl 0.5 ndhert, um so mehr ndhert sich
die Hohe dem optimalen Wert log(n).
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Kannman de Operationen FIND, INSERT und DELETE auf
solchen a-gewichtsbalancierten Baumen so ausfiihren, dass
diese Operationen schnell durchfiihrbar sind (z.B. in O(log(n))
Schritten) und dassnad Ausfiihrung jeder Operation der
entstandene Baum wieder ein a-gewichtsbalancierter Baum ist?

Ja, das geht tatsadlich.

Wir flihren dies hier nicht durch, sondern verweisen auf die
Literatur.

Statt dessn behandd n wir die héhenbalancierten Baume.
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Definition:
Ein bindrer Baum heil%t AVL-Baum (oder héhenbalancierter
Baum), wennfir jeden Knaten ugilt:

h(UB ects) - N(UBjinks) =
( HOhe des rechten Unterbaums von u -
Hohe des linken Unterbaumsvon u) [O0{-1, 0,1},

d.h.,fur jeden Knoten unterscheiden sich de Hohen seiner
Unterb&ume hochstens um 1.

h(UB,eeps) - N(UB;inke) heifdt auch der Balancefaktor von u.

AV L-Baume wurden benannt nadch ihren beiden Erfindern
Addson-Veski undLandis.
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Beispiel: Der bereits oben betradhtete Baum ist hGhenbalanciert,
d.h.ein AVL-Baum. Wir tragen de Balancefaktoren an jedem

Knoten en:
/O\
o Ol\A
0o Qo &0‘
o’/o 0o
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Beispiel: dagegen ist folgender Baum nicht héhenbalanciert:
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Datentypen fur AV L-Béaume,
vgl. Skript Plodereder, Folie 132

type Knotentyp;
type Baumtyp is accessKnatentyp;

type Balancetypis (-1, O 1);

type Knotentyp is record
Schluessl: integer;
Balance Baanceayp;
UBLinks, UBRets: Baumtyp;
endreoord;

Hinweis. Herr Plodereder verwendet:
type Balancatyp is (LinksL, Neutral, RechtsL)
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FIND: Wie beim Suchbaum.

INSERT:
1. Fuge den Schliissl x as neues Blatt in den AVL-Baum ein.
2. Gehe den Suchpfad zuriick undandere die Balancefaktoren.

DELETE

1. Finde den Schliissel x im AVL-Baum undentferne seinen
Knoten wie bei einem Suchbaum.

2. Gehe den Weg zur Wurzel zuriick ab der untersten Stelle, an
der eine Veranderung statt fand, und kerigiere entlang des
Pfads die Balancefaktoren (evtl. mussman his zur Wurzel
alle Baancefaktoren éndern).

Diese Operationen erfordern hichstens O(log(n)) Schritte.
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