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0.1. Planung im Studium
Es gibt einen Plan der Vorlesung (siehe verteilte Unterlage).
Die Ubungen sind duchorganisiert (ghnlich zum WS 01/02).

Die Prifungen richten sich nach den jewelli gen Prifungs-
ordnungen. Leider darf ich Ihnen daher Leistungen aus
den Ubungsgruppen nicht anrechnen.

Wir werden zwel Tests (auch zur Selbstkontroll €) anbieten,
die aif die Ubungen angerechnet werden.

Planen Sie nungenau, wie Sie an der Vorlesung und an den
Ubungen teil nehmen woll en/kénren. Und danen Sie
genau lhre Arbeitszeit!
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0.2. Ihre Arbeitdeitung

Wenn Sie die Veranstatung erfolgreich bestehen wollen, dann
mussen Sie mitarbeiten sowohl in der Vorlesung als auch
in den Ubungen. Zur Unterstiitzung bieten wir Ihnen
zusétzli che Vortragsiibungen an.

Wir bewegen ursin eine Zeit der Evaluationen: Alles und
Jedes wird analysiert und bewertet. Auch Sie. Fir die, die
kontinuierlich mitmacden, wird es aber kaum Probleme
geben.

Ihr Aufwand fur die "Einfihrung in de Informatik 11" ales
inklusive: Wahrend der Vorlesungszeit (also vam 15.4. bs
zum 20.7.03 sind pro Woche 12 s 14 Zeitstunden
aufzuwenden. Wichtig ist: Halten Sie durch!
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0.3. Zieledes Studiums, Zieleder Vorlesung
Detail s sehe verteilte Unterlagen.
Allgemeine Hinweise fur diese speziell e Veranstaltung:

- Wisen undFahigkeiten mit Theorieunterbau (ca 65%)
- Fertigkeiten, Handwerk, Routinewissen (ca 30%)

- FachUbergreifendes, Personli chkeitsentwicklung (ca 3%)
- Entwicklung eines Beurteil ungsvermogens (ca. 2%)
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0.4. Voraussetzung fur diese Vorlesung
EinfUhrung in de Informatik |
Programmierkenntnise (in Ada 95)
Mathematikkenntnisse aus dem WS 01/02
Konkretisierung von Ideen/Formali smen an Beispielen

Siehe auch: verteilte Unterlagen.
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0.5. Ablauf und Ihre Mitwirkung
Vorlesung, Ubungen, Vortragsiibungen: siehe Unterlagen.

Wie kdnren Sie sich stérker auf¥ern?

- In den Ubungen (leider nicht in der Vorlesung)

- Kontakte zu Tutoren undMitarbeitern

- Elektronische Medien (Email, Forum)

- Wahl von Vorlesungsgpreder(inne)n undRickmeldungen
Uber diesen Personenkreis

0.6. Zusammensetzung der Vorlesung

Fragebogen
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0.7. Bucher, Skript, Folienkopien, Mitschrift

Jede(r) kaufe sich mindestens ein Buch! (Bucher sind aus-
gereift, enthaten kaum Fehler, geben Zusatzhinweise in de
Geschichte, die Literatur, weitere Ubungsaufgaben usw.)

Das Skript von Prof. Plodereder (SS01) ist prinzipiell fur den
grof¥en Tell des Stoffes hinreichend. Die Vorlesung greift
auf diese Folien auch teil weise direkt zurtick.

Zusétzlich hierzu kdnren die Beamerprasentationen und
Folien elektronisch abgerufen oder bei der Fadchschaft
kopiert werden.

Schreiben Sie dennach Manches mit, vor allem was an de
Tafel geschrieben wird. (Ideen kann man schriftlich kaum
darstellen; aber Sie @innern sich tber Ihre Notizen daran.)
Bereiten Sie lhre Notizen umngehend auf.
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0.8. Unerwiinschtes

An einer vergleichbaren Universitét in den USA misden Sie
rund 2000Euro allein fur diese 6-SWS-V eranstaltung bezahlen
und deser Gegenwert soll all en Interesserten zugue kommen.
Das bedeutet vor alem:

Kene Stérungen wahrend der Veranstaltung.

Spezidll: Kein Larm, keine Unterhaltungen, kammen Sie
punklich undgehen Sie st am Ende der V eranstaltungen.

Wir wollen, dassSie dwas lernen. Das erreicht man nicht durch
Abschreiben. Wir wiinschen daher keine identischen oder sehr
ahnlichen Abgaben in den Ubungen (hier: auRer im Rahmen
kleiner vorab festgelegter Gruppen), bel den Tests undschon gar
nicht bei den Klausuren.
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0.9. Fragen?
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1. Algorithmen

Gliederung dieses Kapitels:

1.1. Charakteristika von Algorithmen
1.2.Grenzen der Algorithmen
1.3.Korrektheit von Algorithmen
1.4.Komplexitét von Algorithmen
1.5. Gegenlaufigkeiten
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1.1. Charakteristika von Algorithmen

Vorbemerkung: Begriffe fir Mengen M
"endich”, "unendich", "abzahlbar", "Uberabzahlbar",
"aufzadhlbar", "beschrankt".

M ist endlich = M ist leer oder es gibt eine natirliche Zahl n
undeineBijektionf: M - {1, ..., n}.

M ist unendich <« M ist nicht endlich.

M abzahlbar (unendich) = Esgibt eine Bijektionzu den
natirli chen Zahlen.

M ist hdchstens abzdhlbar <
M ist endlich oder M ist abzahlbar unendlich.
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M ist Uberabzéhlbar = M ist nicht "hdchstens abzahlbar".

M ist aufzahlbar = M ist lea oder
es gibt einen Algorithmus, der jeder nattirlichen Zahl nein
Element der Menge zuordnet, undzu jedem Element von M
gibt es mindestens eine hierdurch zugeordnete natiirliche
Zahl.

Der Begriff "beschrankt” ist ein relativer Begriff; er bezieht sich
auf die jeweil s betrachtete Umgebung. Hierzu mussman vorher
eine Schranke k festlegen. Bei Zahlenmengen lautet eine solche
Definition dann keispielsweise:
M ist beschrénkt <
Es gibt eine vorab festgel egte natirli che Zahl k, so dass
M nicht mehr as k Elemente besitzt.
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Beispiel 1.1:
Dieleae Menge [ ist endich. Sie besitzt O Elemente.

Fur jede nattrliche Zahl nist die Menge{1, 2, ...,n} endich.

Die Menge der naturlichen Zahlen0 ={1, 2, 3, ..} bzw.
0~{0, 1, 2, 3, .} und de Menge der ganzen Zahlen
9={...,-2,-1,0, 1, 2, 3,..} sindabzéhlbar unendlich und
selbstverstandli ch aufzahlbar.

Die Menge der rationalen Zahlen® = {n/m | n ganze Zahl, m
pasitive ganze Zahl, n und m teil erfremd} ist abzahlbar unendlich
undzugleich aufzéhlbar (wie zeigt man des?).

Die Menge der redlen Zahlen 3 unddie Menge der komplexen
Zahlen 0 sind Ukerabzahlbar (Beweis Giber das Cantorsche
Diagonalverfahren, vgl. Mathematikvorlesungen).
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Ein Algorithmus ist eine Vorschrift, die die Reithenfolge
von duchzufihrenden Hand ungen (Operationen) auf
Daten (Operanden) genau beschreibt. Hierbei mussgelten:

a) Die Daten sind "diskret” aufgebaut (z.B. nur aus Binarziffern).
Genauer: Es gibt beschrénkt viele Zeichen {a,, ...a}, so dass
jedes Datum eine Folge dieser Zeichen ist.

b) Die Operationen sind "diskret" aufgebaut. Genauer: Es gibt
beschrankt viele Zeichen {b,, ...,h,}, so dassjede Operation
einschliefdich ihrer Operanden hiermit beschrieben werden
kann.

c) Die Vorschrift ist eine endliche Folge von Operationen. Die
Vorschrift wird schrittweise égearbeitet (diskrete Zeitskala).
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d) Eine der Operationen ist als Startoperation ausgezeichnet.

€) Fur jede Operationist unmittelbar nach ihrer Ausfiihrung
bekannt, welches die Folgeoperationist oder ob der
Algorithmus abbricht (terminiert).

f) Die Eingabe fir die Vorschrift ist eine (eventuell unendiche
oder auch leere) Folge von Daten.

g) In jedem Schritt (d.h.zu jedem Zeitpunk) gilt: Die bisdahin
beabeitete oder betrachtete Menge an Daten und
durchgeftihrten Operationen ist endlich.

Hinwels. Der Algorithmus verfligt Gber eigene Speicherbereiche
fur die Daten undfir die Vorschrift. Beide Bereiche kann der
Algorithmus wahrend seiner Abarbeitung verandern, aber in
jedem Schritt nur einen endlichen Bereich. Beide Bereiche sind
prinzipiell unendlich grof3.

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik I1, SS02 17

Hinwels: Obige Ausfihrungen sind keine richtige Definition,
sondern nu eine Liste von umgangsradlich formulierten
Anforderungen.

Turingmaschinen erfullen dese Anforderungen,

aber auch andere "Redchenmaschinen” oder Grammatiken.

Auch Programme beschreiben Algorithmen. Priifen Sie die
Anforderungen an der lhnen geldufigen Programmiersprache
undihren Programmen nach.

Man beadite, dassAlgorithmen beliebige Algorithmen as
Eingabe besitzen kdnren.

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik |1, SS02 18



Zusatz: Winschenswerte Anforderungen an Algorithmen:

- Nichtdeterminismus: Oft weil3 man nicht, welches die
nachfolgende Operation sein soll, undmdéchte eéne Menge
mogli cher Fol geoperationen angeben. Solange diese Menge
bei jeder Operation endlich it, 18s4 sich das Problem durch
einen namalen Algorithmus smulieren (siehe spéter: BFS-
Verfahren mit BFS = Breadth-First-Seach). Im Falle
unendicher Mengen liegt jedoch kein Algorithmus mehr vor.

- Terminierung = ein Algorithmus mussfir all e Eingaben nach
endlich vielen Schritten anhalten.
Diese Bedingung ist fur Algorithmen nicht notwendig und
wird auch nicht fur alle Algorithmen gewlinscht. Z.B. sollte
ein Betriebssystem mdgli chst unendlich lange abeiten ...

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik 11, SS02 19

1.2. Grenzen der Algorithmen

Was kann man mit Algorithmen nicht beschreiben?

Betrachte folgende Aufgabe:

Konstruiere @nen Algorithmus, der beli ebige Algorithmen
und Daten einlesen kann undder zu jedem beli ebigen
Algorithmus A undzu jeder Folge von Daten w in endiich
vielen Schritten feststellt, ob der Algorithmus A mit den
Eingabedaten w nach endlich vielen Schritten anhélt.

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik 11, SS02 20
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Gesucht wird also ein AlgorithmusH

Algorith-
mus H

0, falls A bel Eingabe w nach
endiich vielen Schritten anhélt,
1, fals A bei Eingabe w nach end-

lich vielen Schritten nicht anhélt.

far ale Algorithmen A undfir al e Eingabefolgen w.

VC 16.4.-16.5.02
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Angenommen, es gibt solch einen Algorithmus H mit DA Ow

A, W

Algorith-
mus H

0, falls A bel Eingabe w nach
endiich vielen Schritten anhélt,
1, fals A bei Eingabe w nach end-

lich vielen Schritten nicht anhélt.

Speziell gibt es nunauch einen Algorithmus J mit CJA

Algorith-
mus J

0, fals A bei Eingabe A nac
endich vielen Schritten anhélt,
1, falls A bei Eingabe A nach end-

lich vielen Schritten nicht anhélt.

far ale Algorithmen A, indem man in H nur den Algorithmus A
eingibt und cann H mit der Eingabe A undA (=w) laufen 1&sd.

VC 16.4.-16.5.02
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Zu desem Algorithmus Jmit CJA

A

Algorith-
mus J

0, falls A bel Eingabe A nach
endiich vielen Schritten anhélt,
1, fals A bei Eingabe A nach end-

lich vielen Schritten nicht anhélt.

gibt es dann auch einen Algorithmus J mit CJA

Algorith-
mus J'

undefiniert, falls A bei Eingabe A
nadc endich vielen Schritten anhélt,

1, fals A bei Eingabe A nach end-
lich vidlen Schritten nicht anhélt.

Klar wegen: Modifiziere J so, dassder Algorithmus J anstelle
der Ausgabe 0 in eine unendliche Schleife geht; so erhédlt man J.

VC 16.4.-16.5.02
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Was madit J bei Eingabe vonJ?

J

Algorith-
mus J'

undefiniert, falls J bei Eingabe J nach
endich vielen Schritten anhalt,

1, falls J bei Eingabe J nach end-
lich vielen Schritten nicht anhélt.

Fal 1: Bel EingabevonJ hélt J an.

Dannliefert J bei Eingabe vonJ den Wert 1.

Nadh Definition vonJ hélt dann J bei Eingabe J nicht an.
Widerspruch!

Fal 2: Bel Eingabe vonJ hélt J nicht an.

Dannlauft J bei Eingabe von J in eine unendli che Schleife.
Nad Definition vonJ hélt dann J bei Eingabe J an.
Widerspruch!

VC 16.4.-16.5.02
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Beide mogli chen Féll e fihren also auf einen Widerspruch.
Folglich mussdie Annahme, dasses den Algorithmus H gibt,
falsch gewesen sein. Es gilt daher der

Satz 1.1:

Es gibt keinen Algorithmus H, der zu jedem beli ebigen
Algorithmus A undzu jeder Folge von Daten w in endlich vielen
Schritten feststellt, ob der Algorithmus A mit den Eingabedaten
w nach endlich vielen Schritten anhélt.

Man nennt die Suche nach einem solchen Algorithmus H auch
das Halteproblem und sagt kurz:

Das Halteproblem ist algorithmisch nicht |6sbar.
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Historischer Hinwels:

Dieses Resultat kennt man seit 1931.In der hier vorgestellten
Form wurde es 1936 urabhdngig voneinander von Church,
Kleene und Turing bewiesen.

Aus diesem Resultat lasst sich eine Fiill e von weiteren Problemen
ableiten, de dle dgorithmisch nicht I6sbar sind, z.B.

- entscheide, ob Programme fur alle Eingaben nicht anhalten,

- entscheide, obzwel beli ebige Programme das<l be beredhnen,

- entscheide, obeine kontextfreie Grammatik alle Worter erzeugt
usw.

Weitere Aussagen hierzu in der Vorlesung "Theorie I" (Satz von

Rice) undin Buichern.

25
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1.3. Korrektheit von Algorithmen

Wielasg sich beweisen, dassein Algorithmus (= @n
Programm) genau dasreadlisiert, was es redisieren soll?

Dazu muss man zweierlel kennen:
- die Spezifikation, was zu redisieren ist,
- die Ermittlung dessen, was ein Programm redi siert.

Zurealisieren ist eine Zuordnurg von Eingabedaten zu
Ausgabedaten ocer die Erfillung von Anforderungen.

Ein Programmrealisiert eine Abbildung von der Menge
der Eingabedaten in de Menge der Ausgabedaten. (Dies
kann implementierungsabhéngig sein!)
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— Spezifikation:
Spezifikation: oder Anfangs-Formel ...
fE- A Am Ende Formdl....

X, z: Integer;
Get (x);
z:= X + X;
Put (z);

Redisierung
f':9 - 9mit
f*(n) = 2n fur alend9

Zu beweisen: f =f" oder f* erflllt die Formen ....

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik |1, SS02 28
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Beispiel 1.2
Spezifikation: Die Funktion f: 9 - 9 mit f(n) =2n fir ale
n9 soll redisiert werden.

Folgendes Programmsttick wird vargeschlagen:
X: I nteger;
Get (x);
for i in 1..x loop x := x+1; end | oop;
Put (X);

Dieses Programm liest eine ganze Zahl ain de Variable x
ein, addiert amal eine 1 zu ihr und duckt sie dann aus. Fur
a= 0ist dieses Vorgehen sicher richtig, doch fir a< 0 wird
nur der Eingabewert wieder ausgegeben. Also wird de
Multi pli kation mit 2 nicht vom Programm redisiert.
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Beispid 1.3
Spezifikation: Die Funktion f: 9 - 9 mit f(n) =2n fir ale
n9 soll redisiert werden.

Folgendes Programmsttick wird vargeschlagen:
X: I nteger;
Get (x);
Put (x, Base=>2);
Put ("0");

Dieses Programm liest eine ganze Zahl ein, druckt sie zur
Basis 2 aus undfigt die Ziffer 0 am Ende an. Diese even-
tuell richtige Idee wird aber dadurch zunichte gemadht,
dassAda.lnteger Text_ IO die Zahlen zu einer Basis, die
nicht 10ist, in "#" einschlief?t. Bel Eingabe von 13 wird
aso 2#1101#0 statt 11010 ausgegeben.
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Beispiel 1.4
Spezifikation: Die Funktion f: 9 - 9 mit f(n) =2n fir ale
n9 soll redisiert werden.

Folgendes Programmsttick wird vargeschlagen:
X: Integer; Negativ: Bool ean;

Get (x);

Negativ : = x<0;

if Negativ then x:=-x; end if;

for i in 1..x loop x:=x+1; endl oop;
if Negativ then x:=-x; end if;

Put (X);

In desem Programmwird ein negativer Wert zunadst ins
Positi ve umgewandelt, dannwird der Wert verdoppelt und
im negativen Fall wieder negiert. Man vermutet, dieses
Programm sei nunrichtig?! Ist das shonein Beweis?
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Es gibt mehrere Methoden, de Bedeutung eines Programms
(also deredisierte Abbildung) zu ermitteln. Wir wollen hier
nur eine betrachten, namlich de préadikatenl ogische Methodg;
siewird in der Literatur "axiomatische Semantik™ genannt.

Man geht davon aus, dass zu jedem Zeitpunkt des Programm-
ablaufs gewisse Bedingungen erfillt sind; diese beschreibt
man als pradikatenl ogische Formeln; man nennt sie
Zusicherungen oder assertions undschreibt siein
geschweifte Klammern.

Jede Anweisung verandert diese Zusicherungen. Wenn vor
der Durchfiihrung einer Anweisung c die Zusicherung A
erfullt war undnacd der Ausfiihrung von c die Zusicherung
B erfullt i st, so schreibt man hierfur

{A} c{B}.

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik |1, SS02 32
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Wir betrachten zunadhst ein triviales Beispiel, wobel wir die
pradikatenlogischen Formeln umgangssprachli ch formuli eren:

X: I nteger;
{Der Wert von x ist noch undefiniert}

Get (x);

{Der Wert von x ist eine ganze Zahl a}
X = X+2;

{Der Wert von x ist a+2}

Put (x) ;

{Der Wert a+2 wurde ausgegeben}

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik 11, SS02 33

Als Modell fur die Interpretation prédikatenlogischer Formeln
mussen wir hier die ganzen Zahlen betrachten. Hinzu kommt
der Fall "undefiniert”, den wir durch das Zeichen [ darstell en.

Die Aussage "Der Wert von x ist noch undfiniert”

beschreiben wir nun durch die Zusicherung
x =0

Die Eingabe Get(x) beschreiben wir durch de Zusicherung
a90x = a

Schliefdich wird "der Wert vonx ist a+2" dargestellt durch
X =a+ 2

Damit erhalten wir folgendes Programm mit zusétzlichen
Zusicherungen zwischen je zwei aufeinander folgenden
Anweisungen:

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik 11, SS02 34
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X: | nteger;

{x = [0}

Get (x);

{a B 9 Bx = a}
X = X+2;

{x = a+ 2}

Put (X);

Die Ausgabe lasg sich nicht beschreiben; man erhdlt sie,
indem man den Wert aler Variablen, de ausgegeben werden,
in der Anweisung davor betradtet.

Dieredisierte Abbildung deses Programms |&sg sich nun
schrittweise an jeder Anweisung beweisen (bitte selbst
durchfihren).

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik 11, SS02 35

Dies seht so aus, als ob der Mensch als Beweiser bendtigt wird.
Diesist aber nur teilweise richtig.

Denn ds auf die while-Schleife (und de Rekursion) kann man
alle anderen Anweisungen weitgehend automatisch nachprifen
lassen.

Es gelten namlich folgende sedhs Regeln. Hierbel werden de
Ein- und Ausgabe nicht beriicksichtigt; sie mussen zusétzlich
hinzugefigt werden.

X
Vorbemerkung: Jede Regel T bedeutet:

Wenn X zutrifft, danntrifft auch Y zu.

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik 11, SS02 36

18



Die sechs Regeln vonHoare:

Fur ale Zusicherungen A, B, C, fur ale Wertzuweisungen x:=3
fur alle Bodeschen Ausdriicke b undfir alle Anweisungen ¢, d:

(v _tue wobei € dielege Anweisung ist.
{A} e{A}
@ true wobei A'aus A entsteht, indem manin A

{A} x:= B{A} dlefreien Vorkommen vonx durch Rersetzt.

{A}c{B} O{B}d{C}
{A} c; d {C}

®
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Fur ale Zusicherungen A, A", B, B", fir al e Booleschen
Ausdricke b undfir alle Anweisungen c, d:

{A Ob} ¢ {B} O {A Onot(b)} d {B}

{A} ifbthenc else d end if {B}

{A Ob} c {A} /'i";]g;s'f“%
@ Schleifen-

{A} while b loop c endloop {AUOnad)} ivaiante

AOA" O{A"tc{B"} O B"OB

@ Konsequenzregel

{A} c {B}
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19



Beispiel 1.5 Was madt folgendes Programmstiick?
X, Yy, z: Natural;

Get (X, Yy);
z. =0;
while y > 0 | oop
if (y mod 2 = 0) then
y:=y div 2;
X: =X+X;
el se
y:=y-1;
Z: =z+X;
end if;
end | oop;
Put (2);

Redisiert dieses Programmstiick die Multiplikation?

Flge Zusicherungen ein undfihre anen Bewels.

VC 16.4.-16.5.02
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X, Y, z: Natural;
{x=0 B y=0 KA z=[0}

39

Wir betrachten
nun nu die

Cet (X, Yy);
{abl9 Ha=0 [Ix=a [l bEl9 Hb=>0 EHy=b [ z=[}
z: =0;
{abl9 Ha=0 [Ix=a [l bEl9 lb=0 Ey=b [ z=0}
while y > 0 | oop
if (y nod 2 =0) then
y:=y div 2;
X: =X+X;
el se
y:=y-1;
Z: =z+X;
end if;
end | oop;
Put (z)

whil e-Schleife.

VC 16.4.-16.5.02
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{aB9 Ha=0 Ix=a [ b&9 Hb=0 Hy=b [ z=0} &
{x=0 [ y=0 [ z=0 [ z+x-y=a- b}
while y > 0 | oop
{x=0 [ y>0 [ z=0 [ z+x-y=a-b}
if (y nod 2 =0) then
{x=0 [ y>0 [ Ok: y=2k [ z=0 [ z+x-y=a- b}

y :=ydiv 2
{x=0 [ y>0 [ z=0 [ z+x-2y=a- b}
X 1= X + X;
{x=0 [ y>0 [ z=0 [ z+x-y=a-b}
el se
y:=y-1;
Z:=z+X;
end if;
end | oop; then-Zweig betrachten
Put (z)
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{aB9 Ha=0 x=a [ b&9 Hb=0 Hy=b [ z=0} &
{x=0 [ y=0 [ z=0 [ z+x-y=a- b}

while y > 0 | oop
{x=0 I y>0 [ z>0 [ z+x-y=a-b}

if (y nod 2 =0) then
y :=ydiv 2
X 1= X + X;
el se
{x=0 E y>0 [ Ok: y=2k+1 [ z=0 [ z+x-y=a- b}
y:=y-1;
{x=0 [ y=0 [J z=0 [ z+x-y+x=a- b}
Z:=z+X;
{x=0 [ y=0 [ z=0 [ z+x-y=a- b}
end if;
end | oop; else-Zweig betrachten
Put (z)
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Esgilt dso

{x=0 [ y>0 [ z=0 [ z+x-y=a-b}
if (y nod 2 = 0) then

y :=ydiv 2;
X 1= X + X;
{x=0 [ y>0 [ z=0 [ z+x-y=a-b}
el se
y:=y-1;
Z: =Z+X;
{x=0 [ y=0 [ z=0 [ z+x-y=a- b}
end if;
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Mit der Konsequenzregel folgt hieraus

{x=0 [ y>0 [ z=0 [ z+x-y=a-b}
if (y nod 2 = 0) then

y :=ydiv 2
X 1= X + X;
{x=0 [ y=0 [ z=0 [ z+x-y=a- b}
el se
y:=y-1;
Z: =Z+X;
{x=0 [ y=0 [ z=0 [ z+x-y=a- b}
end if;
VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik 11, SS 02
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Also gilt nach der vierten Regel:

{x=0 [ y>0 [ z=0 [ z+x-y=a-b}

if (y nod 2 = 0) then
y :=ydiv 2;
X 1= X + X;
el se
y:=y-1;
Z: =Z+X;
end if;

{x=0 [ y=0 [J z=0 [ z+x-y=a- b}

Wir setzen diesen:
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{aBl9 Ha=0 x=a [ bB9 Hb=0 y=b [ z=0} H
{x=0 [ y=0 [ z=0 [ z+x-y=a- b}

while y > 0 | oop
{x=0 I y>0 [ z>0 [ z+x-y=a-b}

if (y nod 2 =0) then
y :=ydiv 2
X 1= X + X;
el se
y:=y-1;
Z:=z+X;
end if;
{x=0 [ y=0 [ z=0 [ z+x-y=a- b}
end | oop;

{x>0 [ y=0 [ z=0 [ z+x-y=a-b [ y<0} O
{y=0 [ z=a-b}
Put (z)
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X, Yy, z: Natural;
Get (%, y); z:=0;
{x=0 K y=0 [ z=0 [ z+x-y=a- b}
while y > 0 | oop
if (y nod 2 = 0) then

y:=y div 2;
X: =X+X;
el se
y:=y-1;
Z: =zZ+X;
end if;
end | oop;
{y=0 [ z=a b}
Put (2);

Also wird das Produkt zweier nicht-negativer Zahlen berechnet.
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Beispiel 1.6 Plateau-Problem

Gegeben: n > 1 undein sortiertes Feld natlrli cher Zahlen
a array (1..n) of Natural,

Gesucht ist die maximale Anzahl gleicher Zahlen, also
Max {d=1 | Oi mit a(i) = &i+1) = ... = i+d-1)}.

Lésungsvorschlag:
" Liesn und @sarray a en. Sortiere a "

j =1 p:=1,
while j/=n | oop
jor= g+
if a(j) = a(j-p) then p := p+l end if;
end | oop;
" Ergebnisist p. "

Der Beweis erfolgt in der Vorlesung an der Tafel. Hierzu definiere man das Préadikat
m(j,p) as"pist die maximale Anzahl gleicher Zahlen im Teil-array a(1..j)".
Dann zeige man, dassm(j,p) eine Schieifeninvariante der while-Schleifeist. Der Rest ist einfach.
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Vorgehensweise beim Nadchweis der Korrektheit:

Schreibe zwischen je zwei Anweisungen eine préadikatenl ogische
Formel und versuche mit Hil fe der Hoareschen Regeln zu
bewiesen, dassjeweils {A} c{B} qilt.

Dadie Hoareschen Regeln sich nu auf die Anweisungen "leae
Anweisung", "Wertzuweisung", "Hintereinanderausfiihrung von
Anweisungen”, "Alternative" und"while-Schleife" beziehen,
konren wir dieses Schema bisher auch nu auf Programme
anwenden, de héchstens aus diesen Bestandteil en bestehen.
Will man beliebige Ada-Programme untersuchen, so mussman
weitere Regeln einfihren.

(Solche weiteren Regeln kann man aufstellen. Wir tun des hier
nicht, well esunsjanur um das Prinzip geht undweil diese
Regeln rasch recht kompliziert werden.)

VC 16.4.-

16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik 11, SS02 49

Kann man deses Vorgehen automatisieren, d.h., lkeEnnman ein
Programm schreiben, das

- ein Programm einliest,

- die Spezifikation einli est,

- schrittweise die eforderlichen Zusicherungen ermittelt und

- den Beweis der Korrektheit fuhrt?

Nein, denn (Sie éhnen es £hon) auch deses Problem, die
Korrektheit eines Programms zu beweisen, ist algorithmisch
nicht 16sbar.

(Anschaulichist diese Aussage klar: Denn wer die Korrektheit
nachweisen will, mussauch beweisen kdnren, obein Programm
Uberhaupt anhdlt; und damit ist dieses Korrektheitsproblem
mindestens © schwer wie das Halteproblem.)
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Aber: Man kann retirlich ein interaktives Programm, also ein

"Unterstiitzungssystem™ bauen, welches

- ein Programm einliest,

- die Spezifikation einliest,

- diese Spezifikation als letzte Zusicherung verwendet und
versucht, die vor der letzten Anweisung einzufiigende
Zusicherung zu korstruieren ocder den Benutzer aufzufordern,
einen Vorschlag einzugeben,

- einen Beweis fur die Korrektheit dieses einen Schrittes zu
fUhren oder den Benutzer aufzufordern, einen solchen Beweis
einzugeben und desen nachzuvallziehen,

- das Gleiche fur die Anweisung davor zu wiederholen usw.

Auf diese Weise lonrte én Beweis der Korrektheit ermogli cht
undteil weise sogar automatisiert werden konren.
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Wie mussman hierbel vorgehen?
Der wichtigste Schritt ist:

Ausgehend von einer Zusicherung und der davor
stehenden Anweisung mussman versuchen die
Zusicherung zu konstruieren, die vor der letzten
Anweisung einzufligen ist.
Also: Finde zu der Situation

c {B}
eine Zusicherung A, so dass

{A} c {B}
gilt.
(Das geht in vielen Féll en tatsadlich mittels folgender "wp".)
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Triviales Beispiel: Gegeben sei
X =X +1;
{x>7}
Dannwird eine Zusicherung vor der Wertzuweisung gesucht:
{x>6}
X =X +1;
{x>7}
Dies entspricht der Hoareschen Regel: {A'} x:= 3 {A},
wobei A" aus A durch Ersetzen vonx durch 3 hervorgeht.
Man hétte auch die Zusicherung {x > 20} nehmen konren:
{x>20}
X=X +1;
{x>7}

Welche Zusicherung soll man nehmen?
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Man denke an de Konsequenzregel. Es gilt:

{x>20}0 {x>6}

X=X +1,

{x>7}
Die Zusicherung { x>6} ist "schwécher" als die Zusicherung
{x>20}. "Schwader" bedeutet: Die Zusicherung { x>6} trifft
auf mehr Werte zu als die Zusicherung { x>20}.
{x>0} wére a@ne noch schwadere Bedingung. Leider gilt
aber die Formel

{x>0}

X=X +1; r\a\gi(\

{x>7}
nicht mehr, dax ja enen der Werte 1, 2, 3, 4, 5 oer 6 haben
konrte. Gibt es zu ¢ undB vidleicht eine "schwadhste"
Zusicherung A, fir die{A} ¢ {B} zutreffendist? Ja!
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Bezeichnungen: Wir missen nunin der Formel
{A} c {B}
zwischen den Zusicherungen A undB unterscheiden. Statt
"Zusicherung" sagt man dft auch "Bedingung”, und daher
nennt man
A die Vorbedingung zur Anweisung ¢
(englisch: precondition)

und
B die Nadbedingung zur Anweisung ¢

(englisch: postcondition).

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik 11, SS02 55

Unsere Aufgabe lautet also: Suche zu der Situation

c {B}
eine Vorbedingung A, so dass

{A} c {B}
gilt. Wenn es mehrere solche Vorbedingungen gibt, dann
suche die "schwadste" Vorbedingung, d.h.,suche én A mit:
1.{A} c {B}
2. wennfur irgendeine Zusicherung A' gilt: {A'} ¢ {B}, dann

ist A eine Folgerung aus A, d.h., dnngilt A" 0 A.

Definition:
Eine solche Zusicherung A heifd "schwadste Vorbedingung”
zu ¢ undB (engli sch: weakest precondition, abgekirzt wp).

Man schreibt dann: A =wp(c,B).
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Als erstes missen wir fragen, ob ursere Definitionin sich
stimmig ist (man sagt auch, obsie "wohldefiniert" ist). Es
konnte jasein, dasseszu ¢ undB in der Regel keine

schwadhste Vorbedingung g bt oder dasses mehrere gibt.

Ohne Beweis natieren wir hier:
Es gibt stets eine schwéchste Vorbedingung zu ¢ undB.

Dassdiese stets eindeutig ist, ist leicht zu sehen: Wennes
zwel solche schwadhsten Vorbedingungen A undA' gébe,
dannmussen gleichzeitig A'[0 A undA O A’ gelten. Zwel
solche Zusicherungen sind aber gleichwertig, d.h.,es gilt
dannA' = A.
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Beispiel 1.7:

c=if (Xnmod 2 = 1) then X =X+3; end if;
B =Xmod6=0

Gesucht ist wp(c,B).

Betrachte hierzu alle Belegungen der Variablen X, fur die nach

Durchfuhrung der Anweisung ¢ die Zusicherung B gilt:

{aJe |falsaungeradeist, dann mussa+3 durch 6teilbar sein;
fallsageradeist, dann mussadurch 6teil bar sein}

={all e |aist durch 3teilbar}.

Eine Zusicherung, die genau fur die Werte dieser Menge afullt
ist, musszur schwéaadsten Vorbedingung gehoren (also zur
grof¥en Menge, die die Zusicherung erfillt). Also gilt hier:

wp(c,B) = X mod 3=0
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Wennc eine Wertzuweisungist, dannist wp(c,B) in der
Regdl leicht zu berechnen und des kann auch automatisiert
werden. Die Hintereinanderausfihrung und de Alternative
sind auch nach gut zu handhaben. Als Beispiel betrachte man:

c=if X<0 then X =-X+1; else X:=X-1; end if;
B=X>5

Betradchte zunadst den then-Zweig:

c, = X:=-X+1;

B =X>5

wp(c,,B) = X <-4

Dies mussman nach koppeln mit der Bedingung b= X <0
flr den then-Zweig. Dies ergibt die Zusicherung
(X<-4) O(X<0),adso X <-4,
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c if X<O0 then X:=-X+1; else X =X-1; end if;
B=X>5

Betrachte nunden else-Zweig:
c, = X:=X- 1;

B =X>5

wp(c,, B) = X>6

Dies mussman koppeln mit der Bedingung not(b) = X > 0. So
erhdt man de Zusicherung
(X>6) O(X=0),aso X>6 fur den else-Zweig.

Aus beiden Vorbedingungen erhélt man de schwéachste
Vorbedingung der gesamten Alternative ds Digjunktion:
wp(c, B)=(X <-4) O(X >6).

59
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Wesentlich schwieriger ist die Behandlung der while-Schleife.
AlsBeispiel betrachte man:

c = while (X/=0) loop X:= X-2; end | oop;
B =Xmod3=0
wp(c,B) = ?

"X mod 3=0" ist keine Schleifeninvariante, da die Formel
{Xmod3=0)0(X/=0)} X := X-2; {Xmod3=0}
nicht erfullt i st (vgl. Hoaresche Regel 5, sie steht auch auf der nachsten Folie).

Dagegen sind sowohl "X mod 2= 0" asauch"X mod 2=1"
Schleifeninvarianten.

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik I, SS 02 61

Diese Information niizt uns aber nichts. Betradchten wir
stattdessen nach mal die 5. Hoaresche Regel:

{A 0D} ¢ {A}

{A} while b loop ¢ end | oop {A Onact(b)}

In urserem Fall ist not(b) = (X =0), so dasssB=X mod 3 =0
stets erfillt ist, egal mit welchem Wert von X die Schleife
begonnen wurde. Die Frage, ob de Schleife terminiert, spielt
nadh der Definition von {A} ¢ {B} keine Rolle: Dennes ll
B nadh der Ausfuihrung von ¢ erflllt sein (vgl. Folie 32); wenn
jedoch die Schleife nicht endet, "dannist danad alles erfullt™.

Somit erhalten wir als die schwéachste V orbedingung obiger
Schleife die Zusicherung: X [ e, d.h. de Nachbedingung ist
fr jede ganze Zahl, mit der man startet, erfllt.
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Im Allgemeinen lasg sich de schwadhste Vorbedingung fir eine
Schleife jedoch algorithmisch nicht berechnen. Digjenigen, de
das Programm entwickelt haben, kennen in der Regel aber
mindestens eine Schleifeninvariante, namlich de, die sie bei der
Formulierung der Schleife im Sinn hetten. Mit einem interaktiven
System kann dese Zusicherung eingegeben werden und @&s
System kann versuchen zu beweisen, dass s$e tatsachlich eine
Schleifeninvariante ist.

Hier brechen wir die Erlauterung der Korrektheit mit Hilfe der
axiomatischen Semantik ab. Es Dllten nur die Ideen vorgestellt
und ein mogli ches Unterstiitzungssystem angedeutet werden.
(Vertiefungen hierzu erfolgen in Vorlesungen tber Semantik
undz.T. in Vorlesungen Uber Interaktive Systeme, Wisens-
verarbeitung sowie Programmiersprachen/Ubersetzerbau.)

VC 16.4.-
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Historischer Hinwels:

Das Problem, die Richtigkeit von Programmen nachzuweisen,
besteht seit dem Beginn der praktisch verwendbaren Program-
mierung, also seit den 1950er Jahren. Dies fuhrte rasch auf die
Frage nach der Bedeutung (" Semantik") eines Programms und
dessen préziser Formulierung in Kalkulen.

Die asten Arbeiten hierzu stammen vonR. Floyd (Einfihrung
von festen Stellen im Programm, an denen de Bedeutung
ermittelt wird), C.A.R. Hoare (Aufstell ung eines Regel systems)
undW. Dijkstra (Einfihrung der weakest precondition) in den
196Cer Jahren. Ab 1970entwickelt sich eine Fulle von Arbeiten
zu desem Gebiet (denotationale Semantik, Semantik nebenlau-
figer Systeme, Entwicklung von Kalkilen undBeweissystemen,
konkrete Methoden wie model chedking usw.).
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1.4. Komplexitat von Algorithmen

Die Idee Komplexitét ist der Aufwand an Zeit t,(w) oder
an Platz s,(w), den ein Algorithmus A bei der Eingabe w
bendtigt, um seine Berechnurg durchzufiihren. (t kommt
von "time complexity" und svon"space complexity”.)

Genauer: Wenn ein Algorithmus A eine Eingabe w erhdt, dann

fahrt er eine Berechnung durch. Eine Beredhnung ist eine Folge

von elementaren Anweisungen (leae Anweisung, Wertzuwel -

sung) und Abfragen, de durch de &tuell e Eingabe w festgel egt

ist.

ta(w) = Anzahl der elementaren Anweisungen undAbfragen,
die A bel Eingabe w durchlauft, bis er anhélt,

Sx(w) = Anzahl der Speicherplétze, auf die A bei Eingabe vonw
zugreift, bis er anhdlt.
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In der Praxisinteressert man sich nicht fir die eénzelnen
Eingabefolgen w, sondern nu fur deren Lange. Daher
definiert man:

Etwas konkretere Idee:

Es =i A en Algorithmus, w sind Eingabefolgen.
ta(n) = Max {ty(w) | die Lange vonw ist n},
Sp(n) = Max {s,(w) | die Lange vonw ist n}.

Man beadite: Diese Definition setzt indirekt voraus, dass
der Algorithmus A fur al e Eingaben anhélt; dennfalls der
Algorithmus A fir eine Eingabefolge w der Lange n nicht
anhélt, dannwéren t,(n) [undeventuell auch s,(n)]
unendich grof3 undsomit fir Anwendungen urnnteressant.

65
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Definition:

Es =i A ein Algorithmus, der fur al e Eingaben w anhélt.
Dann dfinieren wir:

ta(n) = Max {ty(w) | die Lange vonw ist n},

Sa(nN) = Max {s,(w) | die Lange vonw ist n}.

t, unds, sind also Abbildungen von e ; nadch e,

Hinweis: Legt man ein Maschinenmodell zugrunde, z.B.
eine Turing- oder eine Registermaschine, dann lésd sich
diese Definition exakt definieren a's die Anzahl der
durchlaufenen Konfigurationen ocer als die Anzahl der
besuchten Speicherplétze. Siehe Vorlesung " Theoretische
Informatik 11", Kapitel Komplexitét.

Obige Definitionist aber flr unsere Zwedke ausreichend.
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Beispiel 1.8 Wir betrachten erneut Beispiel 1.5

X, Y, z: Natural;
Get (X, y);
z: =0;
while y > 0 | oop
if (y mod 2 = 0) then

y:=y div 2;
X: =X+X;
el se
y:=y-1;
Z: =z+X;
end if;
end | oop;
Put (2);

Dieses Programmstiick berechnet die Multi plikation zweier
natlrli cher Zahlen. Wie gro3ist der Aufwand?
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Get (x, y); 2Schritte

z: =0; 1 Schritt
while y > 0 loop 1Schritt m+1 mal
if (y mod 2 =0) then 1Schritt
y:=y div 2; .
X! ZX+X 2 Schritte
el se
yi=y-1  oder: mma
Z:=Z2+X; 2 Schritte
end if;
end | oop; )

Put (z); 1 Schritt

Zusammen: 4m + 5 Schritte.  Aber wasist m?
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Die Schleifewird duchlaufen, bisy = 0 ist. Spatestensin
jedem zweiten Schritt wird y halbiert. Also wird de Schleife
mindestens log(y) mal und héahstens 2 log(y) mal
durchlaufen. Also gilt log(y) < m< 2 log(y).

Die Eingabewerte seien die natlrlichen Zahlen aund b.Die
Eingabelange ist dann n=1log(a) + log(b) + 2. (Das"+2"
kommt daher, dassman ein Trennzeichen zwischen aund b
undein Zeichen fir das Ende der Eingabe bendtigt.)

m kann daher durch nnach olken abgeschétzt werden.

Fur unseren Multi pli kationsalgorithmus A gilt also

wegen m < 2log(y)< 2n:

ta(n) = Max {t,(w) | dieLangevonw ist n} < 8n+5.

Man braucht drei Speicherplétze fur x, y undz, folglich gilt:
Sa(n) = Max {s,(w) | dieLangevonwistn} =3

69
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Aber: Ist dieseine "richtige” Aufwandsberechnung?
Warum geht zum Beispiel nur die Lange der zweiten Zahl b
diey zugeordnet wird, und richt auch die der ersten Zahl a,
diein x steht, in die Komplexitét ein??

..... well wir jede Wertzuweisung undjede Abfrage so

behandeln, alsob sie in einem Schritt ausgefiihrt werden kann.

In der Praxis wiirde die Anweisung x:=x+x nicht einen Schritt,
sondern so viele Schritte bendtigen, wie der Wert von x lang ist
(ungefahr log(x)); denn so lange dauert die ziffernweise Addi-

tion, wenn man siewiein der Schule alernt durchfiihrt.

Auch de Frage, oby durch 2teil bar ist (y mod 2= 0), oder
die Division duch 2 kenétigen in der Regel einen Aufwand
propartional zur Lange der jeweili gen Zahl (das héangt aber von

der Zahldarstellung ab; bel der Basis 2 oder 10 braucht man nu die letzte

Ziffer zu prifen).

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik 11, SS02

Also noch mal rechnen:
Get (X, Y); log(a) + log(b) = n Schritte
z: =0; 1 Schritt

71

while y > 0 loop <log(b) Schritte 2log(b)+1 mal

if (y nod 2 = 0) then <log(b) Schritten

y: =y div 2; <log(b) Schritte
X: =X+X; log(a)+log(b) Schritte
el se -
y:=y-1; log(b) Schritte
Z:=Z+X; log(a)+log(b) Schritte
end if;
end | oop; y,

Put (z); log(a) + log(b) =n Schritte

log(b)

> mal

Zusammen: < (2log(b)+1) (4log(b)+log(a))+2n+1 < ca. 8n(n+1)+1 Schritte.
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Bezeichnur:
Beredhnet man de Komplexitét t,(n) bzw. s,(n) so, dessjede

elementare Anweisung und jede Abfrage genau einen Schritt
dauern, kew. dassjede Zahl genau einen Speicherplatz belegt,
so spricht man von der uniformen Komplexitét.

Beredhnet man de Komplexitdten so, dassjede Operation so
vidl Zeit kostet, wie die zechenweise Ausfihrung erfordert,
bzw. dassWerte so viel Platz belegen, wie sie Zeichen haben,
so spricht man von dr logarithmischen Komplexitéat.

In der Praxis berechnet man stets zunéacdst die uniforme
Komplexitét: Sie gibt meist eine hinreichend genaue
Orientierung Uber den zu erwartenden Aufwand. Erst fur
eine genaue Abschédtzung zw. bei der Programmierung
betrachtet man de logarithmische Komplexitét, die den
tatsachli chen Aufwand wesentli ch genauer wiedergibt.
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Die hier definierten Komplexitatsfunktionen t,(n) unds,(n)
erfassen den schledhtesten Fall, der bei der Lange n auftreten
kann.Man bezeichnet diese t,(n) unds,(n) daher auch als
worst case complexity.

Eine andere Mogli chkeit, die Komplexitét zu definieren,
besteht in der Mittelung tiber die Komplexitétswerte fr alle
Eingaben der Lange n. Es & E die Menge dl er Eingaben
undfur jede nattrrliche Zahl i sei E; die Menge der Eingaben
der Langei. Insbesondere gilt
E=E,0E,0E0OEDE,O...= E E.

i=0

Der mittlere Wert, die average case cmplexity, lautet dann:

Ta(n) = IElnI ZDEtA(W) und Sy(n) = IElnl zDEsA(w).
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Esist klar, dassder Aufwand an Zeit, an Platz usw., den ein
Programm bendtigt, besonders wichtig fur die Informatik ist.
Eine zentrale Aufgabe ist es daher, zu einer Funktion (bzw. zu
einer Spezifikation) einen redisierenden Algorithmus (bzw. ein
Programm) zu schreiben, dessen Komplexitat mogli chst gering
ist.

Als Beispiel betracdhten wir die Multi plikation zweier natirli cher
Zahlen. Wir haben olen gesehen, dasses einen Algorithmus gibt,
der die Multiplikation mit einer Zeitkomplexitét von hahstens
8(n+1)2 redisiert, wobel n de Lange der eingegebenen Zahlenist.

Gibt es einen schnell eren Algorithmus?

Oder kann man beweisen, dasses kein schndll eres Verfahren
geben kann?
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Vorbemerkung: Wenn man zwel nattirliche Zahlen (ungleich
Null), die jewelsk bzw. m Ziffern lang sind, miteinander
multipliziert, so entsteht eine Zahl, die (k+m-1) oder (k+m)
besitzt.

Da dso das Ergebnis der Multiplikation nu so lang sein kann,
wie die beiden Multi plikanten zusammen, kdnre es eventuell
sogar einen Algorithmus geben, der die Multi pli kation
propationa zu n duchfihrt.

Doch des wirde bedeuten, dassman de Multi plikation s auf
einen korstanten Faktor genau so schnell ausfihren konrte wie
die Addition.

Das glaubt eigentlich nemand. Denncch ist es bisher keinem
gelungen zu beweisen, dassdie Multi plikation ceutlich mehr
Zeit asdie Addition erfordert.
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Nunwollen wir ein Verfahren varstell en, welches deutlich
schnell er als mit der Zeitkomplexitat 4(n+1)2 multipliziert.

Gegeben seien also zwel k-stelli ge natirliche Zahlen x undy;
die Langek sei eine gerade Zahl. Setze p=k/2. Dannlassen sich
x undy schreiben in der Form:

X=A2’+B undy=C2’+D,
wobei A, B, C, D mindestens 0 undedt kleiner als 2° sind.
Dann gilt

x-y=(A2°+B)(C2r+D)=AB2%+(AD+BC)2+BD.

Man kann also de Multiplikation zweier k-stelli ger Zahlen
durchfhren, indem man sie auf 4 Multiplikationen von ralber
Lange k/2 zurlckfuhrt. Dies ergibt jedoch wiederum eine
quadratische Zeitkomplexitét. Kommt man vielleicht mit
weniger alsvier Multiplikationen halber Lange aus?

VC 16.4.-

16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik I1, SS02 7

Esgilt: (A-D + B-C)=(A-B)(D-C) + A.C+B-D,
wie man duch Ausredhnen leicht nachprift.

Somit erhalten wir aus obiger Gleichung:
X-y=AC2®+(AD+BC)2»+BD

= A-C2% + ((A-B)(D-C) + AC + B-D)2" + BD
wobei A, B, C, D mindestens 0 undedt kleiner als 2° sind.

Nun heben wir es geschafft: Auf der rechten Seite stehen nur
noch drel verschiedene Multi pli kationen, namli ch:

A-C, B:D und (A-B):(D-C)
Beachte: Die Multi plikation mit 2° bzw. 2% ist keine etite

Multi plikation, sondern nur ein Anhangen von pbzw. 2p
Nullen.
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Somit haben wir die Multipli kation zweier k-stelliger Zahlen auf drel
Multipli kationen von k/2-stelligen Zahlen zurtickgefihrt. Der Preis,
den wir dafir bezahlen mussen, sind zwei zusétzliche Subtraktionen
zweier k/2-stelliger Zahlen undzwel zusétzliche Additionen zweier k-
stelliger Zahlen. Da aber die Zeit fir die Addition und de Subtraktion
propartional zur Lange der Zahlen ist, missten wir dennoch schneller
fertig werden. Wir prifen dies nunnach.

Wennt(k) die Anzahl der durchzufihrenden Operationen fir die
Multiplikation zweier k-stelli ger Zahlen nach desem Verfahren
ist, dann erhalten wir also folgende Gleichung:

t(K) = 3t(k/2) + 4k + 2(k/2) mit t(1)=1

Rekursion| | 4Additionen 2 Subtraktionen '\Z’\'A;’;t;f"zklf::g
k stelliger Zahlen| |k/2 stelliger Zahlen
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Wie lautet die Losung dieser Gleichung?

Probieren wir es aus. Ersetzen vont(k/2), t(k/4) usw. entspre-
chend der Rekursionsformel t(k) = 3t(k/2) + 5k ergibt:
t(k) = 3t(k/2) + 5k
= 3(3t(k/4) + 5k/2) + 5k
= 33t(k/4) + 35k/2 + 5k
= 33t(k/4) + 5k(1 + 3/2)
= 33(3t(k/8) + 5k/4) + 5k(1 + 3/2)
= 3331(k/8) + 5k-(1 + 3/2 + 9/4)
=333(31(k/16) + 5k/8) + 5k-(1 + 3/2 + 9/4)
= 3333t(k/16) + 5k-(1 + 3/2 + 9/4 + 27/8)
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Die allgemeine Form nach i Schritten lautet offensichtlich:

t(k) = 3:4(k/2') + 5k-(1 + 3/2 + 9/4 + ... + 31212
= 3(k/2) + 10k((3/2)' - 1)

Beachte die geometrische Reihe

arl-1
l+a+a+a3+..+a"= ————
a-1
In unserem Fall ist a= 3/2.
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Diese Ersetzungen kann man vornehmen, bis k = 2! geworden
ist, also bisi = log(k). Dann ist t(k/2'°9K)) = t(1) = 1. Wir setzen
dies ein und erhalten:

t(k) = 3'000t(k/209K) + 10k-((3/2)'°9K - 1)
= klo9(3) + 10.k.(klog(1,5) - 1)
= 11k'°9® - 10k =11k>585-10k E O(k1585)
Beachte hierbei die Formeln:
log ist hier der Logarithmus zur Basis 2,
g09(b) = plog@ yng

k_klog(1,5) — k1+|og(1,5) — klog(2)+|og(1,5) — klog(2-1,5) — klog(3)
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Satz 1.2:

Die Multi plikation zweier k-stelli ger Zahlen 1&8sg sichin
propationa zu k18 Schritten durchfiihren.

(Die Schuimethoce bendtigt k? Schritte, siehe nadhste Folie.)

Geht es noch schneller? Ja. Der beste derzeit bekannte Algorith-

mus, der Algorithmus nach Schonhege und Strassen (1971), der

sich alerdings nur flr riesige Zahlen eignet, bendtigt
O(k-log(k)-log(log(k))) Schritte.

Diesist schonrelativ dicht an der Grélenordnung O(K), so dass
man viell eicht eines Tages doch einen Algorithmus finden wird,
der die Multiplikationin O(k) Schritten - und damit ungeféhr so
schnell wie @ne Addition - durchfihrt?
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Anmerkung: Ab wann lohnt sich dieses rekursive Verfahren? Hierfr
miissen wir wissen, wie aufwandig eine normale Multiplikationin
Wahrheit ist. Der Algorithmus aus Beispiel 1.5 benétigt héchstens
8:(k+1)? Schritte (vgl. Folie 72; setzen Sie dort log(a)=log(b)=k und rechnen
nochmals nadh). Doch bei einer genaueren Untersuchung erkennt man,
dass jener Algorithmus im Wesentlichen in k? Schritten arbeitet; denn
nur die Anweisung z:=z+x kostet "richtig" Zeit (x:=x+x bedeutet: hange
eine 0 an xan, bei y:=y div 2 wird nur die letzte O gestrichen usw.).

Dann l&uft die Frage, ab wann sich die rekursive Methode lohnt, auf
die Frage hinaus, ab welchem k gilt: 11k%%85 - 10k < k? ? Dies trifft
leider erst fir Werte vonk zu, de grofer als 290sind. Es missen aso
schon spezielle Probleme sein, bel denen es sich lohnt, diese Methode
einzusetzen.

Dieswar aber nur eine Uberschlagige Berechnurg. Eine genaue
Anayse misste alle auftretenden Operationen einbeziehen, z.B. auch
die Funktionsaufrufe und die Speicherung von aktuellen Parametern.
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Auf den letzten Folien trat das Symbad O(...) auf, das Sie aus der
"Einfuhrung in de Informatik I" bereits kennen. Diesist das
genannte Landau-Symbol (nadch dem deutschen M athematiker
Edmund Landau, 18771938). Es beschreibt die Grolenordnung
einer Funktion. Hierbel werden multi pli kative und additive
Konstanten vernachldssgt und nu der Term in Abhangigkeit von
k, der fir k — oo all es andere Gberwiegt, beriicksichtigt.

Formal gesehen handelt es sch bei O(f) um die Definition einer
Funktionenklasse in Abhéngigkeit von einer Funktionf. In O(f)
sind alle Funktionen Gker den redlen Zahlen enthalten, de
"schliefdich vonf dominiert” werden.

Um die GréRenordnung von Funktionen zu beschreiben,
verwendet man folgende funf Klassen O, 0,Q, wund©:
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Definition: "groR 0", "klein O", "groROmega", klein Omega", "Theta"

Es =i f: IR" - IR" eine Funktion (ker den pasitiven redlen

Zahlen IR0 IR (oft wird diese Definition auf die natiirlichen
Zahlen eingeschrankt, also auf Funktionenf: IN — IN ; unten
mussdann nu g: IR" - IR" durch g: IN — IN ersetzt werden).

O(f) :={g: IR" - IR" | OcOIR" On,dIN On=n,: g(n) < cf(n)},
of) :={g:IR" - IR" | OcUIR" On,TIN On=n,: cg(n) < f(n)},
Q(f) :=={g:IR" - IR" | OcOIR" On,dIN On=n,: f(n) < cg(n)},
o(f) :={g:IR" - IR" | OcOIR" On,0IN On=n,: cf(n) < g(n)},
O(f) :={g IR" - IR" | Oc,,c,0IR" On,dIN On=ny;

c,f(n) < g(n) < c,f(n)}-
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Erlauterungen: Es =i f: IR - IR"

g liegt in O(f), wenn g héchstens s stark wachst wie f, wobel
Konstanten nicht zahlen. Statt g ist héchstens von der
GréBenordnung f, sagen wir, g ist groB-O von f, undmeinen damit,
dassgO(f) ist.

Wenn eine Funktion g zusétzlich edht kleiner fir gleiche Werte
von nwadst alsf, wenn also zusétzlich gilt:

i gn) _
S O

dann sagen wir, g ist von echt kleinerer GréBenordnung als f oder
g ist klein-o von f, und meinen damit, dassglJo(f) ist.
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Erlauterungen (Fortsetzung): Es i f: IR* - IR

Die Klassn Q undw (grof3 Omega und Kein Omega) bilden de
"Umkehrungen” der Klasse O und o.Eine Funktion g liegt genau
dannin Q(f) bzw. in w(f), wennf in O(g) bzw. in o(g) liegt.

In Q(f) liegen also de Funktionen, de mindestens  stark
wadsen wief, undin w(f) liegen de Funktionen, de zusétzlich
bzgl. nedt stérker wacdhsen.

In der Klasse O(f) liegen de Funktionen, de sich bis auf
Konstanten im Wadhstum wie f verhaten. Wenn gJo(f) ist,
dann sagen wir, g ist von der gleichen GréBenordnung wie f oder

g ist Theta von f. Dain desem Fall gin O(f) undf in O(g) liegen
mussen, folgt unmittelbar die Gleichheit ©(f) = O(f) n Q(f).

87
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Schreibweisen: Es =i f: IR" - IR"

Statt gr1O(f) schreibt man manchmal auch g=0(f), um
auszudricken, dassg hochstens von der GrofRenordnurg f ist.
Das gleiche gilt fur die anderen vier Klassen.

Anstell e der Funktionen gibt man meist nur deren

formelmaliige Darstellung an. Beispiel: Statt

O(f) fur die Funktion f mit f(n) = n? fir alle nJIN

schreibt man einfach O(n?).

Man schreibt auch "Ordnungs-Gleichungen”, die aber nur von
links nach rechts gelesen werden dirfen, z.B.:

3nd+12n? + 8nlog(n) + 6/n = 3n3 + O(nN%) = O(n%).

Korrekt musde man hierfir bei spielsweise schreiben:

3nd+12n? + 8nlog(n) + 6/n 0 O(3n3) O O(n?+nlog(n)) = O(n3).
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Einige Klassen:

O(2) ist die Klasse der Funktionen, de héchstenswie an
Vidfades der konstanten Funktionf(n) = 1 fur alle nJIN
wacdhsen. Somit gehdren all e konstanten Funktionen, aber auch
Funktionen wie sin(n), cos(n), 1/n, 1n? oder 1/log(n) zu O(1).

Gibt es eine Klass von Funktionen, de nur sehr schwad
wadsen, also deutlich langsamer als f(n)=n? Ausder Schule
und cem ersten Semester kennen Sie den Logarithmus. Noch
wesentli ch schwadher wéchst der "iterierte Logarithmus':
log*(n) = 0O, fur n=0 und1,

log* (n) = Min{k |1og(|og(|og( ...Iog(/n)...))) < 2} fur n>1.

e
k ineinander geschachtelte Logarithmen

Aufgabe fir Sie: Untersuchen Sie diese Funktion log*.

89
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O(n) = Klas= der héchstens linea wadchsenden Funktionen:
O(n):={g:IR" - IR" | OcOIR" On,dIN On=n,: g(n) < cn}.
Man beadte, dasshierin auch ale Funktionen der Form

g(n) = ¢, n + ¢, (fur zwei positive Konstanten ¢, und c,)
enthalten sind, weil fur n>1 gilt: g(n) = ¢, n+ ¢, < (c;+ ¢)n.
Wenngin O(n) liegt, so sagt man auch, g sei héchstens linear.

Zu den hdchstens linea wadsenden Funktionen gehdrt (wegen
log(x) < x fur alex>0) auch der Logarithmus. Es gilt daher:
log(n) [0 O(n). Aber auch fir die Potenzen des Logarithmus gilt
log™(n) 00 O(n) fur alle natirlichen Zahlen m. Hierfir beadte:

Fir jedes m=1 gilt ab einem hinreichend goléen n
1 mrq

1 n
log(n) <n™ wegen n<2\/ ; folglich log™(n) < n.
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Q(n) = Klasse der mindestens linea wadchsenden Funktionen:
Q(n) :={g: IR -~ IR" | OcOIR" On,OIN On=n,: n < cg(n)}.
Auch hierin sind all e Funktionen der Form g(n) =c,;-n+ ¢, (fir
zwei positive Konstanten ¢, undc,) enthalten, weil fur n>1 gilt:
n< (Ve g(n) =n+ (ccy).

Wenngin Q(n) liegt, so sagt man auch, g sei mindestens linear.

®(n) = Klasse der linea wadsenden Funktionen:

®(n):={g:IR" - IR*| Oc,,c,0IR" On,OIN On=n,: ¢, n<g(n)<cyn}.
Wegen O(f) = O(f) n Q(f) fir alle Funktionen f gehdren zu ©(n)
insbesondere dle Funktionen der Form g(n) = ¢,-n + ¢, (fur zwei

positive Konstanten ¢, und ¢,), aber auch Funktionen wie

g(n) =n+logm(n) + 1/n 0 ©(n) usw.
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O(n?) = Klass der hiochstens quadrati sch wacdhsenden Funktionen.
O(n?) :={g: IR" - IR"| OcOIR" On,dIN On=n,: g(n) < cn?.

Hierin sind alle Funktionen der Form g(n) = c,;-n? + c¢,yn + ¢, (fur
Konstanten c;, ¢, undc;) enthalten, weil ab einem gewissen =1
danngilt: g(n) =c;n?+ c,n+ ¢ < (¢ +1)n.

Wenngin O(n) liegt, so sagt man, g wéchst héchstens quad atisch.
Q(n?) ist die Klass der mindestens quadratisch wachsenden
Funktionen.

Fur jede natirliche Zahl k ist O(nk) die Klasse der héchstens wie
nkwachsenden Funktionen; O(n¥) umfasg insbesoncere dle
Polynome vom Grad k.

Fir jede natirliche Zahl k ist o(n¥) die Klasse der echt schwadher
als nkwadsenden Funktionen, z.B. Funktionen wie nk! oder
nk/log(n) oder nkd fiir jede redl e Zahl d>0.
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In der Praxis betradhtet man in der Regel folgende Funktionen:
O(2): konstante Funktionen.

O(log n): hdchstens logarithmisch wacdhsende Funktionen; wenn
die Lange ener Darstellung wichtig ist, kommt oft der
Logarithmus ins Spiel.

O(n¥¥): hochstens mit einer k-ten Wurzel wadhsende
Funktionen.

O(n): lineare Funktionen.

O(n log(n)): Das snd Funktionen, de "fast unmerklich" stérker
as linea wadsen.

O(n?): héchstens quadratische Funktionen.

O(nk): hachstens palynomiell vom Grad k wachsende
Funktionen.

O(2"): hochstens exporentiell (zur Basis 2) wachsende Funktionen.
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2n nk n log(n
n
n 1/k
log(n
>
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Hilfssatz: Es gelten folgende Aussagen (der Beweisist einfach):
o(f) 0 O(f), w(f) O Q(f), ©(f) =0O(f) n Q).

Fur ale g O O(f) gelten O(f+g) = O(f) und o(f+g) = off).

Fur alle g O Q(f) gelten Q(f+g) = Q(g) und w(f+g) = wX(g).

Fur ale g O O(f) gilt ©(f+g) = O(f) = ©(g).

Aufgabe: Untersuchen Sie, obfolgende Formeln gelten:
w(f) O O(f) = Q(f) ?
O(f) - off) = ©(f) ?
ofy nw(f) =07
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In der Regel sind Funktionen duch dese Klassen nicht
vergleichbar. Zum Beispiel gilt fir die Funktionen

1, fur gerades n n, fir gerades n
f(n) = g(n) =
n, fir ungerades n 1, fir ungerades n

weder fJO(g) noch g1O(f).

Wir werden var allem mit den Klassen O und© bei der Unter-
suchung des Zeit- und Platzaufwands rechnen. Oft interesgert
uns ndmlich nu die Groenordnung der Komplexitét und nicht
der genaue Wert von Konstanten.
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Historischer Hinweis;

Seit es (mathematische) Verfahren gbt, méchte man diese so schnell wie
mogli ch ausfiihren. Beispiele sind die Losung algebraischer (etwa: quadra
tischer) Gleichungen und die Berechnung von Wurzeln sowie die Lésung
lineaer Gleichungssysteme (Gaul3sches Eliminationsverfahren). Bel vielen
Verfahren kannte man ziemli ch exakt die GrélRenordnung des Zeitaufwandsin
Abhangigkeit von den Parametern. Mit der Entwicklung von Gro¥recdhenan-
lagen in den 196Qer Jahren analysierte man sehr genau die Komplexitat von
Algorithmen (abhéngig vom jeweils benutzten Maschinenmodell). Hieraus
entstand etwa Mitte der 1960er Jahre die Komplexitétstheorie.

Heute ist es Ublich, mit jedem Algorithmus auch seine Komplexitét zu
berechnen, meist in Abhéngigkeit zur Lénge der Eingabe oder zur Zahl der
beabeiteten Objekte. Das Problem sind hierbei vor allem die unteren Schran-
ken, also der Nachweis, dassein Problem zu seiner Losung mindestens einen
gewissen Aufwand erfordert. Es gibt nur wenige Probleme, fir die man nicht-
triviale untere Schranken kennt. Obere Schranken findet man dagegen meist
leicht, dajeder Algorithmus eine solche obere Schranke fur das von ihm
redisierte Problem liefert.
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1.5 Gegenlaufigkeiten

Wenn es fir ein Problem eine dgorithmische Ldsung gbt, so
gibt es grundsétzli ch auch urendlich viele Lésungsalgorithmen.
Unter dieser Vielzahl mdchte man einen mogli chst guten finden.
Dabel ist die "Zielfunktion”, mit der die Algorithmen bewertet
werden, wichtig. Sucht man beispielsweise enen Algorithmus,
der mogli chst wenig Speicherplatz verbraucht, so wird man ei-
nen anderen Algorithmus erhalten, a's wenn man ein mogli chst
schnell arbeitendes Verfahren haben mochte.

Unterschiedliche Ziele sindin der Regel nicht gleichzeitig zu
optimieren. Man spricht dann vonGegenlaufigkeiten (engl.:
Trade-Offs). Diese treten oft als "Zeit gegen Platz" (time versus
space auf.
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Typische Situation: Ein Problem kann wesentli ch einfacher

gel 6st werden, wenn man zuvor Hil fsberedinungen (z.B. eine
Entfernungstabell e fir gewisse "markante” Stellen bei der
Beredhnung kurzester Wege) durchfiihrt und deren Ergebnisin
arrays geichert; hat man keinen zusétzli chen Speicherplatz zur
Verfigung, so mussman andererseits langer rechnen.

Wir geben hierfir keine konkreten Fragestellungen an, dawir
bei Such- und Sortierverfahren mehrere solcher Beispiele
kennen lernen werden. Es llte hier nur auf dieses gandig
wiederkehrende Problem hingewiesen werden.

99
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Einfihrungin die Informatik I
Sommersemester 2002

2. Datenstrukturen
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2. Datenstrukturen

2.1. Mengen und elementare Typen,
2.2. Datenkonstruktoren

2.3. Aufbau von Programmiersprachen
2.4. Felder (arrays)

2.5. Pointer, Listen

2.6. Stapel, Warteschlangen

2.7. "Geflechte"

Manchesin desem Kapitel kennen Sie bereits aus der Vor-
lesung Einfihrung in die Informatik |1 von Prof. Lagally!
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2.1 Mengen und elementare Typen

Die meisten Probleme kann man mit Hilfe von Mengen undauf
ihnen definierten Operationen undRelationen beschreiben.

"Elementare" Mengen: Zeichen, Wahrheitswerte, natdrliche
Zahlen, garze Zahlen, redle Zahlen.

Symbal Menge Ada-Bezeichnumgy
A Menge der (Tastatur-) Zeichen ~ Charader
IB {fase, true} Bodean
IN, {0,1,2,3,4,..} (zumTeil:) Natural
9 {..,-2,-1,0,1, 2,3, }. (zumTeil:) Integer
IR Menge der redlen Zahlen (zumTeil:) Float

Hinzu kommen sel bstdefinierte Mengen (Aufzahlungstyp).
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Auf diesen Mengen gibt es Operationen. In der Programmier-
sprache Adawerden ua. folgende verwendet:

Menge der Zeichen (Charader): A

Die Menge umfasg 256 Zeichen (darstell bar durch ein Byte).
Die Elemente sind (entsprechend der 8-Bit-Reihenfolge)
angeordnet. Daher gibt es die Vergleichsoperatoren:

=, I=, <, >, <=, >=, deren Ergebnisvom Typ Bodean ist.

Prinzipiell kbnren auch bei Charader die fir Aufzahlungstypen
gultigen Funktionen verwendet werden:

pred(X) = das Zeichen vor X in der Character-Reihenfolge

suc(X) = das Zeichen nach X in der Character-Reihenfolge

pos(X) = daswievielte Zeichen ist X in der Character-
Reihenfolge? (beginnend mit 0)

val(n) = n-tes Zeichen (beginnend mit 0)
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Endli che selbstdefinierte Mengen: Aufzahlungen

Wir erlautern des am Beispiel. Es sl die Menge

D ={a A, Do, 365, 7xyz, Quadrat} eingeftihrt werden:
typemengeD is(a A, Do, 365, 7xyz, Quadrat);

Die Elemente sind entsprechend der Aufli stung angeordnet,
alsoa <A <Do0<365< 7 <xyz < Quadrat. Zugleichsind de
Elemente durchnummeriert, beginnend mit O.

Es gibt die sedhs Vergleichsoperatoren:

=, /=, <, >, <=, >=, deren Ergebnisvom Typ Bodeanist.

Fir Aufzahlungstypen gibt es weiterhin folgende Funktionen:
pred(X) = das Element vor X in der Auflistung

succ(X) = das Element nach X in der Auflistung

pos(X) = daswievielte Element ist X in der Auflistung?
val(n) = n-tes Element (beadite: beginnend mit 0)
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Menge der Wahrheitswerte (Boolean): 1B

Konstanten sindtrue undfalse.

Es gibt die tibli chen logischen Operatoren:

Negation: not,

Konjunktion: and, Digunktion: or, Exklusives Oder: xor.

Zusdatzli ch stehen and und o auch as ,, Kaskadenoperationen®
and then undor else zur Verfligung, die man mit Vorsicht
verwenden sollte (z.B. wegen Fehlern undexceptions):

aand then b entspricht:
fallsanicht zutrifft, ist das Ergebnisfalse, anderenfall s b.

aor elseb  entspricht:
falls a zutrifft, ist das Ergebnis true, anderenfalls b

105
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Menge der ganzen Zahlen (Integer): 9

Einschrankung: Es gibt eine grof¥e undeine kleinste

darstell bare Zahl, die implementierungsabhéngig sind, aber
mindestens +2° betragen. Es kann aso nu dieser endliche
Bereich verwendet werden. Damit sind dannauch de Opera-
tionen nicht mehr asoziativ, wenn man de Bereichsgrenzen
Uberschreitet.

Die Ublichen Operationen: Negatives eines Zahl -, Absolut-
betrag abs, Addition +, Subtraktion -, Multiplikation*,
ganzzahlige Division/, Rest bei Division (mod oder rem),
Exporentiation ** (rechts musseine natirliche Zahl stehen).
Es gibt die sechs Vergleichsoperatoren:

=, =, <, >, <=, >=, deren Ergebnisvom Typ Bodean ist.
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Menge der natlirlichen Zahlen (Natural): IN,

In Adawerden die natirlichen Zahlen as Untertyp der ganzen
aufgefasg, d.h.,esgilt:

subtype Natural is Integer range O..Integer* Last;
Somit gibt es auch eine gré(¥e darstell bare nattirliche Zahl.

Addition +, Subtraktion - (sofern das Ergebnis nicht negativ
ist), Multiplikation*, ganzzahlige Division/, Rest bel
Division (mod), Exporentiation **. Es gibt die sechs
Vergleichsoperatoren wie bel Integer.
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Menge der redlen Zahlen (Float): IR

Da es nur endlich lange Zahldarstell ungen im Rechnern gibt,
lasg sich nu eine Teilmenge der rationalen Zahlen darstell en.
Diese Zahlen werden durch de jewelili ge Zahldarstellung (z.B.
Vorzeichen, Mantisse, Exporent) und de Anzahl der verwen-
deten Dezimalstellen festgelegt. (Eine Darstellungzu einer
beli ebigen Basis m>2 ist moglich.)

Kann herbei der Dezimapunkt an urterschiedlichen Stellen
stehen, so spricht man von cer floating point (Gleitpunk- oder
Gleitkomma) Darstellung. bei fester Position des Dezimal-
punks liegt die fixed point (Festkomma-) Darstellung vor.

In Adakannman auch de Zahl der Ziffern und de minimal
erforderli che Genauigkeit vorgeben (Sprachelemente: digits
und celta).
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Fur Gleitkomma- und Festkommadarstell ungen gibt esdie
Operationen uréres + und -, Absolutbetrag, Addition +, Sub-
traktion -, Multiplikation *, Division/ und Exporentiation **
(rechts von ** musseine ganze Zahl stehen).

Esgibt die sechs Vergleichsoperatoren: =, /=, <, >, <=, >=,
deren Ergebnisvom Typ Bodeanist.

Hinwels. Verwenden Sie"=" oder "/=" nicht bel Gleitkomma-
zahlen, dawegen der Rundurgsfehler kein karrektes Ergebnis
erwartet werden kann.

Hinwels. Beatten Sie, dassdas Ergebnis der Operationen
vom Typ der Operanden abhéngt undin der Regel keine
automatische Typanpassung erfolgt! (Stichworter: Uberladen,
Typkonwersion.)

109
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2.2. Datenkonstruktoren

Aus Basisdaten lassen sich neue Datenberei che zusammen-
setzen. Typische "Konstruktoren™ sind:

Kartesisches Produk und Vektorréume bil den.
Mengen dsjunkt vereinigen.

Potenzmenge bil den.

Menge der endichen Folgen bilden ("freies Monoid").

Menge der Abbil dungen zwischen Mengen hil den.
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Zusammengesetzte Mengen: kartesisches Produkt, Vereinigung,
Vektoren, freie Monoide (Wortmengen), Potenzmenge

Operation Ada-Bezeichnumg

M;xM, type<name>isrecord <sel,;>:<Typ,>;
<sdl,>: <Typ,>; end record;
M;OM, type<name>isrecord
case <name>is
when <namel> => <sel ;> : <Typ,>;
when <namel> => <sel,> : <Typ,>; end case;
end record;  (sog. varianter record)

m" type <name>isarray (1..n) of <Typ>;
M* (dasfreie Monad wird Uber Pointer dargestellt)
2 (die Potenzmenge las4 sich nicht direkt darstell en)
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2.3. Aufbau von Programmier sprachen
Wenn Sie ene Programmiersprache definieren musden ...

1. Elementare Datentypen:

Festlegung der "atomaren™ Mengen, also derjenigen Mengen,
diein der Sprache zur Verfigung stehen und de nicht mehr aus
kleineren Mengen aufgebaut werden sollen.

Festlegung der auf ihnen zuldssgen Operationen. Fir jede
dieser Mengen formuli ere man einen el ementaren Datentyp
einschl. mogli cher Beschrénkungen durch de Implementierung.
Beispiel: Menge der natiirlichen Zahlen. Operationen +, *, >, =, mod, ....
Typname: Natural. Die maximal darstellbare Zahl ist Natural'Last; die
Operationen sind daher auf den Bereich (0..Natural'Last) einzuschranken.
Zusétzlich kann man elementare Datentypen durch Aufzahlungihrer

Elemente @nflhren; Operationen miisen dann ber Programmstiicke
(Prozeduren, Funktionen) festgelegt werden.
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2. Datenstrukturen:

Festlegung der zuldssgen Konstruktoren, um aus Mengen neue
Mengen zu gewinnen, z.B. record, case, array, access Subtyp.
Festlegung, wie man auf die @nzelnen Komporenten zugreifen
kann. Lege weiterhin fest, welche neuen Operationen fur diese
neuen Strukturen definiert sein sollen. Gib de eforderlichen
Beschrénkungen an.

Beispiel: Bilde au einer Menge seine Potenzmenge, also de Menge dler
Teilmengen. Mengenkonstruktor: set of <Menge>. Neue Konstanten urd
Operationen: leee Menge, in (Element-Bezehung), Enthalten-Sein,
Komplement, Vereinigung, Durchschnitt, Anzahl der Elemente, ...
Beschrankung: Es snd nur Teilmengen der Grundmenge <Menge>
zugelassen, die héchstens ... Elemente besitzen.

[Diese Datenstruktur "Potenzmenge” ist in Ada nicht zugelassen; sie kann
aber Uber Bitvektoren, Baume usw. simuliert werden.]
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3. Ausdriicke:
Festlegung der zuldssgen Ausdriicke undihrer Ergebnistypen.
In der Regel baut man dese (wie logische oder arithmetische
Ausdriicke) rekursiv aus den bereits festgel egten Operationen
auf, wobei man Vertrégli chkeiten genau definieren muss Die
erforderli chen Beschrankungen sind anzugeben.

Beispiel: Ganzzéhlige Ausdriicke (Integer Expresson, abgekuirzt IntExp):

a. Jede Variable und Konstante vom Typ Integer oder vom Typ Natural
ist ein IntEXp.

b. Jeder Funktionsaufruf mit dem Ergebnistyp Integer oder Natural ist ein
INtEXp.

c. WennPein IntExp ist, dannauch (P), +P, -P, **P und abs(P).

d. WennP und Q IntExp sind, dannauch (P+Q), (P-Q), (P*Q), (P/Q),
(PmodQ) und (Prem Q).

e. Alle Ausdriicke in IntExp missen durch die Regeln a. bisd. herleitbar sein.

Ergebnistyp ist Integer; er ist jedoch Natural, fall s nur Natural-Typen an den

Operationen beteili gt waren und der Natural-Bereich wahrend der

Berechnungen nicht verlassen wurde.
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4. Elementare Anweisungen:

In imperativen Sprachen sind des:

Leere Anweisung ("skip" oder ein all ein stehendes Semikolon).

Wertzuweisung "X :=(3" wobei 3ein Ausdruck ist, desen
Ergebnistyp gleich dem Typ der Variablen X ist.

Prozeduraufruf.

Sprung (sofern in der Sprache zugelassen; "goto").

Hinzu kommen spezielle Anweisungen wie &it (Beendigung von
Schleifen), return (expliziter Rickkehr aus Einheiten), raise
(Aktivieren einer Ausnahmebehandung), delay, code, abort usw.
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5.Kontroll strukturen:

Die dementaren Anweisungen werden mit Konstruktoren zu
neuen Anwelsungen zusammengesetzt.

Es sien a a;, & Anweisungen und beine Bedingurg

(= Ausdruck vom Ergebnistyp Bodea).

Hintereinanderausfihrung: & ; a, (Semikolon).
Alternative: if b then a else a, end if;
Auswahl: case <ausdruck> is

when <auswahl > => g;

when <auswahl > => g,

when <auswahl > => g,; others=> g,,,; end case;
Laufschleife: for K in (1..n) loop a; end loop;
Schleife: while b loop a;end loop;
Ausnahme: raise ..., bezogen auf ein exception ... end;
Nichtdeterminismus: select ... or ... else... end select;
Nebenlaufigkeit, Synchronisation (Taskaufruf, entry, accept, ...)
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Achten Sie bel der Definition der Kontroll strukturen darauf, dass
mit ihnen de bereits definierten Datenstrukturen mégli chst opti-
mal durchlaufen werden konren. Mit obigen Kontroll strukturen
wird genau des angestrebt:

Die Auswahl case... end case korrespondert mit der
Datenstruktur record ....endrecord undzugleich mit dem
"varianten" record (Vereinigung von Mengen).

Die Laufschleife for K in (1..n) loop a; end loop erlaubt das
Durchlaufen vonarrays.

Die Schleife while b loop a;end loop ermdgli cht den
Durchlauf durch eine Folge von Elementen (Listen).
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6. Zusasmmenfasaing zu Einheiten:

Algorithmen undDaten konren zu einer Einheit zusammengef gt
undanschlief}end als Ganzes genutzt werden. Parametrisierungen
sind erlaubt; diese kbnren Daten, Typen, Einheiten, ...sein.

Einheiten kénren sein: Prozeduren undFunktionen, Modun
(Pakete: Spezifikation und Rumpf), Prozesse (Tasks), Objekte
undKlassen mit Vererbungen undlnteraktionen. Hinzu kommen
Bibli otheken, in denen ausformuli erte Einheiten stehen, dein
andere Programme engebunden werden konren.

Einheiten haben oft die grobe Struktur: Zweiteilung in Spezfikation (auch
Schnittstell e genannt) und Implementierungsteil (Rumpf). Der Rumpf
besteht meist aus einer Deklarationen gefolgt von Anweisungen. Hierbei ist
festzulegen, was deklariert werden muss und was nicht und was wie
gekapselt (= nach auf3en hin verborgen) wird.
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7. Programme;

Programme sind in der Regel Folgen vonEinheiten, wobel ein
Startpunk anzugeben ist.

Fur die konkrete Ausfihrung missen nach viele zusétzliche

Angaben gemadt werden, z.B.:

Einbindurg in de Datenverwaltung des jewelli gen Systems:
Angabe der Ein- und Ausgabebereiche, der Fil esysteme,
Anschlussan Netze, Nutzung von Geréten ...

Hinweise an den Compil er, Nutzung von Gegebenheiten
(pragmas). Angabe von Ubersetzungseinheiten (separate).
Einbinden fremder Programmstticke und vadefinierte Klassen

mittelswith unduse.

uUnd dann gibt esnoch viele weitere "Fedures' ...............
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Anregung an Sie:

Definieren Sie sich Ihre eigene Programmiersprache fur einen
bestimmten Bereich, z.B.

- Sprache zum Recdhnen mit (beli ebigen) Mengen,
- Sprache fur die Geometrie,

- Sprache fur den Bau eines Eigenheims,

- Spracdhe zur Beschreibung von Schaltwerken,

- Sprache fur das Kochen,

- Sprache fur das Schachspiel,

- Spracdhe fur Arbeitsprozesse

usw. Maden Siesich Kar, wie @nfach desim Prinzip ist,
wie komplex die konkrete Ausgestaltung wird undwelche
Schwierigkeiten beim Zusammenwirken der verschiedenen
Sprachelemente und l&l der Implementierung in einer
Programmiersprache entstehen.
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Uberlegen Sie auch, wie lhre Sprache umgestaltet werden muss
um bei spiel swei se folgende Punkte behandeln zu kdnren:

Gute Erlernbarkeit. Nahe au Anwendungen.

Gute Bedienoberfladhen. Visuali sierbarkeit.

Erstellen einer guten Dokumentation.

Zuverldsdggkeit und Robustheit der Programme.

Wartung, Pflege, Austauschbarkeit.

Wiederverwendbarkeit von Programmstuicken.
Zusammenwirken mit anderen Programmen Uler Netze.
Verteil ung elnes Programms auf viele verschiedene Rechner.
Beadtung von Standards und Normen.

Und was die Kunden sonst noch ales gerne hétten ...
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2.4. Felder (arrays)

Wiederhdung: arrays (auf deutsch: Felder) beschreiben n+
Tupel Uber einer Menge, also Folgen Gker dem gleichen
Datentyp. Der Zugriff auf die enzelnen Komporenten
erfolgt direkt Uber einen Index. Der Wert von n kann
flexibel sein; der Indexbereich ist eéin zusammenhangender
Subtyp eines geordneten Datentyps. Grundsétzli che Form:

type <name>isarray <Indexbereich> of <Datentyp>

Beispiele:

type Hvektor isarray (1..100 of float;

type Hmatrix isarray (1..50 of Hvektor;

type Bundesligatabelleis array (1..18 of fusdallverein;
type codierung isarray (Charader) of Character;
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Dieiterierte aray-Bildung kiirzt man ab, indem ale
Indexbereiche in eine Definiti on geschrieben werden:

Statt

type Hvektor isarray (1..100 of float;
type Hmatrix isarray (1..50 of Hvektor;
type Hvolumeisarray (1..80 of Hmatrix;

schreibt man also kurz:
type Hvolumeisarray (1..100,1..50,1..80f float;

Die Zahl der hierbal verwendeten Indexbereiche heildt die
Dimension des Feldes. Hvolumeist also ein 3-dimensionales
Feld.
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Statt Konstanten dirfen in den Indexbereichen auch
Ausdriicke verwendet werden, sofern jeder Ausdruck in
dem Augenblick, in dem die Deklaration erreicht wird,
auch tatsadli ch ausgeredhnet werden kann.

Beispiele (wobei f und gFunktionen vam Ergebnistyp
integer sein sollen):

type Hvektor isarray (1..N, x..1*J) of Bodean;

type auschnitt isarray (f(unten)..g(oben)) of integer;
type sonstigesis array ((oben-unten) div 2..f(g(unten*oben))) of float;

Ein Feld heif}t statisch, wenn zur Ubersetzungszeit die
Feldgrenzen all e bekannt sind. Wird mindestens eine
Feldgrenze est zur Laufzeit des Programms berechnet, so
hei (3t das Feld dynamisch.
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Auch unspezfizierte Feldgrenzen sind zuléssg. Man tragt
dann nu den Datentyp des Index ein undftgt ein

range <> ("<>" sprich "box")
hinzu. Solche unspezifizierten array-Deklarationen mussman
bei ihrer Verwendung spezifizieren, z.B. bei der Deklaration
von Variablen und l@m konkreten Parameteraufruf.
Beispiele:
typetextisarray (natural range <>) of Character;
typeraster isarray (integer range <>, integer range <>) of pixel;
type ganzzahlvektor is array (integer range <>) of integer;
procedur e Sort (A: in out ganzzahlvektor; unten, oben: integer) is...

Bel der Deklaration von Variablen gibt man dann die konkreten
Grenzen statisch oder dynamisch ein, z.B.:
X: ganzzahlvektor (-10..1Q oder Y: ganzzahlvektor (l..J)
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Ein einfaches Problem ist die Einbettung mehrdimensional er
Felder in eindmensionale. Diese Aufgabe mussjeder
Compiler [6sen kdnren, da heutige Speicher in der Regel
eindmensional sind. Die tbliche Einbettung lautet:

Wenn das n-dimensionale Feld (n = 2) von der Form

array (U,..0;, W..0,, ...,U,..0,) Of ...
und dbs eindimensionale Feld von der Form

array (unten..oken) of ...
undalle Indextypen (u;..0) und (unten..oken) ganzzahlige Inter-
vallesind, dann kannman den Index (iy, iy, ...,1,,) abbilden auf

n n
f(iy, 1y, ... i) =unten+ » d.(i,-u) mit d, = | [(0-u+1)
12 n kZI k'\"k Kk k j:Di—l i
Nebenbedingung: oben-unten+1=d,. (beadite: d, = 1)
f heil3 Speicherabbil dungsfunktion.
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Hinweis 1: Wenn ein Compil er ein mehrdimensionales Feld in
die Maschinenspradche Ubersetzt, dann legt er zugleich ein Feld
fur dieWerted, an, k=n, n1, ..., 1.Bei jedem Zugriff auf das
Feld wird dannf(iy, iy, .., i,,) berechnet.

Ein "optimierender" Compiler wird bei for-Schleifen de
Differenz zwischen den Indices zweier aufeinander folgender
Zugriffe emitteln und \ersuchen, das Fortschalten des Index
durch Additi on eines Diff erenzterms zu erledigen, so dassf
nur beim ersten Mal berechnet wird undanschlief3end ncht
mehr. Allerdings wird hierbei eine eventuell e Bereichstiber-
schreitung bel den Grenzen nicht erkannt, weshalb der
Compiler mehrere Mdgli chkeiten bei der Ubersetzung hat, die
i.A. der Benutzer auswdahlen kann (in Ada: pragma).
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Hinweis 2: Die oben angegebene Funktion f speichert das
mehrdimensionale Feld "zeil enweise" (macdhen Sie sich des
an einer Matrix klar!).

Will man spatenwei se speichern (FORTRAN macht das %),
dannmussman de Funktion leicht modifizieren. (Wie?)

Hinweis 3: Die Funktion f |&sg sich auch schreiben als:
n n n
f(iy, i ..ol ;) = unten - de-uk + de-ik = Uy + Zldk-ik
k= k= k=
n
mit der "reduzierten Anfangsadrese" U, = unten - Z d Uy
K=

Ein Compil er speichert daher u,, und de d,-Werte sowie
eventuell alle o; undu;, um die Bereichsliberschreitung zu testen.
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Beispiel 2.1 Intervall schachtelung

EinFeld A:array (1..n of integer sei gegeben. Das Feld sai
sortiert, d.h: A(i) < A(i+1) fur i=1, 2, ..., AL.

Aufgabe: Man schreibe einen Algorithmus, der zu einer Zahl s
in moglichst kurzer Zeit feststellt, obsim Feld A liegt oder
nicht. Im Falle, dass sim Feld A enthalten ist, soll ein Index m
mit A(m) = s ausgegeben werden, anderenfalls s m = 0.

Geht man das Feld vonlinks nach rechts durch, so dauert es bis
zu n Schritte, um das Ergebnis zu ermitteln. Ein schnell eres
Verfahren ist die bekannte Intervall schaditelung: Teste, obs
genau in der Mitte A(mitte) von A liegt, fallsnein undist
A(mitte) < sist, suche rechts von der Mitte weiter, sonst links.

Vergleiche Manuskript Plodereder, Abschnitt 4.1.2; dort heift die Intervallschachtelung "Binére Suche'.
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Programm 1. Intervall schachtelung oder bindre Suche

procedure SEARCH
(s in integer; m: out Integer; gefunden: out Bodea) is

procedure Intervall schachtelung (links, redits: in integer) is
begin
if links <=redtsthen
m := (rechtstlinks) / 2;
if A(m) = sthen gefunden := true;
elseif A(m) < s then Intervall schachtelung (m+1,redts);
else Intervall schachtelung (links, m-1); end if;
else gefunden := false; m:=0;
end if;
end | ntervall schachtel ung;

begin Intervall schachtelung (1,n) end SEARCH,;
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Programm 2: Man kann auch eine iterative Version angeben:

procedure SEARCH
(s: in integer; m: out Integer; gefunden: out Bodean) is
begin links:=1; recthts := n; gefunden := falsg;
while (links <= rechts) and (not gefunden) loop
m = (rechts+links) / 2;
if A(m) = sthen gefunden :=true;
elseif A(m) <s then links:= m+1;
elserechts:= m-1; end if;

end if;
end loop;
if not gefunden then m :=0; end if;
end SEARCH,;
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Aufwand (fur beide Programme), uniforme Zeitkompl exitét:

Schritt 2 Schritte 2 Schritte
procedure SEAR am g bzw. ,inf/angﬂnd Ende
(s: in integer; m: out Integer; gefunden: out Bodean) is

begin_links.=1; rechts := n; gefunden := false; +— 3 Schritte

2 Schritt€ while @inks <= rechts) and (not gefunden) loop

1 Schritt m = (rechtstlinks) / 2; < 1 Schritt
\ifA(m) = sthen gefunden := true; Genau eine
&A(m) <s then links:= m+1; e aiagen

1 Schritt dseredits:=m-1; end if; | erfolgt!

end if;
end loop: Zahl der Schleifendurchléufe: = log(n)
if not gefunden then m :=0; end if; <+— 2 Schritte
end SEARCH:  Gecamt <11 + 6log(n) Schritte
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Der schledhteste Fall kann auch tatsadli ch eintreten, wenn
nadmlich das gesuchte Element s nicht im Feld A enthatenist.
Die uniforme worst case time-complexity lautet daher

t(n) =11+ 6log(n).

Beaditen Sie: nist hier nicht die Lange der Eingabe, sondern
die Anzahl der Elementeim Feld A.

Wasist der beste Fall? In diesem Fall wird sim ersten Durch-
gang der while-Schleife gefunden, d.h. md 17 Schrittenist die
Prozedur beendet.

Mit wievielen Schritten mussman im Mittel rechnen?
Hierzu nehmen wir an, dass $ch das gesuchte Element s
tatsadlich im Feld A befindet (sonst kann man nu die
worst case Abschatzung verwenden).
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Wir skizzieren de Verhdltnisse, wobai wir hier n=15=24-1 wahlen:

Suchenach s

8
é

23|27(34/44|45|51|56|58|67|68|72|75|78|82|88
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

In 28 = 8 Fallen braucht man 4 Schleifendurchlaufe,
in 22 = 4 Fallen braucht man 3 Schleifendurchlaufe,
in 2t = 2 Fallen braucht man 2 Schleifendurchlaufe,
in 20 =1 Fall braucht man 1 Schleifendurchlauf.
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Allgemein gilt also, wenn n=2k - 1ist:

In 21 Fallen braucht man k Schleifendurchlaufe,
in 22 Fdlen braucht man k-1 Schleifendurchlaufe,
in 23 Fdlen braucht man k-2 Schleifendurchlaufe,
in 2 =1 Fall braucht man 1 Schleifendurchlauf.
Daher braucht man im Mittel:

L (k2<t+ (k1) 262 + (k-2)2¢2 + ..+ 228 + 1) Durchlaufe

K k
Berechne dso de Summe Z jol= % Z j2i
IE =
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k k k k
Z jal= % Z j2 :%Z (-1)-2 + %Z 2
= IE = =

k
= 2 (D21 (20-2)
l:

k-1 k
:.Z)j-zj+ (2<-1) :,Zj-zi - k2% + (2%-1), d.h:
= i=

k
% Z j2 =k2 - (2¢-1). Folglich erhalten wir
l:

k2K - (2¢- 1)

k-1 ~k-1

L (k2etr(k-1) 202+ +22041) =

Somit betréagt die average case time-complexity der Intervall -
schachtelung ziemlich genau 11 + 6-(log(n)-1) Schritte, aso
nur einen Schleifendurchlauf weniger asim schledhtesten Fall.
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Erkenntnis: Im Mittel spart man nu eine konstante Zahl an
Operationen gegentiber dem schledhtesten Fall. Folglich
lohrt sich zum Beispiel die Abfrage” A(m)=s" nicht;
kénnte man sie weglassen, so wirde man log(n) viele
Schritte sparen. Dies fuhrt auf folgende bessere Version des
Algorithmus fir die Suche mittels Intervall schachtelung:
Man entscheide est ganz am Ende, obA(m) = s gewesen
ist; hierzu mussman im Fale A(m) <s in dem rechten Tell
des Feldes weitersuchen (links:=m+1), anderenfalsim
linken Teil einschliefdlich des gerade betrachteten Feldesm
(rechts:=m).
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Programm 3: Verbessrte iterative Version:

procedure SEARCH
(s: in integer; m: out Integer; gefunden: out Bodlean) is
begin links:=1; rechts :=n;
while (links < rechts) loop
m = (rechts+links) / 2;
if A(m) < sthen links:= m+1;
elseredts:= m; end if;
end if;
end loop;
gefunden := A(m) = s;
if not gefunden then m :=0; end if;
end SEARCH,;
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Weisen Sie nun rach, dassfir diese Version gilt:

Die uniforme wor st case time-complexity betragt 11 + 4log(n);
die uniforme average case time-complexity besitzt nungenau
den gleichen Wert, dajadie Entscheidung, obA(m)=sist, in
jedem Fall erst nach dem log(n)-mali gen Durchlaufen der
Schleife gefdlt wird!

Hierbel ist n de Zahl der Elemente im array.

Weitere Suchverfahren auf Feldern betrachten wir in
Kapitel 4.
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Wie kann man Felder nutzen? Hier sind dei Mogli chkeiten:

1. Direkte Speicherung der Information, also: das Feld al's

Speicher - und Suchstruktur:

Blauer Roter Blauer Weilles | Brauner | Altes Grauer
Anzug, Pulli, Anzug, Hemd, Anzug, Hemd, Anzug,
weiRes graue blaues Fliege, lila Overal, | weilkes
Hemd, Hose, Hemd, Sport- Hemd, Stiefel, Hemd,
griner gelbe roter jacke grauer Hand- Weste,
Schlips | Mitze Schlips Pulli schuhe Schlips
Mo Di Mi Do Fr Sa o

type wochentag is (Mo, Di, Mi, Do, Fr, Sa, S0);
typekleidungisarray (1..100 of Charader;
type anziehen is array (wochentag) of kleidung;
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2. Nur Speicherung der Adressen, also nu a's Suchstruktur:
In der Halde konren die Daten beli ebig irgendwo li egen:

141

Weiles Altes Roter Grauer Brauner | Blauer Blauer
Hemd Hemd, Pulli, Anzug, Anzug, Anzug, Anzug,
Fliege, Overall, | graue weilles | lila weilles | blaues
Sport- Stiefel, | Hose, Hemd, Hemd, Hemd, Hemd,
jake Hand- gelbe Weste, grauer griner roter
schuhe | Mitze Schlips Pulli Schlips | Schlips
T L Wl A A T
. |
(] @ ‘ ‘ (] (] (]
Mo Di Mi Do Fr Sa So

typekleidungisarray (1..100 of Charader;
type zugriff is access kleidurg;
type anziehen is array (wochentag) of zugriff;
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3. Getrennte Felder fur Speicherung und Sortieren/Suche:

WeiRes | Altes Roter Grauer Brauner | Blauer Blauer
Hemd Hemd, Pulli, Anzug, Anzug, Anzug, Anzug,
Fliege, Overall, | graue weiles | lila weilBes | blaues
Sport- Stiefel, | Hose, Hemd, Hemd, Hemd, Hemd,
jade Hand- gelbe Weste, grauer griner roter
schuhe | Mitze Schlips Pulli Schlips | Schlips
1 2 3 4 5 6 7
6 3 7 1 5 2 4
Mo Di Mi Do Fr Sa So

typekleidungisarray (1..100 of Charader;

typeindex isrange1..7;

type anziehsachen isarray (index) of kleidung; -- Speicherung
type sortierfeld isarray (wochentag) of index;  -- Zugriff
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Beispiel 2.2 Noch ein kurzes Standardbeispiel:
Codieren durch Buchstabenverschiebung um N Stell en:

type Codierung isarray (Charader) of Charader;
X: Codierung; N: Natural; A: Charader;

procedure EinsVerschieben is

begin for A in Charader loop
if X(A) = Charader’Last then X(A):=Charader First
else X(A) := suco(X(A)); end if; end loop;

end; ...

for A in Charader loop X(A) := A; end loop;

for 1in (1..N) loop EinsVerschieben; end loop;

-- Die Codierung durch Verschieben um N Stellen im Alphabet
-- efolgt anschliefiend durch:

get (A); put(X(A)); ...
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Bemerkung: Wir verwenden ¢fters den Logarithmus log(n)
wie ene ganze Zahl. Was genau ist damit gemeint?

Mathematische Definition: fur x > 0, b> 1 gilt

log,(X) =y < x=D.

Der ganzzahlige Antell des Logarithmusvonx zur Basis b ist
fur x>1 im Wesentlichen de Lange der Zahlendarstell ung von
X im Stell enwertsystem zur Basis b.

Beispiele (man schreibt auch Ig, Id, In bei Basis 10, 2 bzw. e = 2,7182818...):
log,,(17639 =19(17639 = 4,2464..= 5 = og, (176350
109,(3,8) =1d(3,8) = 1,9260...= 2 = [1og,(3,9

[0g.(8,2) =In(8,2) =2,1041...= 3= [log.(8,2U

Fur unsist der Logarithmus log die Lange der Darstell ung zur

jeweili gen Basis, wobel wir stets die Basis 2 annehmen, sofern
nichts anderes gesagt wird. Also definieren wir:

VC 16.4.-16.5.02
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Unsere Definition: 1og: IN, — IN, fur allen > O definiert durch
log(n) =y < Yyistdiekleinste natirliche Zahl mit n < b.
Weiterhin sei ist log(0) = 1. Einige Werte:

n [ log(n) n | log(n) n [ log(n)
0 1 8 4 128 8
1 1 9 4 500 9
2 2 10 4 512 10
3 2 15 4 1000 10
4 3 16 5 9000 14
5 3 31 5 100 20
6 3 32 6 10° 30
7 3 64 7 1012 40
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Hinweis 1: Wenn log, der mathematisch exakt definierte
redlwertige Logarithmusiist, dann gilt log(0) = 1

undfur alen> 0: log(n) = Hog,(n+1)C]

Dasich urser Logarithmus und der exakte Logarithmus fur
n= 1 immer héchstens um 1 urterscheiden, werden wir diese
beiden Funktionen als "im Wesentlichen gleich™ auff assen.

Hinweis 2: Beaditen Sie, dass $ch de Logarithmen zu zwel
verschiedenen Basen aund bimmer nur um die Konstante
log,(b) unterscheiden,
denn es gilt mathematisch fir all e x>0:

10g,(x) = 10gy(x) - l0g,(b).
Speziell gilt daher fir alle Basen a>1 und k1.

O(logy(n)) = O(log,(n)) = O(log(n)).
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2.5. Pointer, Listen

Listen sind Folgen vonElementen des gleichen Datentyps.
Siewerden duch Zeiger (pointer) redisiert. Die
Verkettung kann einfach oder doppelt sein. Das erste
undoder das letzte Element sind vonaul¥en Uber einen
Zeiger erreichbar (auch Anker der Liste genannt). Der
Zugriff erfolgt sequentiell; man duchléuft also de Liste
von vane nadh hinten kzw. von hnten nach varne, um
nach einem Element zu suchen oder ein Element
einzufugen.

Vgl. Informatik | (Prof. Lagally) und Skript Plddereder Abschnitt 1.5.2
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Das Schlusslwort fur Zeiger lautet in Ada access.
Typische Definition einer Listein Ada:

type Element is....;, -- Definiere den Datentyp der Listenelemente
typeList_Element; -- Vorwartsverweis
type List_Element_Zeiger is access List_Element;
type List_Elementis record
Inhalt: Element;
Next: List Element_Zeiger;
end record;

Diesist eine Liste, in der die Elemente direkt stehen. In der
Praxis kann deslastig sein (vgl. Folien 141-143Uber Felder),
da en Element in vielen Listen auftreten kann urd dann auch
in allen Listen gespeichert und geéndert werden muss Also:
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typeElementis...,  -- Definiere den Datentyp der Listenelemente
type Element_Zeiger is access Element;
type Zelle; -- Vorwartsverweis

type Zelle Zeiger isaccess Z€ll €
type Zelleis record
Inhalt: Element_Zeiger;
Next: Zelle Zeiger;
end record;

Elemente: E @
Anker
.

%gﬁgﬁer (,. \ @

v

v

@

®

v

./

®

v

./
H—o
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Will man nunElemente in mehreren Listen gleichzeitig
verwenden, so kann des ohre Kopien geschehen:

Anker2
Q

Liste \
()

weiterer ‘

Elemente: E
Anke‘l X
\

Egﬁgr?er (,. \ @

\ 4
®
\ 4
®
®
\ 4
H—o

v

v

@

®

v

./

®

v

./
H—o
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Vorteil e dieser Zellen-Darstellung:

- Elemente kdnren in verschiedenen Listen sein.

- Das Andern von Elementen geschieht synchron dkerall.

- Das Einfligen in andere Listen ist einfach.

- Eslas®n sich weitere Zugriffsgrukturen leicht aufbauen.

Nadteil e dieser Zellen-Darstell ung:

- Der Zugriff auf Elemente dauert etwas langer.
- Man braucht etwas mehr Speicherplatz.
- Die Speicherverwaltung kann deutli ch schwerer werden!

Hinweis: Listen werden in der Halde agelegt. Nur die
Anker stehen im statischen Bereich des Programms, sofern
siedeklarieret Variablen sind.
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Bitte wiederholen: Informatik | (Prof. Lagally) S. 135 und 138, WS 01/02

2.6. Stapel, Warteschlangen

Stapel und Warteschlangen sind Listen mit spezellen
zuléssgen Operationen (also (abstrakte) Datentypen).

Stapel oder Stadk oder Kell er oder Pushdown:

newstadk -- Leaen des Staks
isempty -- Abfrage, obder Stack lee ist
top -- Oberstes Element im Stadk
push -- Flige @n Element oben an
pop -- Losche das oberste Element
length -- aktuell e Lange des Stacks
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Warteschlange oder Queue:

newqueue -- Leaen des Schlange

isempty -- Abfrage, obSchlange leea ist
first -- Vorderstes Element der Schlange
rest -- Schlange ohre erstes Element
enqueue -- Flige Element hinten an

dequeue -- Entferne estes Element

length -- Lange der Schlange

Zu Ringlisten undDoppelschlangen siehe WS 01/02,
EinfUhrung in de Informatik I, S. 145ff
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Beispiel 2.3 Implementierung von mehreren Stapeln / Stacks

Aufgabe: Wir wollen eine Multistapel verwaltung in einem
eindmensionalen Feld duchfuhren, d.h:

Es 2llen n Stadks verwaltet werden. Insgesamt steht hierfir
ein lineaer Speicher Sp(1..M) zur Verfligung.

Sportane Idee: Jeder Stack erhdlt gleichviele Speicherplétze

M/n:

Sl [T T TTTTTITITIIIITIIIT T I I T]
VAVAN I VA
Stad<.1 Stadk 2 Stak 3 Stak n

Diese Verweise werden wir durch Indizesrealisieren.
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Einfachster Fall: n = 1. Esliegt ein einzelner Stack vor. Die
Ada-Formulierung hierfr ist ein generisches Paket, z.B.:

generic
M: natural := 2002 -- Initi aisierung will krlich
type element is private;

package stad is
procedur e newstad; -- Leaen des Stadks
functionisemptyreturn Bodean; -- Ist der Stad leer?
function isfull return Booelan; -- Ist der Stad vall ?

function topreturn element; -- Oberstes Stadkelement
procedure push (x: in element); -- Flge Element x oben an
procedure pop; -- Lésche oberstes Element

function length return natural;  -- Aktuell e Stadklange
unterlauf, ueberlauf: exception; -- Ausnahmebehandung
end stack;
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Hieran schliefdt sich der Modu rumpf an:

package body stak is

type speicher isarray (1..M) of element;
Sp: speicher;
index: integer range 0.M :=0;
procedure newstad is begin index := 0; end;
function isfull return Booelanis

begin return index >=M; end,;
procedure push (x: in element) is

begin if isfull then raise ueberlauf;

elseindex :=index + 1; Sp(index) :=x; end if; end,;

< selbst schreiben: die Prozedur pop, die Funktionen isempty,
length, top und die Ausnahmen unterlauf und ueberlauf >
end stad;
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Eine Instanz kann nunlauten:

package Ganzzahlkeller is
new stack (M =>50000,element => integer);

Nadhster Fall: n =2. Wennman zwei Stadks auf einem
linearen Speicher Sp der Grole 1 .. M unterbringen mochte,
so wird man den ersten Stadk von l1an aufwérts und den
zweiten Stadk mit M beginnend abwérts implementieren.

Aufgabe: Redisieren Sie diesen Fall selbst!
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Allgemeiner Fall: n = 3. Vorhandener Speicher Sp(1.M).

Hier gibt es mindestens zweil Varianten:

- Variante 1. Jeder Stadk hat seine @égene maximale Grol,
diein Max: array (1..n) of natural abgelegt ist
(einfachster Fall: Max(i) = M/n fur dlei) undfir die gilt

n
Max(i) = M.

i=1
Dieser Fall i st wieder Fall n=1 zu behandeln, indem Uberall
die Nummer des Stadcs hinzugefugt wird undjeder Stack
unabhéngig von al en anderen ist. Beispielsweise musses
dannzwe Felder Base, Index: array (1..n) of natura
geben mit 0 < Index(i)-Base(i) < Max(i) furi=1,2, ..., n.
(Detail s sehe unten.)
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- Variante 2: Die Grof%e der einzelnen Stadks ist nicht vorab
beschrankt undall e Stadks zusammen sollen den Speicher-
platz der Grole M moglichst gut nutzen. Hier musses
ebenfallszwel Felder Base, Index: array (1..n) of natural
geben, fur die zu jedem Zeitpunk gilt

n
Index(i)-Base(i) < M.
i=1

Wenn aso einer der Stadks Uberlauft (d.h: Index(i) = Base(i+1))
undandere Stadks nutzen den ihnen zugewiesenen Bereich nach
nicht voll aus, so mussder Speicherplatz neu auf die Stadks
verteilt werden.

Hier sind wieder mehrere Untervarianten maogli ch, siehe unten.
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Variante 1. Jeder Stack erhdlt den gleichen Platz der Grofse M/n.

Wir redisieren dies Uber zwel Zeiger bzw. Indizes:

Base(i) zeigt auf den Speicherplatz, der unmittelbar vor dem
Bereich fur den i-ten Stack liegt;

Index(i) zeigt auf den Speicherplatz, auf dem sich das oberste
Element des i-ten Stadks befindet.
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Nochmals zur Illustration: Aufteilung des Speichers Sp

von Stack 1 Stak 2
Sta 1 2ugeord- \é(t)nd< X zugeé)gd-
net, aber Sla net, aber
genutzter derzeit  genutzter derzeit
Platz nicht Platz nicht

\ genutzt / / genutzt Stak n

—Am A A A —A—

So (LT T LTI ITI T T ITITT]]
1 M

Base Index
12 .. n fxl 1 2 ... fln
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AdaDeklarationen hierzu: (MSV = Multi stadkverwaltung)

generic
M: natural :=2000Q -- will kirli cher Default-Wert
n: natural; -- Anzahl der Stadks, n=> 2.
type Element is private; -- Datentyp der Stackelemente

package MSV1is
type NN isnatural range (1..nt+1); -- fir Zugriff auf Stadks

procedure newstad (i:NN); -- Leaen des Stacks
functionisempty (i:NN) return Bodean; -- Ist der Stad leer?
function isfull (i:NN) return Booelan;  -- Ist der Stadk vall ?

function top (i:NN) return element; -- Oberstes Stackelement
procedure push (i: in NN; x: in element); -- Flige x oben an
procedure pop(i:NN); -- Lésche oberstes Element
function length (i:NN) return natural; -- Aktuell e Stadklange
unterlauf (i:NN), ueberlauf (i:NN): exception;

end MSV1;

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik 11, SS02

Paketrumpf hierzu: (MSV = Multi stadkverwaltung)

package body MSV1is
type Adressenisrange0..M+1; -- Speicher”adressen®
Sp: array (Adressen) of Element; -- Speicher
Base: array (NN) of Adressen;  -- Beginn der Stacks
Index: array (NN) of Adresen; -- Aktueller Stand jedes Stadks
procedure newstad (i:NN) is

begin Index(i) := Base(i); end newstac;
functionisempty (i:NN) returnBodeanis

begin return Base(i) = Index(i); end isempty;
function isfull (i:NN) return Booelanis

begin return Base(i+1) = Index(i); end isfull;
function top (i:NN) return element is

begin return Sp(Index(i)); end top;
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Paketrumpf MSV1(Fortsetzung)

procedure push (i: in NN; x: in element) is
begin if isfull(i) then raise ueberlauf (i);
else Index(i) := Index(i) + 1,
Sp(Index(i)) := x; end if;
end push;
procedure pop(i:NN) is
begin if isempty(i) then raise unterlauf(i);
else Index(i) := Index(i) - 1; end if; end pop;
function length (i:NN) return natural is
begin return Index(i)-Base(i); end length;
exception when ...=>........

end MSV1;
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Eine konkrete Instanz konrte dann sain:

package Zahlenkellerel is

new MSV1(M =>5000Q n => 10; Element => integer);
use Zahlenkell erei;
for iin 1..nloop

Base(i) := (i-1)* (M/n); Index(i):=Base(i); end loop;
Base(n+l) :=M; .......

Nadtelli g ist, dassdie Multi stackverwaltung zusammenbricht,
fallsirgendein Stadk tberlauft. In der Regel stehen janoch
weltere Speicherplétze in Sp zur Verfugung.

Es gibt diverse nahe liegende Verdnderungen. Diese asetzen dle
»raise ueberlauf(i)* durch den Prozeduraufruf ,,umordnen(i)“, um
weiteren Speicherplatz bereitzustell en:

procedure umordnen (i:NN); ...
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Moglichkelt 1:

Schaue nacdh, ob ar rechte oder linke Nachbar des Stadksi noch
genligend freien Platz hat undtritt dann de Halfte dieser Platze
an den Stack i ab.

Moglichkeit 2:

Suche denjenigen Stadk j mit maximal viel freiem Platz, d.h.,
Index(j)-Base(j) ist maximal, undtritt dann de Hélfte dieser
Platze an den Stack i ab. Konkret mussdann der Speicherbereich
zwischen den Stadksi undj um g Speicherplétze verschoben
werden, wenn g de Hélfte der freien Pldtze von Stad j ist.

Mogli chkeit 3:

Beredhne den Speicherplatz, den jeder Stack bekommen soll, neu,
indem jedem Stadk eine Mindestzahl an Plétzen und weitere
Platze entspredhend seines bisherigen Wadstums zugewiesen
wird, und odne den Speicher dann kamplett um.
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M 6gli chkeit 1:
procedure umordnen (i: NN) is
k: NN; |, g Adresen;
begin k := i;
if (i=1) and (Index(2) < Base(3)) then k := 2;
elsif (i=n) and (Index(n-1) < Base(n)) then k :=n-1;
elsif Base(i) - Index(i-1) < Base(i+2) - Index(i+1)
then k :=i+1; elsek :=i-1; end if;
-- Stadk k dient nunals Platz-Lieferant
if k=i then raise ueberlauf;
esif k<i then
g := (Base(k+1)-Index(k)+1)/2; --Halfte desfreienPlatzes
Base(i) := Base(i) - g; Index(i) := Index(i) - q;
for j in Base(i)..Index(i) loop Sp(j) := Sp(j+q); end loop:
else < das Gleiche, nur nach oben verschieben; selbst einfiigen > end if;
end umordnen;
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M &gli chkeit 2:
procedure umordnen (i: NN) is
k: NN; j, g Adresen;
begin k:=1; -- Suche Stadk k mit maximal freiem Platz
for jin 2..nloop
if (Base(j+1)-Index(j) ) > ( Base(k+1)-Index(k) )
then k :=j; end if; end loop;
if Base(k+1) = Index(k) then raise ueberlauf;
esif k<i then
g := (Base(k+1)-Index(k)+1)/2; --Halfte desfreienPlatzes
for j in k..i loop
Base(j) := Base(j) - g; Index(j) := Index(j) - g; end loop;
for j in Base(k)..Index(i) loop Sp(j) := Sp(j+q); end loop:
else < das Gleiche, nur nach oben verschieben; selbst einfiigen > end if;
end umordnen;
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Nadtell der Moglichkeit 1:

Ein Abbruch kann geschehen, obwohl noch irgendwelche
anderen Stadks ihren Platz kaum benétigen. Denn man proft
janur die benachbarten Stacks ab. Auch kann "umordnen”
relativ rasch wieder aufgerufen werden.

Nadteil von Moglichkeit 2:
Eventuell wird de Prozedur "umordnen” nach g Schritten
erneut aufgerufen.

Vortell:
Die Prozedur "umordnen™ wird meist schnell abgearbeitet.
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M 6gli chkeit 3: (Garwick-Algorithmus)

- Beredhne den insgesamt freien Platz all er Stadks ("sum™).

- Beredhne den gesamten Zuwadhs it dem letzten Umordnen.
- Vertelle 10% des freien Platzes gleichmaliig an all e Stadks.

- Vertelle 90% des freien Platzes propartional zum Zuwadhs.

Um den Zuwadhs zu berechnen, mussman sich in eéinem array
Altlndex merken, welches die Indexpositionen ummittelbar nach
dem letzten Umordnen waren. Um die Umordnung durchzufihren,
mussman de neuen Basispaositionen in einem array NewBase
natieren. Der Zuwadhs ergibt sich dann aus der Summe der Werte
(Index(j)-Altindex(j)), aber man darf nur die positiven Werte
hierbel aufaddieren. NewBase(j) ergibt sich aus den Newbase-
Werten der darunter liegenden Stadks erhéht um den festen Antell
u, der jedem Stad zusteht, und cem Zuwads-Antell.

Dies ergibt folgende Prozedur "umordnen™:
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Garwick-Algorithmus: Flge zum "padckage body MSV 1" hinzu:
NewBase: array (NN) of Adresen; -- Neuer Beginn der Stacks
Altindex: array (NN) of Adresen; -- Alter Stand jedes Stacks

procedure umordnen (i: NN) is
k: NN; j: Adresen; sum, zuwads, u: integer; v: float;

Delta: array (NN) of Adreseen; -- Zuwachs jedes Stadks
begin sum :=0; -- Addierefreien Platz in "sum" auf
for jin 1..nloop sum:=sum+Base(j+1)-Index(j); end loop;

if sum <=n then raise ueberlauf;
-- Nicht genug Platz frei
-- sum=0 wére zu knapp wegen Rundungsfehlern
ese zuwads:=0; -- ermittle Zuwéadse sait letztem "umordnen”
for j in NN loop Delta(j) := Index(j) - Altindex(j);
if Index(j)>Altindex(j) then Delta(j):=Index(j)-AltIndex(j);
zuwads.=zuwadst+Delta(j);
else Delta(j) :=0; end if;  end loop;
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if zuwadhs >=1 then
U := INTEGER(O.1*FLOAT(sum)/FLOAT(n) + 0.5);
-- 10% Anteil (gleichméidig fur alle Stadks)
V := INTEGER(FLOAT(SUm) -
FLOAT(U)* FLOAT(N))/FLOAT(zuwads));
else u := INTEGER(FLOAT(sum)/FLOAT(N)); v:=0; end if;
-- dieser else-Fall darf eigentlich nicht eintreten
NewBase(1) := 0; NewBase(n+1) := M;
for jin 2..nloop
NewBase(j) := NewBase(j-1) + Index(j-1) - Base(j-1)
+u+ Ddta(j-1)*v; end loop;
speicherumordnen;
for j in NN loop AltIndex(j) := Index(j); end loop;

end if;
end umordnen;

VC 16.4.-16.5.02

Kap. 0 bis 2, Informatik I1, SS02

Garwick-Algorithmus: Verwaltung des Speichers Sp

NewBase

1

173

AltIndex

2\ .. n Al 1 A L
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Unter prozedur zu "umordnen”:

procedur e speicherumordnen is
m, j, ki NN;
begin j:=2;
while (j <=n) loop
k:=j;
if NewBase(k) < Base(k) then verschieben(k);
else while NewBase(k+1) > Base(k+1) loop
k:=k+1; end loop;
-- Diese Schleife endet spétestensfir k =n
for min reversej..k loop
verschieben(m); end loop;
end if;
ji=k+1,
end loop;
end speicherumordnen;
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procedure verschieben (i: in NN) iS -- Unterprozedur zu speicherumordnen
a Adressen; d: integer;
begin d := NewBase(i) - Base(i);
-- d gibt an, um wieviel Stellen Stack i verscholben werden muss
if (d/=0)then
if d>0then
for ain reverse Base(i) .. Index(i) loop
Sp(a+d) := Sp(a); end loop;

else
for ain Base(i) + 1 .. Index(i) loop
Sp(a+d) := Sp(a); end loop; -- beadte hier d<0
end if;
Index(i) := Index(i) + d;
Base(i) := NewBase(i);

end if;
end verschieben;
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2.7. Geflechte, die Halde und Freispeicher

Daten oder Objekte lassen sich duch Zeiger miteinander
verflechten. Friiher sprach man dann von"Gefledhten”, die
im Speicher aufzubauen sind. Heute bezeichnet man dese
Strukturen meist as Vernetzungen oder - mathematisch -
als Graphen (vgl. das folgende Kapitel 3).

Um solche Gefledchte oder Vernetzungen aufzubauen, muss
in jedem Datenoljekt mindestens ein Zeiger existieren.

Existiert genau ein Zeiger, so kann man nu Listen
aufbauen. Ab zwei Zeigern lassen sich stark vernetzte
Strukturen redisieren.

Beispiel: Binare Baume. Siehe hierzu "Einfuhrungin de
Informatik 1", WS 01/02, S. 149152.
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GrundsitZicher Hinweis;

Wir identifizieren in desem Kapitel 2 stets"Zeiger" und
"Adres eines Speicherplatzes’.

Grund Man beadite, dass heutige Rechner in der Regel einen
ein-dimensionalen Speicher besitzen, auf dessen Speicher-
plétze tiber einen Index von 0 bis 25-1 (fir eine natirliche
Zahl s) zugegriffen wird. Wenn man Zeiger daher in einem
solchen Redhner redisiert, so geschieht dies durch Angabe
der Adresse derjenigen Speicherzell e, ab der das Objekt, auf
das verwiesen wird, steht.
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Wir haben in der Vorlesung bereits mehrfach angedeutet, wie man
Programme im eindimensionalen Speicher des Rechners anlegt.
Man urtertellt j edes Programm in drel Telle:

Zwsei statische Teil e (Programmtext undlokaler Speicher) fur ale
Bestandteil e des Programms, deren Grof3e (Speicherplatzbedarf)
wahrend der Berechnung unveréndert bleibt.

Dynamischer Teil (Halde) fir al e Bestandteil e, deren Grof3e oder
Lage im Speicher sich &ndern konren.

lokaler Speicher
Programmiext Halde
— S
— —
Zur Ubersetzungszeit bekannt Erst zur Laufzeit bekannt
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Programmtext: Ubli cherweise wird der Programmtext nach der
Eingabe in einen Rechner nicht mehr verandert.

Denncach findet eine V erdnderung des Textes datt, sobald ein
Unterprogramm aufgerufen wird. Die Bedeutung eines
Unterprogrammaufrufsist ndmlich de "Kopierregel"; sie lautet:
Ersetze den Aufruf durch den Rumpf des Unterprogrammns,
modifiziere den Rumpf abhdngig von den Parametern, fliihre den
modifizierten Rumpf aus, ersetze ihn am Ende wieder durch den
Aufruf undfahre mit der nadhsten Anweisung fort.

Esgibt jedoch eine Redisierung dieser Kopierregel, bei der der
Programmtext nicht geéndert wird, sondern bei der die korrekte
Ausfihrung des Aufrufs durch einen Stack von Daten simuliert
wird. In der Praxiswird daher der Programmtext wahrend des

Programmablaufs nicht geéndert (vgl. Vorlesung Compilerbau).
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Lokaler Speicher: Alle vom Programm benutzten Daten missen
letztlich Uber die Namen der Variablen (bzw. tber die "Anker"
von Listen undGeflechten) erreichbar sein. Genau diese
Variablen, deren bendtigter Speicherplatz zur Ubersetzungszeit
bekannt ist, werden in einem festen Speicherbereich, dem
lokalen Speicher des Programms, abgel egt.

Felder mit festen Grenzen werden in der Regel ebenfall s hier
gespeichert. Felder, deren Grenzen erst zur Laufzeit berechnet
werden, kammen dagegen in de Halde (s.u.), jedoch wird fur
den Namen und de kinftig einzutragende Gréf3e und Lage jedes
solchen Feldes Speicherplatz im lokalen Speicher reserviert,
Uber den zur Laufzeit die Verbindung zum Feld hergestellt wird.
Weiterhin missen de Strukturen der deklarierten Datentypen im
lokalen Speicher natiert werden (um die Zugriffe zu redisieren).
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Halde (engl.: Heap): Teil 1: Diesist ein Speicherbereich, dessen
Grole hinreichend gol3ist, um die dynamischen Felder undalle
mittels new erzeugten Datenoljekte (Zugriff Gber Zeiger!)
abzulegen. Wenn dese Datenoljekte im Laufe der Rechnurgen
nicht mehr gebraucht werden, sollten sie wieder frel gegeben (in
Adamit Hilfe des pragmas "Controll ed" und der Prozedur FREE)
und vonanderen, neu erzeugten Datenoljekten genutzt werden.
Die Verwaltung erfolgt auch Uber eine Freispeicherli ste.

Werden die nicht mehr bendtigten Speicherplétze nicht wieder
frel gegeben, so liegen nach einiger Zeit in der Halde viele
unnitze Datenoljekte herum (= Daten, auf die nicht mehr von
irgendeinem lokalen Speicher aus zugegriffen werden kann). So
kann de Halde rasch vdl werden. Um dann weiterarbeiten zu
kénren, missen de nicht mehr bendtigten Datenobjekte
erkannt, ihre Speicherplétze frei gegeben und de Haldein
geeigneter Weise umorganisiert werden (Spel cherbereinigung).
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Halde (engl.: Heap): Teil 2: Die Halde kann/mussebenfall s zur
Unterprogrammverwaltung dienen. Bei jedem solchen Aufruf
mussfur die lokalen Variablen des Unterprogramms Speicher
zur Verfiigung gestellt werden, der dynamisch mit weiteren
(geschadhtelten) Aufrufen wadhst oder schrumpft.

Dieses Problem der beiden Speicher fir dynamische Daten und
fr die Unterprogrammverwaltung kann man behandeln wie die
Stadkverwaltung fur 2 Stadks: Von vane nach hinten legt man
in der Halde die dynamischen Daten ab, von hnten nach varne
l&s€ man de geschachtelten Aufrufe der Unterprogramme dl er
Programme (=M uulti stackverwaltung) wachsen.

Wir erlautern dies nunan einem Beispiel mit nur einem
Programm.
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with Ada.Text_|IO;

procedure XYZ is
type datumis
record tag: 1..3% monat: 1..12 jahr: 1900..2100

gestern, morgen: access datum; end record,;

J, N: integer; D: datum; E: access datum,;

A: array (1..12 of character; Speicher

procedure UP (m: in integer) is
B: array (1..m) of character;
begin ...UP(m+1); ...

end UP: Halde
begin get(N); J:=2; D :=(13, 5, 2002, nili, nul);
E :=D; E.gestern := D; E := new datum ....
UP(N); ...
end XY Z,
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Zur Ubersetzungszeit bekannt Erst zur Laufzeit bekannt

A A
™ ™

Programmtext |okaler Speicher Halde

with AdaText_|O;  Hier legt man ab: dynamische Stad fiir Unter-
procedurexyzis % N.D,EA Daten programmaufrufe

sowie die Struktur
. von datum und alle

procedure UP(M:in  verwaltungsinfor-  Mit den Zeigem wadhst — Mit den Aufrufen wachst
integer) is mationen fir den der linke Teil der Halde:  der rechte Teil der Halde:
gesamten Speicher

end UP,

; Betrachten wir den
begin ... lokalen Speicher
end XYZ, etwas genauer:
datum JN D
. . tag >
Hier steht nattrlich mond
nicht der Quelltext, gesten .
sondern das iibersetzte " Konflikt

Maschinenprogramm
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2.7.1 Freispeicherverwaltung

Die dynamischen Daten der Halde (linker Teil im vorigen Bild)
sollen nun \erwaltet werden. Hierzu tragen wir die freien
Speicherplétze in eine "Freispeicherliste” ein, aber nicht jede
Speicherzelle @nzeln, sondern immer ganze "Datenbl cke".
Diese kbnren eine variable Grof¥e besitzen. Skizze (hier nur ein
Programm; prinzipiell nutzen viele Programme die Halde):

Freispeicherliste

N

é[é
lokaler 4
Speicher | Halde
Belegt-Liste
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Benutzen mehrere Programme die Halde, so werden de
"Freispeicherliste” undeventuell auch eine "Belegt-Liste"
vom Betriebssystem verwaltet. Folgende Aufgaben sind
unter anderen Fragestell ungen zu |6sen:

1. Ein Programm fordert einen Speicherplatzbereich der Gréle
"gréfe" an. Weise dem Programm einen gedgneten Bereich
in der Halde zu undmodifiziere die Freispeicherliste.

2. Ein Programm gibt einen Speicherplatzbereich wieder frei.
Flge diesen Bereich "geschickt" in de Freispeicherliste an.

3. Verschmelze aneinander grenzende freie Datenbl 6cke der
Halde zu gréleren Einheiten.
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4. Fal s keine Zuweisung erfolgen kann, ordne die Halde so
um, dassall e freien Bereiche nebeneinander liegen (dasist
nicht trivial). Fuge hierbei al e Datenbl6cke, die nicht mehr
benutzt werden, in de Freispeicherliste an (siehe 2.7.2.

5. Falsauch desnicht erfolgreich ist, flihre @nen Austausch
der Speicherinhalte mit dem Hintergrundspeicher durch
(Stichwort: Seitenaustauschstrategien, Paging; siehe
Vorlesungen im Bereich "Betriebssysteme™).

Um diese Aufgaben durchzufiihren, mussdie Freispeicherliste
oft durchlaufen werden, wobei wir die Datenblocke, die zur
Freispeicherli ste gehdren, markieren, un sie spater "erkennen”
zu konren. Ein Datenblock mussalso neben dem Inhalt, den
das jewelli ge Programm hineinschreibt, mindestens sine
Grol¥e, ein Markierungsfeld und @n Verweis auf den nadsten
freien Datenblock enthalten.

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik 11, SS02 188

94



Wir legen daher folgenden Datentyp "Block™ fur Datenbl6cke
fest. Es =i eine natirliche Zahl "maxgrofe" (= die maximale
Grofe an Speicherplétzen je Datenblock) vorgegeben:

type Block;
type Blockzeiger is access Block;
type Block isrecord
grof3e: 1..maxgrofe;
.. <Komporenten, deinsgesamt genau "grol3e" viele
Speicherplétze belegen > ...
mark: Bodean,
next: Blockzeiger;
end record;

Jeder Block belegt also grof3e +x  viele Speicherplétzein der
Halde, wobel x die Zahl der Speicherplétze fur "grol¥", "mark"
und"next" bezeichnet. (generic-Formulierung in Ada? Selbst!)
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Skizze:
Verankerung Datenblocke in der Halde
Freispeicherliste grofe mark  next
1 1 ‘\ ]
v v '\ y

Q/’ 60 o ein Datenblock
groRe" viel
Speicherplatz

110

.__/>

189
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Freispeicherliste Die freien Datenbl6cke sind irgendwo in der
Halde verteilt. Dazwischen liegen irgendwo
die von Programmen bel egten Datenbl 6cke.

«---

62 ° <
1
108 a 35 °
| I
75
4 7
f > ?
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1. Aufgabenstellung: Ein Programm fordert einen Datenblock
mit m Speicherplétzen an.

Algorithmus 1: First Fit
Gehe die Freispeicherliste durch, bisein Datenblock D mit

grofRe = m gefundenist.

Madhe hieraus zwel Datenbldcke: Einen mit m+x undeinen
mit grofe-m-x Speicherplétzen (x = Speicherplatz fur grofe,
mark und rext, siehe Datentyp Block auf Folie Seite 189).
Flge diese beiden Datenblcke in de Freispeicherliste anstelle
desBlocks D ein.

Klinke den ersten deser beiden Datenbl6cke aus der Frei-
speicherliste auis undweise ihn dem Programm zu.

Hinweise: Fall s der zweite Block "zu Klein" ist, vermeide die
Aufspaltung in zwel Datenblécke undweise D dem Programm
zu. Fallskein Block D existiert, rufe die Speicherbereinigung
auf, vgl. Abschnitt 2.7.2.
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Algorithmus 2: Best Fit
Gehe die gesamte Freispeicherliste durch undermittele den

kleinsten Datenblock D mit gréfe > m.
Fahre anschlief3end fort wie bei "First Fit".

Welche Strategie ist besser?

Bel beiden Methoden entstehen im Lauf der Zeit viele kleine
Datenblocke, die verstreut in der Halde liegen. Diese sog.
"Fragmentierung" des Speichers erfordert haufige Aufrufe der
Speicherbereinigung. In der Praxis erweist sich de Best-Fit-
Strategie gegeniber der "First-Fit-Strategie” as shledter, da
hierbei besonders kleine Datenbldcke entstehen; aul¥erdem
mussbei Best-Fit stets die gesamte Freispeicherliste
durchlaufen werden.
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Aus der Praxis weil3 man: Solange der freie Speicher etwa en
Drittel der Halde ausmacht, ist die First-Fit-Strategie gut
anwendbar. Wird aber der frele Platz geringer, so mussoft
eine zeitaufwand ge Speicherbereinigung durchgefiihrt
werden, de zu Wartezeiten bei den "Kunden" fuhrt.

Redt nadhteili g ist auch de Zeit, die beim Durchlaufen der
Liste verstreicht. Zwel |deen zur Verbesserung:

- Halte die Freispeicherli ste stets nach der Grofe der
Datenbldcke sortiert. Nachteil: Das Einfligen freigegebener
Speicherbereicheist dann aufwéndig.

- Lege anen hindren Suchbaum tber die Freispeicherliste.
Nadtell: Dieskostet relativ viel Speicherplatz. Da solche
Suchbédume selbst wieder dynamische Datenstrukturen sind,
sollte dieser Platz in der Halde bereit gestellt werden.
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Lassen sich de Vor- und Nadteil e gegeneinander auswagen?
Wir stellen kurz einen aten Vorschlag vor, der die Situation
einigermal3en verbessert, aber oft einige Nachteil e beibehdlt,
die sog. Buddy-Methode. Buddy = (engl.) Kamerad, Kumpel.

Idee Das Verfahren legt einen gleichverzweigten bindren
Baum Uber den Speicher (also Uker die Halde). Das Aufspalten
und s Verschmel zen sind aber nicht beli ebig mogli ch.

Vorgehen: Die Halde wird in Datenbl6cke unterteilt, deren
Lange jeweil s eine Zweierpotenz ist. Jeder Datenblock muss
genau X Speicherpldtze belegen fur eine nattirli che Zahl k
Mit mi nk < k < maxk. (Man schrankt in der Praxisk ein z.B.
zwischen ni nk =9 undmaxk = 20.) Jedem Datenblock wird
genau einer seiner beiden Nachbarn as "Buddy" zugeordnet.
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eichergr: arr ay (mink..maxk) of ...; Repréisentiert den Speicher-

Bereich von 32 bis 63

(6)

24.31  32.39  40.47 48..55 56..63

/ N\ / N\ / N\
-;ﬁ»‘@"@»‘@»‘@»‘

0 7)5/ 31 47 63
S
[ N
Représ_entiert den Speicher- Halde Verwaltung nach der Buddy-M ethode.
Bereich von 16 bis 23 Speichergr 6Ren von 8 bis 64.
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eichergr

(6) A/.\E:elgg’g: 8..15, 32..39, 56..63.

i .......................................... } N

@8> @ @ X X

--->./<-->¥<->‘/<->\.<-->‘<->\.<->‘/<-->¥

16.23 " 24.31 " 32.39 " 20.47 " 28.55 " 56.63

(Ll A T T T T A T T T T T A T T T T T T TTTT TS T T T T

0 15 31 a7 63

H_J

Dieser Speicherplatz steht fur 16 ~ Dieser Speicherplatz steht fur 16
Speicherplétze ar Verfiigung Speicherplétzenicht zur Verfiigung
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Wir nummerieren de Halde dso von 0 s 2™k -1 duch.
Die kleinste BlockgroRe sei 2mnk, Alle Speicherblocke mit
festem ni nk <k < nmaxk stehenineiner Liste, erreichbar Uber
den Zeiger des Feldelements Speichergr(k).

Zu jedem Speicherblock, der an der Adresse x beginnt und de
Grofe 2X besitzt, sei buddy,(x) die Anfangsadresse seines
Buddy (dieser liegt entweder links oder rechts vonihm und
besitzt die gleiche Grol¥).

Esqilt:

buddy,(x) =

x + 2K fals x =0 mod Z*1
x - 2% fals x = 2 mod X*1

Wir programmieren de Freispeicherverwaltung nicht aus,
sondern geben nur die Vorgehensweisen an.
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Anfangs werden all e Speicherbereiche ds frei markiert.
Speicheranforderung: Ein Programm fordert einen Datenblock
der GroBem an. Es & 21 <m< 2%,

Die Speicherverwaltung durchlauft dann de Liste, die Gber
Speichergr(k) erreichbar ist.

Wird hier ein freier Speicherbereich gefunden, so wird er dem
Programm zugewiesen; zugleich werden deser Bereich, dle
Knaten in seinem Unterbaum und seine Vorgénger im Baum bis
zur Wurzel a's belegt markiert.

Wird kein freier Speicherbereich gefunden, so lege die Speicher-
anforderung in einer Warteschlange des Systems ab, sende dem
Programm einen "Wartehinweis' und piife spéter erneut.

Beispiel: Wird in der Situation cer Folie auf Seite 197ein
Bereich der Grole 14 angefordert, so wird ab Speichergr(4) die
Liste der Speicherbldcke der GroRRe 2* = 16 duchsucht. Bereits
der zweite Block ist frel, so dassder Bereich 16..31zugewiesen
wird.

VC 16.4.-16.5.02 Kap. 0 bis 2, Informatik I1, SS02

Speicherfreigabe: Ein Programm gibt einen Datenblock der
GroRe 2¢ wieder frei. Dieser Block wird in der Liste zu
Speichergr(k) asfrei markiert. Ist sein Buddy frei, so wiederhole
diesen Vorgang mit seinem Vorgangerknoten.

Beispiel: Wird in der Situation cer Folie auf Seite 197 der
Bereich 8..15 dr Grole 8 freigegeben, so kann deser Block,
aber auch sein Vorganger und dessen Vorganger frei gegeben
werden, so dassanschliel3end delinken drei as belegt
markierten Knoten im Baum wieder as frei markiert sind.

Vorteil e der Buddy-Methode: Einfadch zu handhaben und ds
Verfahren bewéhrt sich in der Praxis hinreichend gut.

Nadteil e: Benadhbarte Bereiche, die nicht Buddys sind, konren
nicht verschmolzen werden, undes entsteht eine interne
Fragmentierung, daimmer nur Bl6cke von der Lange aner
Zweierpatenz zugewiesen werden komen.

199
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2.7.2 Speicherbereinigung (gar bage collection)

Wir nehmen nunan, ein Programm schreibt die Halde mit
dynamischen Datenstrukturen, undzwar mit verzeigerten
Strukturen, vdl. Esist absehbar, dassin Kurze kein Speicher-
platz mehr zur Verfligung steht.

Nun mussgeprft werden, ob de Datenoljekte, diein der
Halde stehen, wirklich all e bendtigt werden oder ob man sie
|6schen undauf diese Weise neuen Speicherplatz bereitstellen
kann.

HierfUr verfolgt man alle Zeiger, die vom lokalen Speicher
des Programms ausgehen und markiert alle Datenoljekte, die
auf diese Weise ereichbar sind. Die nicht-markierten kann
man |oschen.
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Um das Vorgehen zu erléutern, gentigt es, Datenobjekte mit
zwei Zeigern zu betradchten, also Objekte des Typs

type Knoten;
type Kante is access Knoten;
type Knatenisrecord

inhalt: ...
mark: Bodlean;
links, rechts: Kante; DieKnotenb und d
end record; sind vom Programm
aus nicht erreichbar.
a b
Beispiel: (Die
5 Knoten stehen
in der Halde.) C
Anker O d
(im Programm) e
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inhalt links

' mark! redts Halde
v v \
sonstige Zugriffe
A
e N
a l D T e
sonstige Zugriffe sonstige Zugriffe
Anker %/—) d
Cc
a b
Beispiel: (Die
5 Knoten stehen
in der Halde.) c
Anker O d
(im Programm) €
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inhalt links
' mark! redts Halde
v v \
0 0 songtige Zugriffe 0
A
e N
a l 0 T e
0 sonstige Zugriffe 0 sonstige Zugriffe
Anker %/—) d
Cc

Ziel musses nunsein, de Knaten b und dals |dschbare Knoten zu
erkennen. Hierzu durchlauft man ausgehend von"Anker" dle Zei-
ger undmarkiert die hierbel erreichten Knoten mit true (oder einer
"1"). Dies geschieht fur alle "Anker", die aus dem lokalen Speicher
in de Halde verweisen. Dann |6scht man alle mit "0" markierten
Datenohjekte und schiebt den Speicher gedgnet zusammen.
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inhalt links
Halde

' mark! redits
L —

v
1 { 0 0 ‘ Q sonstige Zugriffe 1 & o
[ A

<%

1/olo sonstige Zugriffe 0lo \ sonstige Zugriffe

Anker

Ergebnis des Durchlaufs: ausgehend von"Anker" wurden alle
Zeiger nachverfolgt und de hierbei erreichten Knoten mit einer
"1" und de nicht erreichbaren mit einer "0" markiert.

Anschlief3end eventuell den Speicherbereich neu organisieren.
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Hinweis: Wenn man weil3, cassdie Zeigerstrukturen keine
Kreise bil den (also "azyklisch" sind), dann kann man in jeden
Knoten einen "Verweiszéhler" aufnehmen, der angibt, wie oft
auf dieses Objekt verwiesen wird. Wird ein Knaten mit zwel
Zeigern hinzugefigt, so missen de Verweiszéhler der Knoten,
auf die diese Zeiger zeigen, jeweilsum 1 erhoht werden. Wird
ein Knoten geldscht, so mussman de Verweiszdhler in den
beiden Objekten, auf die die Zeiger links undredits zeigten, um
jewells 1 erniedrigen. Wird ein Verweiszéhler hierbei 0, dann
mussman auch in allen nachfolgenden Knaten den Verwels-
zdhler um 1 erniedrigen. Bei dieser Methode kann man zu einem
gegebenen Zeitpunkt genau all e die Knoten [6schen, deren
Verweiszéhler Oist.

Bel zyklischen Strukturen funktioniert dieses einfache Verfah-
ren aber nicht mehr. (Selbst durchdenken.)
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Wir kommen nunzum
Algorithmus zur Markierung der erreichbaren urd der
unerreichbaren Knoten:

Schritt 1:
Markiere dle Knoten in der Halde mit "false”" (bzw. mit 0).

Schritt 2:
Markiere dle Knoten in der Halde, die vom lokalen Speicher
direkt erreicht werden konnen, mit "true" (bzw. mit 1).

Schritt 3 (eigentli cher Algorithmus): Die Halde mdge von
Adres 0 hisAdress M im Speicher nummeriert sein. Jeder
Knoten mdge genau r Speicherplétze (Adressen) belegen.

u, vsind van Typ Knaten, i undj sind Adressen in der Halde.
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i:=0; -- i ist die Adres< des betrachteten Knotens
whilei <=M loop

ji=i+r; -- j wird de Adress des nadhsten Knotens

if der Knoten mit Adres= i besitzt mindestens einen
Nadfolger (d.h: (links/= null) or (rechts/= null))
and dieser Knoten ist mit "true" markiert
then if (links/=null) and (der Knoten u,auf den links
verweist, ist mit "false” markiert) then
markiere den Knaten umit "true”;
j :=Minimum (j, Adresvon U end if;
if (rechts/=null) and (der Knoten v, auf den rechts
verweist, ist mit "false" markiert) then
markiere den Knaten v mit "true”;
j :=Minimum (j, Adresvon V) end if;

end if;
i:=j; -- zum nadhsten Knoten gehen
end loop;
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Ideedieses Verfahrens: Durchlaufe die Knoten von vane nach
hinten in der Halde. Esinteresseren nu die mit true markierten
Knoten (nur sie sind dsher vom Programm aus erreichbar).
Betradhte deren belde Nachfolgeknoten. Markiere sie mit true
undsetze das Verfahren an der minimalen Adresse der drel
Knoten

- nddhster Knoten in der Halde

- linker Nacdhfolgeknoten

- rechter Nadhfolgeknaoten

fort.

Auf diese Weise gelangt man schliefdlich an ale ereichbaren
Knoten.
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Aufwand deses Verfahrens?

Im ungunstigsten Fall beim Durchlauf durch de Halde ist
dieif-Bedingung erst beim letzten Knoten erfillt und
desen Verweis fihrt auf den ersten Knoten zurtick.

Nad dem zweiten Durchlauf geschieht das Gleiche mit
dem vorletzten Knoten usw.

Wennn die Zahl der Knoten in der Halde ist, so wirde man
aso n+(n-1) +(n-2) +...+2+1=n(n+l)/2

= O(n?) Schritte ausfiihren missen. Wegen n= M/r erhdlt
man also ein O(M?)-Verfahren mit konstanter Speicherkom-
plexitét (M = Anzahl der Speicherplétzein der Halde).

In der Tat erwelist sich deser Algorithmusin der Praxis auch
im Mittel alsein quedratisch mit M wadsendes V erfahren.
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Hinweis:

Esist klar, wie man deses Verfahren auf Knoten, de mehr
alszwel Nadhfolger haben konren oder deren Grofde im
Datenoljekt selbst gespeichert ist, erweitern kann:

- for all Nadchfolgeknaten (im aufersten then-Teil),

- ersetzej :=i+r durch j:=i+grofRe_des aktuellen Knotens.

Das oben genannte Verfahren eignet sich besonders dann,
wenn man (fast) keinen freien Speicherplatz mehr zur
Verfligung hat. Gibt es dagegen nach Speicherplatz, den
man fur einen Stack S nutzen kann, dann empfiehlt sich
folgender deutlich schnell erer Algorithmus, der die weiter
zu verfolgenden Zeiger im Stadk S ablegt:
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Schritt 1: wie oben.
Schritt 2: Markiere dle Knoten in der Halde, die vom lokalen
Speicher direkt erreicht werden kdmen, mit "true" undlegesie
(bzw. ihre Adressen) im Stadk S ab.
Schritt 3:
while not isempty(S) loop
while not isempty(S) and (top(S) hat keinen Nachfolger)
loop pop(S) end loop;
if not isempty(S) then
K :=top(S); pop(S);
if (K.links/=null) and then (not K.links.mark) then
K.links.mark :=true; push(SK.links); end if;
if (K.rechts/=null) and then (not K.redhts.mark) then
K.redhtsmark :=true; push(SK.redhts); end if;
end if;
end loop;
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Aufwand deses Stak-V erfahrens?

Das Verfahren duchlauft jeden Zeiger, der in einem Knoten
auftritt, héchstens einmal. Da es hdchstens doppelt so viele
Zeiger wie Knoten gibt, handelt es gch bei Schritt 3 also um
ein O(n")-Verfahren (n' = Zahl der erreichbaren Knoten in
der Halde).

Allerdings bezahlt man dese Schnelli gkeit mit dem benétig-
ten Speicherplatz fur den Stack S. Dieser kann s zu /2
Knoten gro3werden. Im Mittel wird man aber deutlich
weniger Platz brauchen.

Die uniforme Zeitkomplexitét dieses Stack-Verfahren wird
also var alem durch Schritt 1 bestimmt, welcher M/r Zeit-
einheiten bendtigt. Insgesamt ergibt sich damit ein O(M)-
Verfahren sowohl bzgl. der Zeit as auch bzgl. des Platzes.
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Man kann nun de beiden Algorithmen kombinieren:

Solange noch gentigend Platz fur den Stadk S vorhanden ist,
arbeite nach dem Stadkverfahren. Sobald der Stadk aber Uberl&uft,
schalte auf das andere Verfahren um, biswieder Platz fiir den
Stadk daist.

Man erkennt nunauch de Abhéngigkeit der Speicherbereinigung
von der jewelli gen Programmiersprache: Man musswissen, wie
die Datenoljekte / Blocke / Knoten usw. aufgebaut sind, um
Zeiger auch als Zeiger erkennen zu kénren. Andererseits kann
natlrli ch das Betriebssystem ein unversell es Datenformat
vorgeben, in dem zum Beispiel die Informationen Uber Zeiger an
vorgegebenen Stellen ndiert werden mussen.
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Nadhdem wir nun de erreichbaren Knoten bzw. Datenbldcke
mit "true" markiert haben, kannman alediesein de Frei-
speicherli ste (oder die Buddy-Verwatung) eintragen und
normal weitermachen.

Oft mochte man jedoch den Speicher "zusammenschieben”
("kompaktifizieren™) und dabei auch deim Laufe der
Redhnurgen entstandenen kleinen Fragmente (nicht nutzbaren
Speicherbereiche) beseitigen. Dieser Kompaktifizierungs-
Algorithmusist bei beliebiger Verzeigerung einigermalien
aufwandig.

Diese undweitere Fragen zur Verwatung von Programmen und
Daten lernen Siein Vorlesungen Uber Betriebssysteme oder auch
in speziellen Praktika.
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2.8. Zusammenfassung

Behandelte Datenstrukturen (und karesponderende

Kontroll strukturen):

Feld (array; Vektoren, Matrizen, ..),

Verbund(record; kartesisches Produkt),

Vereinigung (varianter record, urion),

Potenzmengen (set of ...

Folgenhbildung (Listen, Zeigertypen; freies Monad)

Gefledhte (Graphen, siehe Kap. 3

Konkrete Verfahren:

n-dimensionale Felder auf eindimensionale ahil den:
Speicherabbil dungsfunktion.

n Stadks mogli chst gut verwalten (u.a.: Garwick-Algorithmus)

Freispeicherverwaltung

Speicherbereinigung (garbage wllection, ome Kompaktifizierung)
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Historische Hinwei se:

Mit der Entwicklung der ersten Computer in den 194@r
Jahren entstanden auch sogleich eindimensionale Felder, da
diese genau de Speicherstruktur wiedergaben. Allgemeine
Felder finden sich bereitsin den Programmiersprachen der
195Qer Jahre (Fortran 58 Algol 60, APL). Verbunde und
Folgen vonBuchstaben treten in Cobd auf (ab 1961). Das
gesamte Konzept der Datenstrukturen wurde komplett in
Algol 68 (Standard: 1975) zusammengefiihrt. Dessen "gut
verstandiicher" Anteil wurde von Nikolaus Wirthin de
Sprache PASCAL (1972 eingebradt, die bis heute ds
"didaktisches VVorbild" fir Programmiersprachen git.
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Mit den ersten Compil ern Anfang der 196Cer Jahre wurden
Speicherabbil dungsfunktionen undOptimierungen bei for-
Schleifen eingeflhrt.

Dass €hr all gemeine Datenstrukturen korrekt Ubersetzbar sind,
demonstrierten de Compiler der Sprache SIMULA 67 (ab 1965
undetwas éter von PL/1. Probleme bereiteten aber die ganz
allgemeinen Datenstrukturen vonAlgol 68, kel denen kartesische
Produlte, Vereinigungen, Potenzmengen, Funktionenbil dung
usw. beli ebig miteinander verknipt werden kémen: Die
Laufzeitsysteme wurden derart kompliziert, dassjeder Algol-68-
Compiler gewis Einschrénkungen maden musge.

Mitte der 196Cer Jahre entstanden die esten Betriebssysteme,
die mehrere Programme gleichzeitig verwalten konnten. Ab de-
ser Zeit entwickelte man dverse Verfahren fir die Speicher-
verwaltung (wie Multi stack, Freispeicher, Bereinigung usw.).

217
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