Backpropagation

Ausarbeitung zum Seminar Softcomputing

Lars Kaden

September 2000

Institut für Informatik

Seminarleitung: N. Weicker, Prof. Dr. V. Claus

Seminarausarbeitung Backpropagation Lars Kaden

Inhalt

INHALT 2

1 EINLEITUNG 3

2 FORMALISIERUNG 4

2.1 Durch Neuronales Netz berechnete Funktion 4

2.2 Lernen eines Neuronalen Netzes 6

2.2.1 Fehlerfunktion 6

2.2.2 Gesuchte Gewichtsbelegung 7

2.2.3 Minimierung von E M 8

3 HERLEITUNG VON BACKPRO PAGATION 9

3.1 Einf luss eines Neuroneneingangs 10

3.2 Einf luss eines Neuronenausgangs 11

3.3 Ausgangseinfluss eines Ausgabeneurons 11

3.4 Backpropagation f ür Neuronen der Zw ischenschichten 12

3.5 Rekursionsf ormel 14

3.6 Berechnung der Gewichts- und Schwellwertänderungen 16

4 BEWERTUNG VON BACKPRO PAGATION 18

4.1 Vorteile und Besonderheiten von Backpropagation 18

4.2 Ergänzungen zum Verfahren 19

4.3 Nachteile, Probleme von Backpropagation + Abhilf en 19

5 ZUSAMMENFASSUNG 22

LITERATUR 23

Seminarausarbeitung Backpropagation Lars Kaden

1 Einleitung

Neuronale Netze bilden einen Unt erbereich des Softcomputings, eines Gebiets, das sich u. a.

mit dem Berechnen von Näherungslösungen an Stelle von exakten Lösungen befasst. Die spezielle Aufgabenstellung Neuronaler Netze besteht darin, mehrdimensionale Funktionen anstatt exakt zu berechnen anzunähern. Dieser Kompromiss ist notwendig, um mit relativ geringem Aufwand komplizierte und nicht formalisierbare Funktionen modellieren zu können.

Funktionen mit diesen Eigenschaften tret en vor allem bei der Simulation natürlicher, physikalischer, nicht idealisierter Weltausschnitte auf. Hierzu zählen beispielsweise

Robotersteuerung in komplexen physikalischen Um gebungen, Zuordnung von

Gesichtsfotografien zu Personen und Vorhersage von Börsenkurstendenzen.

Das menschliche und tierische Gehirn setzt sich in erster Linie mit nicht sinnvoll formal und sprachlich zu beschreibenden Entscheidungsfindungen auseinandersetzen. Die Bewältigung von sensorischen und motorischen Alltagsproblemen ist ein t ypischer Repräsent ant der beschriebenen Funktionenklasse. Daher liegt es nahe, das Gehirn allgemein als Vorbild-

Mechanismus für derartige Probl emfelder zu betrachten.

Das Neuronale Netz ist in diesem Sinne ein stark vereinfachtes Modell der Gehirnstruktur.

Nach biologischem Vorbild besteht es aus Neuronen und dazwischen liegenden

Verbindungen, die Information in eine Richtung weit erleiten. Wie über real e

Nervenverbindungen erhält ein Neuron über die Verbindungen von anderen Neuronen zu ihm die Ausgabewerte der Vorgängerneuronen. Sein eigener über di e Ausgänge verschickter

Ausgabewert wird durch eine gewichtete Summe der Eingangswerte mit Schwellwert und meist diskreter Aktivierungsfunktion bestimmt. Das Neuronale Netz besteht aus

Eingabeneuronen, inneren Neuronen und Ausgabeneuronen, die biologisch interpretiert für

Wahrnehmungsrezeptoren, Gehirnstruktur und Nervenenden zur motorischen Steuerung stehen können.

Bleibt man beim Gehirn als Vorbild, ergibt sich als weiterer Aspekt die Lernfähigkeit des

Neuronalen Netzes, die form al als schrittweise Verbesserung der Funktionsapproximation anhand von vorgelegten Sollwerten an den Ausgangsneuronen erfolgt. Der Ler nprozess kann dann Einfluss auf die vom Netz berechnete Funktion nehm en, indem er die in den Neuronen befindlichen Gewichts- und Schwellwerte anpasst. Für solches Lernen existieren verschiedene heuristische Verfahren, die eingeschränkt auf bestimmte Funktionenmengen mit hoher

Wahrscheinlichkeit gegen die Gewichts- und Schwellwertbelegung des gewünschten

Verhaltens konvergieren.

Eines dieser heuristischen Verfahren ist Backpropagation . Backpropagation ist das klassische Lernverfahren für Feed-Forward-Netze ( Neuronale Netze ohne gerichtete

Verbindungsz yklen).

Bei diesem Ansatz wird zunächst die Berechnung des Neuronalen Netzes mathematisch formalisiert. Ausgehend hi ervon kann dann die Güte der Berechnung definiert werden, die in

Form einer Funktion über Gewi chten und Schwellwerten als Differenz zwischen gewünschtem und tatsächlichem Verhalten dargestellt wird. Diese Funktion gilt es dann konsequenterweise zu minimieren, wozu sich das Gradient enverfahren aus der Numerischen

Mathematik als geei gnet erweisen wird. Diesen ersten Problem en widmet sich Kapitel 2. Im dritten Kapitel wird mit Hilfe anal ytischer Umformungen das Gradientenverfahren in eine rekursive Berechnung über die Schicht enhöhe um gewandelt, mit deren Hilfe die Gewichtsund Schwellwertänderungen pro Trainingseinheit durch einfache arithmetische Operationen und Propagi eren von Zwischenwerten über die Netzverbindungen ermittelt werden können.

Zuletzt werden im vierten Kapitel noch eini ge Aussagen über das generelle Verhalten von

Seminarausarbeitung Backpropagation Lars Kaden

Backpropagation und das in bestimmten Spezialfällen getroffen. In Fällen mit nachteiligem

Verhalten werden auf Backpropagation aufbauende Alternativlösungen vorgestellt.

2 Formalisierung

Backpropagation besteht im Wesentlichen aus Verfahren der Numerischen Mathematik. Um diese in Zusammenhang mit Neuronalen Netzen bringen und ihre Ei genschaft als

Lernverfahren aufzeigen zu können, müssen die Berechnung eines Neuronalen Netzes, der

Fehler unt er einer Menge an Trainingsbeispielen und das optimale Neuronale Netz formal definiert werden.

2.1 Durch Neuronales Netz berechnete Funktion

Neuronale Netze werden mathem atisch vollständig durch eine Semantikfunktion beschrieben, die jedem Neuronalen Netz die durch es berechnete mehrdimensionale Funktion zuordnet.

Die Zuordnung einer Funktion ist nach dem im Folgenden beschriebenen Schema nur für

Feed-Forward-Netze möglich. In Netzen mit Zyklen würde durch das rekursive Einsetzen keine endliche Funktion entstehen.

Zunächst muss die durch ein einzelnes Neuron berechnete Funktion definiert werden:

Ein Neuron mit den Gewi chten w

1

, ..., w n

und dem Schwellwert q berechnet die Funktion y= f (w

1

x

1

+ ... + w n

x n

+ q ).

f ist die sogenannte Aktivierungsfunktion:

·

·

· x

1

x

n y

e x - + 1

1

sgn (x) z.B.:

Seminarausarbeitung Backpropagation Lars Kaden

Neben den Eingangsgewichten, die den unterschiedlichen Einfluss der Eingänge auf den

Ausgang festlegen, ermöglicht die Aktivierungsfunktion eine diskrete Fallunterscheidung.

Um später das Lernverfahren mit Hilfe von Differentialrechnung zu ermöglichen, wird die

Sigmoid-Aktivierungsfunktion (Bild rechts) angewandt. Sie ist eine differenzierbare

Annäherung an die Signum-Funktion (Bild links).

Ein Feed-Forward-Netz berechnet dann die Funktion, die durch rekursives Einsetzen der

Neuronenausgangsfunktionen in die zugehörigen Eingangsvariablen der nächsten Schicht

entsteht.

D.h., ist die Funktion in Abhängigkeit der Eingangsneuronen bis zu den Ausgängen der

Schicht s bekannt, kann die Funktion durch Einsetzen in die (oben beschriebenen)

Einzelneuronenfunktionen der Schicht s+1 in Abhängigkeit der Eingangsneuronen bis zu den

Ausgängen der Schicht s+1 dargestellt werden.

Im folgenden Beispiel wird die Funktion g des aus vier Neuronen bestehenden Feed-Forward-

Netzes aus der Einzelfunktion f des Ausgangsneurons und den Einzelfunktionen f

1

, f

2 und f

3

der Eingangsneuronen berechnet:

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

· · ·

Bild: Schichtenskizze eines Feed-Forward-Netzes

f

1

(x

1

, ..., x

n

)

f

2

(x

1

, ..., x

n

)

f

3

(x

1

, ..., x

n

) g(x

1

, ..., x

n

)= f ( w

1 f

1

(x

1

,..., x

n

)

+ w

2 f

2

(x

1

, ..., x

n

)

+ w

3 f

3

(x

1

, ..., x

n

) + q )

Seminarausarbeitung Backpropagation Lars Kaden

2.2 Lernen eines Neuronalen Netzes

Lernen, d.h. die berechnete Funktion an die gewünschte anpassen, kann ein Neuronales Netz

also durch schrittweises Anpassen der Gewichte und Schwellwerte in den einzelnen

Neuronen.

Die anzunähernde Funktion wird durch endlich viele Beispiele von Ein- Ausgabepaaren ( x

i

,

y

i

) beschrieben.

2.2.1 Fehlerfunktion

Um die zur Anpassung nötigen Gewichts- und Schwellwertänderungen heuristisch berechnen

zu können, wird eine Bewertung des Fehlers E x des Neuronalen Netzes bei einer bestimmten

Eingabe x und einer gewünschten Ausgabe ybenötigt.

Im Fall von Backtracking wird hierzu das Quadrat der Euklidischen Norm über der Differenz

von Ist (NN)- und Sollausgabewert (F) verwendet.

Fehlerfunktion :

E x (w

1

, ..., w

n

, q

1

, ..., q

m

) = || NN w , q (x

1

, ..., x

p

) ˘ F(x

1

, ..., x

p

) ||

2

2

- -

NN-Ausgabe-Vektor Muster-Ausgabe-Vektor

zur Eingabe x

Ü E x (w

1

, ..., w

n

, q

1

, ..., q

m

) = (f

1

˘ y

1

) 2 + ... + ( f

q

˘ y

q

) 2

Die Fehlerfunktion ordnet dann den Gewichten und Schwellwerten eines Neuronalen Netzes

den Fehler unter einer bestimmten Eingabe x zu. NN ist die nach obigem Verfahren

berechnete Funktion des Neuronalen Netzes abhängig von Gewichten und Schwellwerten.

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

· · · x

1

x

n y

1

y

q gewünscht:

f

1

f

q

·

·

·

·

·

·

·

·

· q

1

w

n w

1

q

m

Seminarausarbeitung Backpropagation Lars Kaden

Den Fehler der Annäherung an die gewünschte Funktion definiert man als die Summe der

Fehler auf allen Ein- Ausgabebeispielen:

Fehlerfunktion für Menge M von Mustern :

E M (w

1

, ..., w

n

, q

1

, ..., q

m

) =

E x1 (w

1

, ..., w

n

, q

1

, ..., q

m

) + ... + E xn (w

1

, ..., w

n

, q

1

, ..., q

m

)

mit x

1

, ..., x

n

Eingaben von Mustern aus M.

2.2.2 Gesuchte Gewichtsbelegung

Aus den Fehlerdefinitionen ergibt sich die sinnvolle Definition einer gewünschten Gewichts-

und Schwellwertbelegung. Gesucht wird eine Belegung, unter der die Gesamtfehlerfunktion

E M einen möglichst kleinen Wert annimmt:

gesuchte Gewichtsbelegung:

Belegung (w

1

, ..., w

n

, q

1

, ..., q

m

) mit E M (w

1

, ..., w

n

, q

1

, ..., q

m

) möglichst klein

Mit dieser Festlegung wurde das Problem der optimalen Gewichts- und

Schwellwertbestimmung auf das anal ytische Problem der Minimierung einer Funktion

reduziert. Um die Effizienz des Lernverfahrens zu garantieren, kann dies nicht durch

symbolisches Differenzieren und Lösen von Gleichungen geschehen.

Daher wird die Gewichtsanpassung numerisch gelöst. Ein klassisches heuristisches Verfahren

zur Minimierung eines Funktionswerts ist die Gradientenmethode (steilste Abstieg-Methode).

steilste Abstieg -Methode:

Von jedem berechneten Punkt des Definitionsbereichs aus bewegt man sich in

Richtung des steilsten Abstiegs um eine zum Abstieg proportionale Länge zum

nächsten berechneten Punkt hin.

An folgendem graphischen Beispiel (f: R 2 ® R, veranschaulicht durch Höhenlinien) kann das

Konvergenzprinzip veranschaulicht werden:

Der steilste Abstieg erfolgt immer senkrecht zu den Höhenlinien

Seminarausarbeitung Backpropagation Lars Kaden

Die Richtung des steilsten Anstiegs an einer bestimmten Stelle wird durch den Gradienten

beschrieben, der auch eine zum Anstieg proportionale Länge besitzt. Hieraus ergibt sich der

negative Gradient als Richtung des steilsten Abstiegs.

Die Konvergenz dieses Verfahrens tritt mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit ein. Es gibt jedoch

durchaus Funktionen, in denen statt Konvergenz Oszillation oder sogar Divergenz auftritt.

2.2.3 Minimierung von E M

Auf die spezielle Fehlerfunktion E M bezogen wird in jedem Optimierungsschritt vom

Gewichts- und Schwellwertvektor der Gradient von E M unter dieser Gewichts- und

Schwellwertbelegung subtrahiert:

(w

1

, ..., w

n

, q

1

, ..., q

m

)

neu

=

(w

1

, ..., w

n

, q

1

, ..., q

m

)

alt

- Ñ E M (w

1

, ..., w

n

, q

1

, ..., q

m

)

C

�]

R�

� ]

SU

� C � (w

1

, ..., w n

, q

1

, ..., q m

, x

1

, ..., x w

)

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

·

· · ·

·

·

·

Neuron i

Eingang j

Ebene h

o p

z i1 z is

Seminarausarbeitung Backpropagation Lars Kaden

11

3.2 Einfluss eines Neuronenausgangs

Der Einfluss eines Neuronenausgangs wird analog zum Eingangseinfluss als partielle

Ableitung der Fehlerfunktion nach diesem Ausgangswert definiert:

( Einfluss des Ausgangs von Neuron i auf den Fehler bei Trainingseingabe x)

Hierbei wird der Fehler durch E h

in Abhängigkeit von Neuronenausgängen der Schicht h dargestellt.

3.3 Ausgangseinfluss eines Ausgabeneurons

Im Gegensatz zu Neuronen in den Zwischenschichten kann der Ausgangseinfluss eines

Ausgabeneurons direkt berechnet werden:

Hierbei ist E out

die Fehlerfunktion bei Eingabe x in Abhängigkeit von den Ausgaben

\

Q

der letzten Neuronenschicht. Der einzige Summand, der nach Ableiten ¹ 0 bleibt, ist der für Neuron i.

i

h y

E

¶

¶ a i

= ( y p

, ..., y q

) C � (w

1

, ..., w n

, q

1

, ..., q m

, x

1

, ..., x w

) i

out y

E

¶

¶ a i

=

�\

�

� \

Q

� C

�[

= i

y ¶

¶

((f

1

˘ y

1

) 2 + ... + ( f n

˘ y n

) 2 ) C �[

Muster-Ausgabe

= 2 ( y i

˘ f i

)

Seminarausarbeitung Backpropagation Lars Kaden

12

3.4 Backpropagation für Neuronen der Zw ischenschichten

Wie aus dem Bild ersichtlich, können die Ausgangseinflüsse der Ebene h aus den

Eingangseinflüssen der Ebene h+1 berechnet werden:

i

h y

E

¶

¶ a i

= ( y p

, ..., y q

) C � (w

1

, ..., w n

, q

1

, ..., q m

, x

1

, ..., x w

) i

h y

E

¶

¶

+ 1 �]

M�

� \

L

� ]

MU

�

�

�

�

�]

N�

� \

L

� ]

NU

� C � (w

1

, ..., w n

, q

1

, ..., q m

, x

1

, ..., x w

)

=

·

·

·

·

·

·

Neuron i

·

·

·

Ebene h

y i

Ebene h+1

· · ·

·

·

·

y p y q

Neuron j

Neuron k

z jo z ko

Seminarausarbeitung Backpropagation Lars Kaden

Anschaulich ergibt sich die Berechnung des Ausgangseinflusses als Summe der

Eingangseinflüsse der Eingänge, mit denen dieser Ausgang verbunden ist, aus der

Überlegung, dass bei einer Änderung des Ausgangswerts sich �parallel^ alle entsprechenden

Eingangswerte der nächsten Schicht um den gleichen Betrag ändern und somit sich die

Fehleränderungen dieser Eingänge �überlagern^.

jo

h z

E

¶

¶

+ 1 �]

M�

� ]

MR

� ]

MU

� C � (w

1

, ..., w n

, q

1

, ..., q m

, x

1

, ..., x w

) +

. . . +

= ko

h z

E

¶

¶

+ 1 �]

M�

� ]

NR

� ]

MU

� C � (w

1

, ..., w n

, q

1

, ..., q m

, x

1

, ..., x w

) e jo

+ ... + e ko

=

Seminarausarbeitung Backpropagation Lars Kaden

3.5 Rekursionsformel

Um sämtliche Neuroneneingangs- und -ausgangseinflüsse rekursiv aus der Netzstruktur berechnen zu können, wird noch eine Formel benötigt, mit der man aus dem Einfluss eines

Neuronenausgangs die Einflüsse seiner Eingänge berechnen kann. Diese ergibt sich aus folgenden Differenzialumformungen:

Die hier sehr kompakt aufgeführte Umformungsfolge wird im Folgenden noch etwas ausführlicher begründet:

Der Schluss vom Neuronenausgangseinfluss auf den Eingangseinfluss erfolgt durch die

Aufspaltung von

E h

( ]

R�

� ]

SU

) in die Verkettung E h

( y o

, ..., y p

) C ( y o

( z o1

, ..., z or

), ..., y p

(z p1

, ..., z pr

)).

ij

z ¶

¶ f(w i1

z i1

+ ... + w ir

z ir

+ q i

) s i

= w ij

f

( y i

)

ij

h z

E

¶

¶ e ij

= i

h y

E

¶

¶ ij

i z

y

¶

¶

�]

L�

� ]

LU

�

�]

R�

� ]

SU

� C � (w

1

, ..., w n

, q

1

, ..., q m

, x

1

, ..., x w

)

( y o

, ..., y p

) a i

= a i

w ij

f ( y i

) für f( s i

)= e si - + 1

1 f ( s i

)= e si - + 1

1

)

1

1

1 ( si e - +

- = y i

(1 ˘ y i

)

= a i

w ij

y i

(1 ˘ y i

)

(*)

-

Fehler in Abhängigkeit von Eingängen der

Schicht h

-

Fehler in Abhängigkeit von Ausgängen der

Schicht h

jeweilige Neuroneneingänge

Seminarausarbeitung Backpropagation Lars Kaden

Da der einzige Summand, für den die y-Funktion z ij

enthält, der für Neuron i ist, sind die rechten Faktoren (Ableitungen) der übrigen Summanden und damit auch die Summanden = 0.

Somit gilt:

Die übrige Berechnung ergibt sich dann, wenn man als Aktivierungsfunktion die Sigmoid-

Funktion wählt.

Hiermit ist nun das Zurück-Propagieren der Eingangseinflüsse über alle Schichten vollständig über die Netzverbindungen möglich.

Das Propagieren kann wie im folgenden Bild für ein Neuron gezeigt veranschaulicht werden:

Geht man davon aus, dass die Eingangseinflüsse der Neuronen in der Schicht nach Neuron i bereits bekannt sind, können diese über die Verbindungen, deren Einflüsse sie beschreiben, rückwärts an Neuron i geschickt werden. Dort werden sie aufsummiert, woraus der

Ausgangseinfluss a i

des Neurons i entsteht. a i

wird nun mit y i

(1 ˘ y i

), wobei y i

di e

Neuronenausgabe der letzten Berechnung ist, multipliziert. Die Eingangseinflüsse von Neuron i erhält man nun durch die jeweilige Multiplikation ihrer Gewichte mit diesem Wert. Bei

ij

h z

E

¶

¶

Nach der mehrdimensionalen Kettenregel ergibt sich dann o

h y

E

¶

¶ ij

o z

y

¶

¶

�]

R�

� ]

RU

� ( y o

, ..., y p

) p

h y

E

¶

¶ ij

p z

y

¶

¶

�]

S�

� ]

SU

� ( y o

, ..., y p

)

�]

R�

� ]

SU

� = ij

h z

E

¶

¶

�]

R�

� ]

SU

� = i

h y

E

¶

¶ ij

i z

y

¶

¶

+ ... +

( y o

, ..., y p

) �]

L�

� ]

LU

�

·

·

·

Neuron i

·

·

·

Neuron j

Neuron k

Eingang o e

jo

e

ko e

i1

e

is

+

...

+

y

i

(1 ˘ y

i

) w

i1

w

is

Seminarausarbeitung Backpropagation Lars Kaden

16 rekursiver Anwendung über die Schichthöhe erhalten somit alle Neuronen die Werte ihrer

Eingangs- und Ausgangseinflüsse.

3.6 Berechnung der Gewichts- und Schwellwertänderungen

Mit Hilfe anal ytischer Umformungen ist nun klar wie aus einfachen rekursiven Berechnungen

bestimmte Zwischenergebnisse rückwärts durch das Netz propagiert werden können. Das

eigentliche Ziel von Backpropagation besteht jedoch letztendlich darin, die Gewichte und

Schwellwerte neu zu bestimmen. Dies ist nun in jedem Neuron für sich auf einfache Weise

mit Hilfe seines eigenen Ausgangseinflusses möglich:

Die Einflüsse der Gewichte und S chwellwerte lassen sich einfach berechnen durch eine

Aufspaltung der Fehlerfunktion in eine Verkettung aus Fehlerfunktion in Abhängigkeit der

Neuronenausgänge einer Schicht und die Neuronenausgangsfunktionen in Abhängigkeit ihrer

Gewichte und Schwellwerte:

w

ij für x (Eingabe) aus a

i

( Einfluss von Neuron i) berechnen:

Die einzelnen Umformungsschritte erfolgen analog zur Berechnung des Eingangseinflusses

aus dem Ausgangseinfluss.

D w

ij

=

i w ¶

¶

E x (w

1

, ..., w

n

, q

1

, ..., q

m

)

i h

y

E

¶

¶

�]

R�

� ]

SU

� C � (w

1

, ..., w

n

, q

1

, ..., q

m

, x

1

, ..., x

w

)

i i

w y

¶

¶

(w

i1

, ..., w

ir

) � C � (w

1

, ..., w

n

, q

1

, ..., q

m

, x

1

, ..., x

w

)